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Introducao a Segunda Edicao

Este livro trata de dois assuntos fundamentais do eletromagnetismo. O pri-
meiro tema é o calculo da forca entre dois circuitos com corrente elétrica
e o calculo da forca resultante em parte de um circuito fechado. Neste li-
vro vamos comparar as forgas de Ampere e de Grassmann para fazer estes
célculos. O segundo tema é o calculo da indutancia mitua entre dois circuitos
(ou da energia magnética de interagao entre ambos), assim como o célculo
da auto-indutancia de um circuito tinico (ou da auto-energia de formagao
deste circuito). Vamos comparar as formulas de Neumann, Maxwell, Weber
e Graneau para fazer estas contas.

Ele é voltado aos professores e estudantes de graduacao e de pés-graduagao
dos cursos de fisica, engenharia elétrica, matematica, histéria e filosofia da
ciéncia. Nosso objetivo é que ele seja adotado como um texto complementar
nas disciplinas de eletromagnetismo, circuitos elétricos, métodos matematicos
da fisica, historia e evolugao dos conceitos da fisica. Com isto esperamos au-
xiliar na formacao do espirito critico dos estudantes e num aprofundamento
do conhecimento deste ramo fundamental da ciéncia.

Utilizaremos o sistema internacional de unidades MKSA. Ao definirmos
algum conceito ou grandeza, faremos uso de = como simbolo de definicao.

A primeira edicao deste livro, publicada em 1998,% encontra-se atualmente
esgotada. Fizemos entao esta segunda edi¢ao para tornar o livro novamente
disponivel. Fizemos algumas mudancas na estrutura e no contetido. Corrigi-
mos alguns erros ortograficos, melhoramos as figuras, aumentamos o niimero
das imagens, assim como incluimos uma quantidade bem maior de referéncias
bibliogréaficas. Nesta segunda edi¢do representaremos a forca exercida pelo
corpo jJ no corpo ¢ pelo simbolo F}Z, assim como foi feito na edicao deste livro
publicada em 2001 em lingua inglesa.*

3[BA98a).
1[BAO1).
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Controvérsias
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Capitulo 1

Forca de Ampere Versus Forca
de Grassmann

Dentre as possiveis expressoes para o calculo da forca entre elementos de
corrente, duas se destacam, a for¢a de Ampere (1775-1836) e a forca de
Grassmann (1809-1877). A primeira foi obtida pelo préprio Ampere, entre
1820 e 1826, como resultado dos seus experimentos para explicar a descoberta
de Oersted de 1820. A segunda foi uma proposta tedrica feita por Grassmann
em 1845. O trabalho de Oersted tem sido discutido por diversos autores! e
ja esta traduzido em lingua portuguesa.? A obra principal de Ampere foi
publicada em 1826 e 1827.> Uma traducao parcial para a lingua inglesa
foi publicada em 1965.* Uma traducdo completa e comentada em lingua
portuguesa foi publicada em 2011.°> O artigo original de Grassmann é de
1845 e sua traducao para a lingua inglesa foi publicada em 1965. Existem
diversas obras discutindo os trabalhos originais de Ampere e de Grassmann.”

No sistema internacional de unidades podemos escrever a forga de Ampere,
PFA e a forca de Grassmann, dQF;?, atuando no elemento de corrente I,dr,,

70
localizado no vetor posi¢ao 7, em relagao a origem O de um sistema de re-

1[Mar86], [Cha09], [AC11], [Ass13] e [Ass14].

2[Drs86].

3[Amp26] e [Amp23].

4[Amp65].

S[AC11].

5[Grad5] e [Gra65].

[Tri65], [Whi73, pags. 82-88], [Blo82], [Wes91], [GGI3], [Gra85a], [Ass92b, Cap. 3],
[GGI3, Capitulo V], [Ass94, Cap. 4], [Gra94], [Ass94, Capitulo 4], [Ass95, Cap. 3], [GGI6],
[Ass99a, Capitulo 11] e [AC11].

15
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feréncia inercial, devida ao elemento de corrente /,dr), localizado em 7, como
sendo dadas por, respectivamente:

IJ’OIZIJ &

d2ﬁﬁ = Ar 72 [3(d77z ’ fu)(df; ’ fl]) - Q(dﬂ ’ df})] ) (1-1)
2

= ~ Ldr, x 7,
PE = Ldf, x dB)(F,) = LdF, <’“‘“ L ”)

A7 rfj
LI, 1 L. . W o
_ Mol o [(dF, - 7,,)dT, — (dF, - dT)Ty,] (1.2)

2
dm 1

Nestas expressoes temos que po = 47 x 10~ "kgmC~2 ¢é a permeabilidade
no vacuo, r,, = |r, — 7,| é a distancia entre os elementos de corrente, sendo
Ty = T,/ O versor unitdrio apontando de I,dr, para I,dr,. Na expressao
de Grassmann, dgj(ﬁ) ¢ o campo magnético em 7, devido ao elemento de
corrente I,dr,. Em alguns livros didaticos se afirma que esta expressao é de-
vida a Biot e Savart em 1820. O trabalho deles ja se encontra traduzido para
a lingua portuguesa.® O que eles obtiveram foi uma expressao fornecendo
a suposta forca exercida por um elemento de corrente de um fio ao atuar
sobre um polo magnético de um ima. Como eles ndo trabalharam com o
conceito de campo magnético, vamos nos referir ao campo magnético déj(ﬁ)
da equagao (1.2) como sendo o campo magnético devido a um elemento de
corrente.

A for¢a de Grassmann é compativel com a forga de Lorentz (1895) e é a
expressao utilizada na eletrodinamica cldssica. Dificilmente vemos qualquer
referéncia a forga de Ampere nos livros de eletrodinamica de hoje. Ape-
sar disto ela foi largamente aceita na época, como podemos constatar nesta
declaragao de Maxwell ao referir-se & equagao (1.1):°

A investigacdo experimental pela qual Ampere estabeleceu as leis
da agdo mecanica entre correntes elétricas é um dos feitos mais
brilhantes da ciéncia. O conjunto de teoria e experiéncia aparece
como que se tivesse pulado, crescido e armado, do cérebro do
‘Newton da eletricidade’. Ele é perfeito na forma, e de acurécia

8[ACO06].
9[Max54, Vol. 2, Artigo 528, pag. 175].
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irrefutavel, e estd resumido numa férmula a partir da qual to-
dos os fenémenos podem ser deduzidos, e que tem de sempre
permanecer como a férmula cardeal [mais importante] da eletro-
dinamica.

Deve ser ressaltado também que Maxwell conhecia ndo apenas a forga
de Ampere, equacao (1.1), mas também a de Grassmann, equagao (1.2),
pois a cita em sua obra principal.'® Em sua obra principal, Um Tratado
de FEletricidade e Magnetismo, Maxwell comparou estas duas expressoes e
duas outras que ele proprio havia sugerido teoricamente, chegando entao a
seguinte conclusao:!'!

Destas quatro suposi¢oes a de Ampere é sem duvida a melhor, ja
que ela é a tnica que faz com que a forca nos dois elementos seja
nao apenas igual e oposta mas ao longo da reta que os une.

Ressaltamos duas caracteristicas importantes que distinguem estas duas
expressoes. O principio de acao e reacao, dzﬁﬂ = —dzﬁﬂ, é sempre satisfeito
pela for¢ca de Ampere enquanto que em geral nao é satisfeito pela forga de
Grassmann. A violagdo do principio de acdo e reagdo poderia conduzir a
eletrodinamica cldssica a nao-conservacao de momento linear. De acordo
com Feynman, isto ndo ocorre por causa do momento linear armazenado no
campo.'?

A outra caracteristica é que a for¢a de Grassmann é sempre perpendicular
a diregao da corrente no elemento que sofre a forga, qualquer que seja o valor
e a diregdo do campo magnético. Isto significa que a expressao de Grassmann
nao permite interagao longitudinal entre elementos de corrente colineares, o
que é previsto com a forca de Ampere.

Apesar destas diferencas, ja se sabia desde o século XIX que as duas
expressoes sao equivalentes quando se calcula a forga resultante entre dois
circuitos fechados. Por exemplo, sejam C; e C; dois circuitos fechados de
formas arbitrarias nos quais circulam as correntes elétricas I; e I;, respecti-
vamente, como indicado na figura 1.1 (a). A forga resultante exercida pelo
circuito fechado C; sobre o circuito fechado C; tem o mesmo valor pelas
expressoes de Ampere e de Grassmann.

10[Max54, Vol. 2, Artigo 526, pag. 174].
1Max54, Vol. 2, Artigo 527, pag. 174].
12[FLS64, Vol. 2, pags. 26-2 a 26-5 e 27-9 a 27-11].
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(a) (b)

Figura 1.1: (a) Forga entre dois circuitos fechados C; e C; nos quais circulam
as correntes elétricas I; e I;. (b) Circuito fechado C; exercendo uma forca
sobre um elemento de corrente I;d¢; de um outro circuito.

Também j4d se sabia desde hd muito tempo que a expressao de Ampere
é equivalente a de Grassmann quando se calcula a forga resultante exercida
por um circuito fechado C; de forma arbitraria no qual circula a corrente
I; ao atuar sobre um elemento de corrente ]idﬁz de um outro circuito, como
indicado na figura 1.1 (b).

Esta equivaléncia entre as expressoes de Ampere e de Grassmann pode ser
entendida observando que a diferenca entre as expressoes (1.1) e (1.2) é uma
diferencial exata, que quando integrada em um circuito fechado resulta em
um valor nulo.'® Provas de que a forca exercida por um circuito fechado sobre
um elemento de corrente de outro circuito tem sempre o mesmo valor por
Ampere e por Grassmann podem ser encontradas em diversos trabalhos.*
Isto faz com que todo o empenho em se decidir qual das duas expressoes é a
correta seja voltado para a analise de um circuito uinico. Af podemos citar
dois problemas que surgem e que fizeram com que esta questdao fosse pouco
analisada ao longo do século XX. Do lado experimental, a dificuldade em se
realizar experimentos com circuito unico. E do lado tedrico, o problema de
divergéncia quando se utiliza as expressoes (1.1) e (1.2) para o célculo da
forca que um circuito fechado de corrente faz numa parte dele préprio.

No entanto, a partir de 1982 com a publicagao de um resultado experi-
mental na revista cientifica Nature,'> a controvérsia entre as expressoes de
Ampere e Grassmann foi retomada. Desde entao diversos resultados experi-
mentais e tedricos vém sendo publicados em varios periddicos, por diversos

13[Chr8s].
14[Tri65, pags. 55-58], [Whi73, pags. 82-88], [Ass94, Secio 4.5] e [Ass95, Secio 3.5].
15/Gra82b).
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autores. Citaremos ao longo deste trabalho alguns artigos, assim como in-
dicaremos outras obras que servem de referéncia para quem deseja se apro-
fundar nesta questao que, apesar de decorridos tantos anos e tantos artigos
publicados, continua sem uma resposta de consenso entre os pesquisadores.

1.1 Forca e Tracao em um Pedaco Retilineo
de um Circuito Fechado

A primeira questao na controvérsia Ampere versus Grassmann é sobre a forga
resultante em parte de um tunico circuito, como no caso da figura 1.2.

I H§
a b

T
—>
C

A 1
d

Figura 1.2: Circuito fechado abcda conduzindo corrente elétrica I. A parte
abc é mével, podendo se mexer em relagao ao laboratorio.

O circuito abeda é fechado, conduzindo uma corrente I fornecida por uma
fonte de alimentacao continua ou alternada. Em a e ¢ temos arcos elétricos
ou mercurio liquido que permitem que a corrente circule pelo circuito todo,
mas deixa o pedago abc livre para se movimentar em relagao ao laboratorio.
Podemos medir a forga resultante sobre abc, utilizando balanga de torgao, sem
romper a corrente e deixando todas as partes em equilibrio, fixas em relagao
ao solo. A pergunta principal que se faz é: serda que neste circuito e em
outros casos anédlogos a forga resultante em abc calculada com a expressao de
Ampere vai concordar com a forca calculada com a expressao de Grassmann?
Este é um dos assuntos principais discutidos neste trabalho.

Para se ter uma ideia da ordem de grandeza das forgas, citamos aqui ex-
periéncias de Peoglos com estas duas geometrias.'® Com correntes continuas

16[Peo88] e [Moy89c].
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de 1 A, fios de cobre com espessura de 1,2 mm e circuito quadrado de lado
10 cm, foram medidas com balanca de torcao forcas da ordem de 10~7 a 10~°
N. Ja Moyssides com corrente continua no intervalo de 35 a 140 A, fios de
cobre com didametros de 1 a 3 mm e circuito retangular com comprimentos
dos lados de 124 e 48 c¢m (situagao da figura 1.3) mediu forgas entre 1073 e
1072 N.

HE
I b

a C

Al d

Figura 1.3: Circuito fechado abcda conduzindo corrente elétrica I. A parte
abc é mével, podendo se mexer em relacao ao laboratorio.

Além da forga resultante, tem sido discutido recentemente a tragdo T
representada na situacdo da figura 1.2. De acordo com a forca de Grassmann,
dF¢ = Idix B , nunca pode haver uma forca ao longo da direcao da corrente,
qualquer que seja o valor e a direcao do campo magnético B. Portanto, um
segmento reto de com corrente, como o pedago abc da figura 1.2 nao deveria
ficar tracionado. Por outro lado, se calcularmos com a expressdao de Ampere
a forca entre ab e be da figura 1.2, obteremos que as duas metades do pedago
retilineo abc irao se repelir, podendo gerar uma tracao 7' no fio. Experimentos
recentes tém comprovado a existéncia desta tracao.

Os experimentos representados pela figura 1.2 sdo conhecidos como ex-
plosao de fios. Apesar de serem conhecidos relatos deste tipo de experimento
desde 1774,'7 nas tltimas décadas o maior interesse tem sido em tentativas
tedricas para elucidar este fendmeno ainda sem uma explicacdo consensual.
Destacamos aqui um experimento de Graneau.'® Na figura 1.2 representa-

17[Cha59].
18]Gra83).
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mos o esquema elétrico deste experimento de explosao de fios. Ele é bastante
simples e com certeza pode ser realizado em laboratérios didaticos de fisica.
Um pedago de fio retilineo de aluminio abe (com aproximadamente 1 mm
de diametro) é conectado a uma fonte de alimentagao (no caso um banco de
capacitores) através de um circuito que pode ser representado pelo circuito
aberto cda. O fio retilineo abc estd mecanicamente desconectado do restante
do circuito por um espaco vazio ou intervalo de 1 cm de cada lado de suas
extremidades. Ao se descarregar o banco de capacitores, sdo formados ar-
cos elétricos nestes intervalos, que fecham a corrente no circuito e mantém
abc desconectado mecanicamente do restante do circuito. Ao se descarre-
gar o banco de capacitores, gera-se pulsos de até 7000 A e o fio de 1 m de
comprimento se rompe em diversos pedagos.

Uma explicacdo qualitativa para este fato pode ser o aquecimento e der-
retimento do fio por efeito Joule. No entanto, a anélise microscopica da
superficie dos fragmentos do fio revela que o rompimento ocorreu no es-
tado sélido. Portanto, o rompimento nao pode ser atribuido a fusdo ou
derretimento do fio advindo do aquecimento por efeito Joule. Outros dados
quantitativos que os experimentos revelam sao: a forga que rompe o fio é
proporcional & corrente no circuito elevada ao quadrado (I%); o pedago ini-
cial de fio se rompe ao meio, sendo que cada uma das metades provenientes
do pedaco inicial também se rompem ao meio, e assim sucessivamente para
os fragmentos subsequentes; o processo de subdivisao dos fragmentos cessa
quando o seu comprimento é da ordem de grandeza do diametro do fio.

Mais uma vez é inegavel a existéncia de uma forca de tracao longitudinal a
corrente no fio. Esta tracdo néo pode ser explicada pela forca de Grassmann.
No entanto, com a utilizacao da forca de Ampere, Graneau é capaz de explicar
quantitativamente todos os resultados citados acima.

Algumas outras tentativas de explicacao para este fendomeno também fo-
ram fornecidas. Ternan propos ondas de choque (stress waves) provocadas
por rapida expansao térmica no fio.'? Contudo, esta explicacao, segundo Gra-
neau, nao esta de acordo com outros resultados experimentais que o proprio
Graneau havia obtido.?’ Ivezi¢ propos um efeito “relativistico” relacionado

com a invariancia de carga.?! Esta proposta foi refutada por Singal,?? assim

19[
[GmS?c}

2HIve90, Ive9l, Ive92, Tve93].
22[Sin92, Sin93].
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como foi refutada por Bartlett e Edwards.?® Estas explicacoes, assim como
outras supostas explicacoes ja formuladas por outros cientistas, ndo foram
capazes de elucidar quantitativamente os resultados acumulados nos diversos
experimentos de explosao de fios ja realizados.

Apenas para ilustrar como se tem explicado diversos destes fenémenos
com a forga de Ampere, mostramos na figura 1.4 um pedaco retilineo de fio
de comprimento ¢ e diametro w, no qual flui uma corrente I. O pedaco de
fio de comprimento ¢ da figura 1.4 representa o pedago abc da figura 1.2.
Dividimos o fio imaginariamente em duas partes 1 e 2 de comprimentos x e
{ — x, respectivamente.

Figura 1.4: Pedaco de fio retilineo dividido em duas partes.

Se calcularmos a forca de 1 em 2 (ou vice-versa) com a expressao de
Grassmann obteremos um resultado nulo. Por outro lado, a forca entre 1 e 2
com Ampere é dada por (neste trabalho mostraremos os célculos detalhados
para chegar neste valor):

Fr “Afp {m (f) +In (gf) + C} , (1.3)

™

onde C' é uma constante numérica adimensional cujo valor exato depende da
geometria especifica do fio (se sua segao reta é quadrada ou circular), mas
que ¢é dada aproximadamente por 0,5. Esta forga é de repulsao se F' > 0 ou
de atracéo se F' < 0.

Vemos entdo que em geral esta forga indica uma tracao no fio. Além disto,
a forga é proporcional a I2. Fixando ¢ e considerando (1.3) como fungao de x,
achamos que o valor méximo de F' é obtido para x = ¢/2, indicando que neste
ponto a tragdo é maior, sendo portanto ao redor deste ponto que o fio deve
romper-se primeiro. Todos estes fatos sao observados experimentalmente.?*
A ordem de grandeza desta forga de tragdo pode ser obtida com os dados
numéricos citados acima para o experimento do Graneau: I = 7000 A, ¢/ =1

23[BE90].
24[Gra85a).
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m, w=1,2mm, e x = £/2. Com isto obtemos T' ~ 30N/mm?. Este valor é
da ordem de grandeza necessaria para romper um fio de aluminio como neste
caso.?> Por ultimo, vale ainda observar que a forca de tracdo tende a zero
quando ¢ =~ w, indicando que o fio deve parar de se romper quando fica tao
pequeno.

Até o momento nenhuma outra explicagao ja sugerida conseguiu expli-
car tantos fatos observacionais quanto esta explicagdo baseada na forga de
Ampere. Voltaremos a discutir este assunto mais adiante neste trabalho.

1.2 Acelerador de Projéteis

Outro tipo de experimento é conhecido como acelerador de projéteis ou rail-
gun. Neste caso observa-se compressao ao invés de tragdo, como ocorria no
caso do experimento de explosao de fios. Na figura 1.5 apresentamos uma
descri¢ao do circuito experimental. Temos um circuito retangular que é for-
mado por condutores metdlicos A e B, chamados de trilhos rails, que estao
fixos no laboratério através de uma lateral de madeira D que suporta as
forgas laterais que devem existir tanto com a expressdo de Ampere quanto
com a de Grassmann; e um condutor a que fecha o circuito e pode se movi-
mentar sobre os trilhos, o projétil (gun). O circuito é alimentado por uma
fonte de corrente C. Os condutores B sao finos e nao resistem a compressao,
ao contrario dos condutores grossos A. Os trilhos A e B estdo rigidamente
ligados entre si através dos pinos p.

Ao fecharmos a chave S, com o projétil fixo em relagdo ao laboratodrio,
uma corrente circulard pelo circuito e os condutores B serdo deformados,
como vemos nas fotos do artigo de Graneau.?6 No caso deste experimento
foram utilizados bancos de capacitores de 8uF carregados até 80 kV, gerando
pulsos de corrente com pico de 100 kA. O comprimento do projétil era de 25
cm, do trilho A de 200 cm e do trilho B de 30 cm, todos feitos de cobre.

Se calcularmos a forgca no projétil devida ao circuito todo com as ex-
pressoes de Ampere e Grassmann encontraremos o mesmo resultado: a forga
é perpendicular ao projétil e no sentido que faz com que o seu movimento
aumente a area do retangulo. E a reacao a esta forca, onde é aplicada? Nos
trilhos A e B, na fonte C, ou no campo eletromagnético? Uma possivel
explicacao dada é que a reacao estaria armazenada no campo magnético

25[Gra63, pag. 48).
26[Gra87a).
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S W_{c
Figura 1.5: Desenho esquematico do circuito em um experimento do tipo
railgun, adaptado de um artigo de Graneau, [Gra87a].

em forma de radiagdo. Esta explicagdo, no entanto, viola a conservagao de
momento linear e energia, como demonstrado por diversos autores.?” Por
outro lado é inegavel destas experiéncias que os trilhos B sofreram a acgao de
um forga de compressao longitudinal, como indicado, por exemplo, pela de-
formacao destes trilhos. Esta compressao nao se deve a forca de Grassmann
(pois esta forga é sempre perpendicular & dire¢ao da corrente). Segundo
Graneau, esta compressdo pode ser quantitativamente explicada pela forga
de Ampere.?® Isto deve-se ao fato da forca do projétil a nos trilhos B ter uma
componente vertical de acordo com a expressao de Ampere, apontando de a
para C, que tenderia a comprimir os trilhos B, pois estes estao rigidamente
ligados aos trilhos A pelos pinos p.

Como podemos ver, tanto a experiéncia da figura 1.2 quanto a experiéncia
das figuras 1.3 e 1.5, demonstram a existéncia de uma forca longitudinal, ou
seja, ao longo da direcdo da corrente no condutor. A forca de Grassmann

27[Pap83, Gra87b, Ass92c].
28|Gra87a).
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nao pode ser a responséavel por tal forga como dissemos anteriormente. Neste
trabalho vamos discutir se a expressao de Ampere pode ou nao explicar tais
exemplos.

1.3 Experiéncia da Ponte de Ampere

O circuito da figura 1.3 é conhecido como ponte de Ampere. Apresentamos
aqui uma histéria resumida desta experiéncia.?

Ampere obteve a expressao final da sua forca entre elementos de corrente
em 182230 Esta forca estd representada em notagio moderna na equagio
(1.1). Duas semanas apds apresentar a Academia de Ciéncias de Paris sua
férmula final, ele obteve uma consequéncia notdvel desta expressao:3!

[...] duas pequenas porgoes [de corrente] devem se repelir quando elas
se encontram sobre uma mesma reta, e quando elas [as correntes| sao
dirigidas em dire¢do ao mesmo ponto do espaco. [...] A repulsio,
neste caso, era uma coisa tao inesperada que era necessario verifica-
la; fiz depois a experiéncia com o Sr. Auguste de la Rive, e ela foi
completamente bem-sucedida.

Esta experiéncia com Auguste de la Rive foi realizada em Genebra em
setembro de 1822, figura 1.6 (a). Essa figura aparece no artigo de Auguste
de la Rive,?? assim como nos trabalhos de Ampere?® Ela é usualmente
denominada de experiéncia da ponte de Ampére.

A descrigao de Auguste de la Rive é bem clara sobre a previsao tedrica,
sobre o que ocorre na experiéncia e sobre a interpretacao do fenémeno:**

Durante sua estada em Genebra o Sr. Ampere, tendo tido a oportuni-
dade de realizar algumas experiéncias novas, desejou que eu apresen-
tasse duas principais e importantes na sequéncia desta Memoria.

A primeira é uma confirmacao dos pontos de vista tedricos do Sr.
Ampere que, partindo de sua férmula, foi levado a concluir que duas

29[Cha09] e [AC11, Segdes 8.2 e 21.2].

30[Amp22a], [Amp22b] e [Amp85b].

31[Amp22a, p. 420].

32[dIR22b] e [dIR22a).

33[Amp85a], [Amp26, p. 39 e figura 8] e [Amp23, Amp90, p. 211 e figura 8].
34[dIR22b, pp. 46-47] e [dIR22a, pp. 46-47).
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(@) (b)

Figura 1.6: (a) Experiéncia da ponte de Ampere. (b) Ilustragdo moderna
desta experiéncia com a ponte sendo representada pelo segmento sqpm,
[AC11, pag. 157].

porgoes de corrente dirigidas no mesmo sentido ao longo da mesma
reta devem se repelir, e que todas as por¢des de uma mesma, corrente
devem se repelir umas as outras.

Com efeito, sobre um prato ABCD, [figura 1.6 (a),] separado em
dois compartimentos iguais pela divisdo AC [feita de um material
isolante], com cada compartimento cheio de mercurio, coloca-se um fio
de latao recoberto de seda, cujos ramos gr e pn podem flutuar sobre o
mercirio paralelamente a divisdo AC. As extremidades nuas s e mn
mergulham no mercirio. Ao ligar os polos [da bateria] nas cdpsulas
FE e F, estabelecem-se duas correntes independentes uma da outra,
nas quais cada uma [das correntes] tem por condutor uma parte do
mercurio e uma parte sélida. Qualquer que seja a diregao da corrente,
observam-se sempre os dois fios rq e pn moverem-se paralelamente &
divisao AC [indo] para o lado oposto ao qual ela chega, o que indica
uma repulsido para cada fio entre a corrente estabelecida no mercirio
e seu prolongamento no préprio fio.

Para facilitar a compreensao da experiéncia foi feita a figura 1.6 (b).%

A ponte de Ampere é representada pelo segmento sgpm. Quando flui uma
corrente no circuito, seja no sentido horéario ou anti-horério, a ponte vai de
A para C'. De acordo com Ampere, a explicagdo para esse movimento é
principalmente devida a repulsao que ocorre entre a corrente ¢, no segmento
ts do mercirio, e a corrente ¢, no segmento sq da ponte, assim como a repulsao
entre a corrente 4, no segmento um do mercirio, e a corrente i, no segmento
mp da ponte.

35[AC11, pag. 157].
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De acordo com a expressao de Grassmann, equagao (1.2), ndo hé forga
entre elementos de corrente alinhados e paralelos. Desta forma o segmento
ts da figura 1.6 (b) ndo exerce for¢a no segmento sq da ponte, assim como o
segmento um nao exerce for¢a no segmento mp da ponte. Por outro lado, a
experiéncia de Ampere mostra que a ponte sgpm vai de A para C' quando flui
uma corrente no circuito. Como explicar entdo com a expressdao de Grass-
mann a forga exercida sobre a ponte nesta experiéncia? Este é um dos temas
principais deste livro.

Esta é uma das experiéncias mais importantes de Ampere. Ela continua
sendo discutida na literatura até os dias de hoje.

36[AB96], [BA98a] e [BAOL].
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Capitulo 2

Diferentes Formulas para a
Energia de Interacao entre
Circuitos

Outra forma de se calcular a forca entre dois circuitos fechados e distintos
conduzindo correntes constantes utiliza o gradiente de uma energia de in-
teracao entre os circuitos.! Desta energia podemos derivar um fator que
depende puramente da geometria dos circuitos, sendo conhecido como in-
dutancia mutua. O primeiro a introduzir tal conceito foi Franz Neumann
em 1845.2 Podemos estender este conceito de coeficiente de indutancia a um
circuito unico, obtendo entao a auto-indutancia do circuito.

Sejam, por exemplo, dois circuitos rigidos circulares C; e Cy de raios R;
e Ry por onde circulam as correntes I; e Iy, respectivamente. Os circuitos
estao centrados ao longo do eixo z, com seus centros separados pela distancia
z. Eles estao localizados em planos paralelos entre si, ortogonais ao eixo z,
como representado na figura 2.1.

Para calcular a forca entre eles pode-se integrar as expressoes de Ampere
ou de Grassmann. Na pratica, o procedimento utilizado na maioria dos
casos nao 6 este. Ao invés disto, utiliza-se F' = VUYN = I[LVMY, onde
UN = ILI,M" ¢é a energia de interacao entre os circuitos e MY o coeficiente
de indutancia mitua de Neumann. Estas grandezas UYN e MY sido dadas
por:

1[Ass94, pags. 98-102] e [Ass95, pags. 112-113).
2[Whi73, pags. 198-205 e 230-236].
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Figura 2.1: Dois circuitos circulares.

LI
UN = LMY = Moo 2?( ?4 dry - drs (2.1)
Cy JCo T12

Para a aproximacao z > R; e 2 > R, temos:

poli I (mRY) (7 R3)

UN ~ 5 ,
2 Z

(2.2)
tal que a forga entre os circuitos ao longo do eixo z, F = oUN /0z, resulta:

3uoli Iy (nRY)(TR3)

F~—
2 24

(2.3)

A forca serd atrativa ou repulsiva dependendo dos sentidos das correntes
em cada circuito. Calculando esta forca com as expressoes de Ampere e
Grassmann obtemos exatamente o mesmo resultado que aquele dado pela
equacao (2.3).

Como o coeficiente de indutancia ja estda tabulado para diversas geo-
metrias e é uma grandeza escalar, este procedimento para calcular a forga
é muito mais simples que integrar diretamente as expressoes de forca de
Ampere ou Grassmann.

Em seguida & expressdo de Neumann, surgiram as expressoes de Weber
e Maxwell para a energia de interacao d>U entre dois elementos de corrente,
I,dr, e I,dr,. Alguns autores ja discutiram estas varias expressoes.® Mais
recentemente foi proposta uma quarta férmula por Graneau.* Todas elas
podem ser escritas como:

3[Woo68], [Wis81], [Arc89] e [Whi73, pags. 233-234].
4[Gra85a, pag. 212).
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L [14+k(dry-d 1=k (F9 - diy) (712 - dT
d2U12 _ Hofato + ( T 7“2) n (7’12 7‘1)(7“12 7’2) (2.4)
4 2 T12 2 T12
Com k = 1 obtemos a expressao de Neumann, com k = —1 obtemos
a expressao de Weber, com k = 0 obtemos a expressao de Maxwell e com
k = —b obtemos a expressao de Graneau.

Neumann apenas utilizou a férmula integrada apresentada em (2.1) ao
observar que a expressdo de Ampere, ao ser integrada para dois circuitos
fechados, pode ser escrita como:

L ol
F=Hon ch fc "2 45, i) | (2.5)
1 2

T

Sendo 71/1%, = Vl(l/rlg), pode-se entender como ele chegou em sua
expressao. Ja a formula de Weber foi obtida a partir da eletrodinamica de
Weber, como veremos em seguida. Deve ser observado ainda que a forga
de Ampere pode ser deduzida da eletrodinamica de Weber, mas que nao é
possivel deduzir a forca de Grassmann entre elementos de corrente a partir da
forga de Weber entre cargas elétricas. A expressao de Maxwell foi a terceira
a surgir. Neste trabalho veremos que ela pode ser deduzida da lagrangiana
de Darwin, sendo portanto a unica expressao compativel com a teoria da
relatividade de Einstein. Deve ser observado ainda que a forga de Grassmann
pode ser deduzida da lagrangiana de Darwin, sendo que da lagrangiana de
Darwin néao é possivel deduzir a forca de Ampeére entre elementos de corrente.
J4 a expressao de Graneau foi introduzida para que se pudesse derivar a forga
de Ampere entre elementos de corrente (e nao necessariamente entre dois
circuitos fechados como no caso de Neumann) através da expressao PPFA =
7O(d*U)/dr, onde d*U é a energia entre os elementos de corrente que vai
satisfazer a esta relagao.

Assim como ocorria com as expressoes de Ampere e Grassmann, também
se sabia desde o século XIX que ao se integrar a equacao (2.4) para obter
a energia de interagdo entre dois circuitos fechados de formas arbitrérias,
como aqueles representados pela figura 1.1 (a), o resultado era independente
de k. Portanto, obtém-se o mesmo valor da energia de interacao entre dois
circuitos fechados com as férmulas de Neumann, Weber e Maxwell, o0 mesmo
valendo para a indutancia mutua entre estes dois circuitos. Por outro lado,
até o momento nao se sabe se esta concordancia vale para a auto-energia de
formagao de um circuito tnico. Também nao se saber se a auto-indutancia
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de um circuito fechado de forma arbitréaria calculada por todas estas férmulas
vai ser a mesma. Este é o outro assunto pesquisado neste trabalho. Além
de resolvermos esta questao tedrica, apresentamos também um método para
o calculo da auto-indutancia que proporciona resultados algébricos de forma
exata ou com a precisao desejada. Este é um grande avango de ordem pratica
em relacao aos métodos de aproximacao usuais.

Dividimos a apresentacao deste trabalho em duas partes. Comegaremos
a primeira parte com os resultados para o coeficiente de indutancia. Na
segunda parte deste trabalho discutiremos os resultados para as expressoes
de forga entre elementos de corrente.



Parte 11

Calculo de Indutancia
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Capitulo 3

Coeficiente de Indutancia

3.1 Introducao

O conceito de coeficiente de indutancia (auto-indutancia ou indutancia mutua)
surge, por exemplo, quando estudamos a energia de interagao entre circuitos
elétricos. Esta energia de interacdo possui um fator que depende tunica e
exclusivamente da geometria dos circuitos. Este fator é denominado auto-
indutancia quando analisamos a auto-energia de um circuito, sendo denomi-
nado de indutancia mitua quando a interacao é entre circuitos distintos.

Estudaremos neste trabalho quatro férmulas para o célculo do coeficiente
de indutancia. Sao elas: a de Neumann, a de Weber, a de Maxwell, e a
de Graneau. As trés primeiras sdo conhecidas desde o fim do século XIX,
enquanto que a tltima é uma proposta recente.

Além da importancia tedrica do coeficiente de induténcia, ele tem uma
grande utilizagao pratica. O projeto de indutores ou o célculo da indutancia
de determinados circuitos sao problemas praticos encontrados em engenharia
elétrica, principalmente na area de comunicagdo. A forca entre circuitos
com corrente elétrica também é obtida, em geral, a partir do coeficiente de
indutancia.

A equivaléncia entre as férmulas de Neumann, Weber e Maxwell para o
calculo da indutancia mutua entre circuitos fechados conduzindo correntes
constantes é um resultado que j4 foi estabelecido no passado.! Mostraremos
que esta equivaléncia se estende para o caso da auto-indutancia de um 1nico
circuito de corrente fechado para todas estas férmulas. Este é um resultado

1[Dar93], [Ass94, Secao 4.6] e [Ass95, pag. 90].
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novo.

Outro resultado que apresentamos nesta parte é uma técnica para o
calculo do coeficiente de indutancia. Uma das vantagens que este método
proporciona é a obtencao, a principio, de resultados exatos e algébricos. Fa-
remos uma comparacao dos resultados obtidos com este método, com os
obtidos tradicionalmente por métodos de aproximacao.

3.2 Elemento de Corrente

Definimos aqui o conceito de elemento de corrente que utilizaremos por di-
versas vezes neste trabalho. Uma discussao mais detalhada sobre este tépico
pode ser encontrada em diversos trabalhos.?

Este conceito permitiu a unificacao da eletrostatica (for¢ca de Coulomb)
com a eletrodinamica (forga de Ampere). A forma como o utilizamos hoje
é fruto de uma suposicao atomistica sobre a concepc¢ao da corrente elétrica
(supor que a corrente é devida ao movimento das cargas) e da hipdtese de Fe-
chner. Esta hipdtese afirma que a corrente elétrica em condutores metalicos
é formada por densidades iguais de cargas positivas e negativas se movi-
mentando em sentidos opostos e com mesma velocidade em relagao ao fio.
Hoje sabemos que esta hipétese nao é verdadeira.? E f4cil corrigir este mo-
delo supondo que apenas as cargas negativas sao responsaveis pela corrente,
permanecendo as cargas positivas em repouso com relacao ao fio.* Neste
trabalho utilizamos esta ultima hipdtese de que apenas as cargas negativas
se deslocam em relagao ao condutor metélico.

A corrente elétrica em condutores metalicos é constituida por ions posi-
tivos fixos na rede cristalina e elétrons livres que se movimentam através do
condutor. Além disso, assumimos que nao existe uma carga resultante em
cada elemento de corrente, supondo que ele seja neutro eletricamente. Esta
é uma visao ingénua da verdadeira constituicao do interior de um condu-
tor metalico, mas que é extremamente 1til quando estamos interessados na
andlise dos resultados macroscopicos. Mas é uma suposicao que nao é re-
almente verdadeira, ja que existem cargas elétricas distribuidas ao longo da
superficie do fio condutor, caso este fio seja resistivo. Os primeiros cientistas
a chegarem a esta conclusdo parecem ter sido Gustav Kirchhoff e Wilhelm

2[Gra85a), [Ass94, Secdo 4.2] e [Ass95, Se¢io 3.2].
3Leia mais sobre a hipétese de Fechner na Parte II, Subsegio 7.1.2.
4[Ass90] e [Ass94, Segao 4.2].
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Weber.? Discutimos este tema em diversos trabalhos.® Contudo, como a
forca coulombiana entre dois elementos de corrente devida a estas cargas
superficiais é muito menor do que a for¢ca de Ampere, é razoavel desprezar
estas cargas superficiais.” Também o interior de um fio conduzindo corrente
constante nao é eletricamente neutro na realidade. Devido ao efeito Hall ra-
dial gerado pelo campo magnético poloidal dentro do fio, a parte interna do
fio fica eletrizada negativamente no caso de correntes constantes.® Mas como
esta densidade volumétrica de cargas negativas é muito pequena, é razoavel
desprezar este efeito nas condicoes que serao estudadas neste livro.”

Seja entao um circuito elétrico I' onde flui uma corrente /. Um elemento
de corrente deste circuito ¢ representado por Idr, onde dr = |dr] é o com-
primento infinitesimal deste elemento e di” aponta na direcdo da corrente,
tangencialmente em cada ponto do circuito. Supomos que cada elemento de
corrente é composto de cargas positivas e negativas: dq, e dg_. As veloci-
dades médias destas cargas em relacdo a um referencial O sdo representadas
por ¥, e ¥_, respectivamente. Em termos de suas cargas e velocidades, um
elemento de corrente é entao definido por:

Idr = dq vy + dg_v_ = dgy (U4 —0-) . (3.1)

Nesta ultima igualdade utilizamos a neutralidade elétrica do elemento de
corrente, dq_ = —dq, .

Caso o fio esteja em repouso em relacdo ao referencial O, teremos v, = 0,
j& que supomos as cargas positivas paradas em relagao ao fio. Neste caso
©_ serd a velocidade de arraste ou de deslocamento dos elétrons: U_ = v,
onde ¥y é a velocidade média dos elétrons em relagao ao fio. Mesmo quando
o fio ou o elemento de corrente se move com Veloc1dade 1% em relagao ao
referencial O teremos ¢/, — U = —0y, ja que ¥, = Vei =V+i,

Se tratarmos o fio como sendo composto por elementos de corrente linea-
res (desprezando sua segdo reta comparada com seu comprimento), teremos:

dq+ = )\+d'f’ s (32)

5[Kir49] com tradugdo para a lingua inglesa em [Kir50], [Kir57b] com tradugdo para
a lingua inglesa em [Kir57al, [Kir57c] com traducdo para a lingua inglesa em [GA94], e
[Web52b].

S[ARMO99], [AC9S], [AC00], [AHO9b], [AHO9a], [AM99], [AHO7], [AH09] e [AH13].

TARM99].

S[ARMO99).

9[AH99b].



38 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis

onde A\, é a densidade linear de carga positiva no fio. Neste caso:

3.3 Formula de Indutancia de Neumann

Com o objetivo de explicar o fenomeno da indutancia de Faraday com a
utilizagao da forca entre elementos de corrente de Ampere, F. Neumann rea-
lizou um desenvolvimento tedrico que levou ao conceito de potencial vetor e
coeficiente de indutancia. Nao apresentaremos aqui o caminho que Neumann
seguiu para partir da teoria de Ampere e chegar a uma teoria que explicasse
a indugao de Faraday. Ao leitor interessado indicamos a leitura do livro de
Whittaker.1°

3.3.1 Energia entre Elementos de Corrente

Sejam os elementos de corrente I1dr, e I»dr, localizados nos vetores posicao
7, e 7, em relacao a origem O de um sistema de referéncia inercial, com
correntes I; e I, respectivamente, figura 3.1.

1,dr, I,dr,

Figura 3.1: Elementos de corrente.

A energia de Neumann d*V,)¥ entre eles é dada por:"'

dr, - dr’
dQ‘/Z;V =0 [1]2770 b
4 Ty

10[Whi73, pags. 198-205 e 230-236).
1Whi73, pag. 233].
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3.3.2 Formula de Neumann

Considere dois circuitos fechados I'; e I'y com correntes I; e I3, respectiva-
mente. Um elemento de corrente do circuito I'; é I1dr, localizado no vetor
posicao 7, enquanto que um elemento do circuito I'y é I>dr, localizado em
7, figura 3.2.

Figura 3.2: Circuitos fechados I'y e I'y com elementos de corrente I1dr, e
I,dr, respectivamente.

A energia de interacio V) entre os circuitos 'y e I'y é obtida integrando
a equagao (3.4) para os circuitos I'y e I'y:

o dr, - dr’
VNZAfIIf‘f 4 ar 35
2= hl g g (3.5)

Ty

Podemos entdo escrever a energia V{5 como I, LMY, onde My é o co-
eficiente geométrico denominado indutancia mutua. Portanto, da equacdo
(3.5) obtém-se que:

Ho dr, - dr, N
AWE—%%——J:M. .
12 4’]T T Jr, r 21 (3 6)

vy



40 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis

3.4 Formula de Indutancia de Weber

Antes de apresentarmos a formula de Weber para o coeficiente de indutancia
vamos apresentar a energia de Weber.

3.4.1 Energia de Weber entre Cargas Pontuais

A energia potencial eletrodinamica de Weber é uma generalizacao da ener-
gia potencial coulombiana. Enquanto que a ultima se aplica a cargas em
repouso entre si, a primeira é uma proposta para descrever a interacao ele-
trodinamica entre particulas carregadas em movimento mutuo, se afastando
ou se aproximando.

O trabalho fundamental de Weber é de 1846.12 O artigo de Weber de
1846 foi o primeiro dentre oito grandes publicacoes suas entre 1846 e 1878
sob o titulo geral da série: Determinacio das medidas eletrodinamicas.'?
A oitava Memoéria s6 foi publicada postumamente em suas obras comple-
tas. Trés destas oito Memorias principais ja foram traduzidas para a lingua
inglesa, a saber, a primeira, Determinacoes de medidas eletrodinamicas: So-
bre uma lei universal da acdo elétrica;** a sexta, Medidas eletrodindamicas—
Sexta Memoria, relacionada especialmente ao principio de conservagdo da
energia;'® e a oitava, Determinagoes de medidas eletrodindamicas: Particu-
larmente com relacao a conexdo das leis fundamentais da eletricidade com
a lei da gravitagdo.' Em 1848 foi publicada uma versao resumida da pri-
meira Memdria,'” que também j4 foi traduzida para a lingua inglesa, Sobre a
medida das forcas eletrodinamicas.*® Foi neste trabalho de 1848 que Weber
apresentou pela primeira vez sua expressao para a energia potencial entre
duas cargas elétricas.

As obras completas de Weber em lingua alema foram publicadas em seis
volumes.' Existem traducoes para a lingua inglesa de varios de seus tra-

12[Web46] com tradugio para a lingua inglesa em [Web07].

13[Webd6], [Web52b], [Web52a], [KW57], [Web64], [Web71], [Web78] e [Web94b).
14[Web07].

15[Web72].

16[Web08].

17[Web48).

18[Web66].

19[Web94a).
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balhos.?’ Um de seus artigos ja foi traduzido para a lingua portuguesa.?!
Diversas obras recentes apresentam discussoes modernas da eletrodinamica
de Weber.??

Considere duas cargas pontuais ¢; e g» localizadas, respectivamente, nos
vetores posigdo 7 e Ty em relagdo a origem O de um referencial inercial O,
figura 3.3.

qi
qQz

Figura 3.3: Cargas ¢ e g2 localizadas respectivamente em 77 e 75.

A energia potencial eletrodinamica V}}" entre estas cargas, proposta por
Weber, ¢ dada por:

4deg T2 2c2

1 2
Vi =t (1 ) 7 (3.7)

onde €y = 8,85x 10712 C2N~1m =2 é a permissividade no vécuo, 719 = dryy/dt
é a velocidade radial entre as cargas, sendo ¢ = 1/,/fo€g = 2,998 x 10%m/s
a razao entre as unidades eletromagnética e eletrostatica de carga.

Utilizando que 11 = \/(351 —29)? 4 (y1 — y2)? + (21 — 22)? é fécil obter
que:

dria T2 T2

—2_ = Fio - T 3.8
dt ' T2+ T12 , ( )

T2 =

20[Ass10].

2LIWKO8].

22[Ass89], [Wes90a], [Wes90b], [Wes90c], [Phi90a], [PhidOb], [Wes91], [Ass92b], [Phi92],
[GV92], [Ass94], [Ass95], [KF96], [Dru9d7], [GVI7], [Dvo97], [CSRI7], [FK97], [Ass98],
[BA98a], [GV98], [GVI9b], [GV99a], [Ass99al, [Ass99b], [BAO1], [AHOT7], [AHO9] e
[AWW11], assim como nas vérias referéncias citadas nesses livros.

23[Web48] com traducio para o inglés em [Web66], [Ass92b, Cap. 2], [Ass94, Secio 3.3
e [Ass95, Cap. 2].
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onde 719 = 7] — T, enquanto que 7'_"12 = dr2/dt é a velocidade relativa entre
as cargas no referencial O.

A energia de Weber satisfaz a conservagao de energia mecénica para um
sistema fechado. Uma anédlise detalhada da energia de Weber encontra-se em
diversos trabalhos.?*

A energia de Weber possui termos até segunda ordem em v/c, equagio
(3.7). Uma possivel generalizagao recente da energia de Weber que inclui
termos de todas as ordens em v/c é a energia de Phipps.?®

3.4.2 Energia entre Elementos de Corrente

Aplicaremos a energia de Weber definida pela equagao (3.7) ao modelo de ele-
mento de corrente descrito na Secao 3.2. Considere os elementos de corrente
da figura 3.1. Definimos a energia de Weber entre os elementos de corrente
dz\/;}’v como sendo dada pela soma de quatro termos, a saber, a energia da
carga positiva do elemento ¢ interagindo com a carga positiva de j, a energia
da carga positiva de @ interagindo com a carga negativa de 3, a energia da
carga negativa de ¢ interagindo com a carga positiva de j, juntamente com a
energia da carga negativa de 1 interagindo com a carga negativa de j:

PV =V + VY + VY + PV (3.9)
onde:

dguedg,y 1 [ Py - Trig)?]
27, W o+ + g+ T T+
Vi, = e J 1— QJ 5 ; , (3.10)
0 Tt | Tt €
dgedg,. 1 [ (Frye - Ty )?]
2y, W 1+ 2+ 1+
Vi, = J 1— = ; , (3.11)
dmeg  Toyg- | 21y ,-C |
dg-dgqy 1 | (7.?—+‘7?— +)2-
VY. = zm J 1— QJ —— , (3.12)
0 Tyt | A ]
dgdg_ 1 [ (Fye Ty )?]
vy = = 11— 3.13
I dmey Ty | 2r2, c? ' (3.13)

sendo dg,; a carga infinitesimal positiva em I1dr,, 7.:;+g+ =d(rq —7)4)/dt, e
assim por diante.

24[Ass94, Cap. 3] e [Ass95, Cap. 2].
25[Phi90a, Bue94].
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Como estamos interessados numa andlise macroscopica, podemos usar a
hipétese que 74,4 = 7,, 0 mesmo valendo para as expressoes andlogas em
(3.11), (3.12), (3.13). Sendo neutros os elementos de corrente (dgq,— = —dg,),
com a defini¢ao (3.1) e as equagoes (3.9) a (3.13), obtemos:

2V = Hop ) (3.14)
7I8

onde utilizamos a relagao iy = 1/€yc?.

3.4.3 Formula de Weber

Consideremos que os elementos de corrente da Subsecao 3.4.2 pertengam,
respectivamente, aos circuitos I'; e I'y da figura 3.2.
A energia mutua de Weber entre os circuitos I'; e I'y é entdo dada por:

Py - A7) (7 - dF
vl =nnd Py A1)y - d7y) (3.15)
1 2

Ty

Definimos um coeficiente de indutancia miitua de Weber M}y de maneira
andloga ao que foi feito com a energia de Neumann, Subsecao 3.3.2, escre-
vendo a equagao (3.15) como I [, M}y Da equagao (3.15) obtemos entao:

—

Mo (74 ) (T, - dT))
Mf;’_z?{j[ ] LT Vi (3.16)
T JI'y JTg

Ty

3.5 Formula de Indutancia de Maxwell

A férmula de indutancia de Maxwell pode ser deduzida da lagrangiana de
Darwin. Apresentamos a seguir a lagrangiana de Darwin.

3.5.1 Energia de Darwin

Uma lagrangiana compativel com a teoria da relatividade de Einstein e com
termos até segunda ordem em v/c, inclusive, é a lagrangiana de Darwin,
introduzida por Darwin no comeco do século XX.?6 A lagrangiana de Darwin
LP para um sistema de duas cargas q; e ¢ é dada por:2”

26[Dar20].
27[Dar20], [Jac75, Secao 12.7 pags. 593-595], [Ass94, Secdo 6.8] e [Ass95, Secdo 1.6].
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LP =1 -Ub . (3.17)
Nesta expressao LY é a lagrangiana das particulas livres dada classica-
mente por:
miv movl
2 2
enquanto que relativisticamente ela é dada por:

LT = —myc? 1—1%— 2 1—1% 3.19
= —mic 3~ Mo 2 (3.19)

J& UL é a energia potencial lagrangiana de Darwin dada por:

L =

(3.18)

12 1 [1 B Py Ty A+ (Fl . f12)(7.?2 . fu)] 7 (3.20)

D
Ub — =
12 47T€0 T12 202
onde 71 = dry/dt e ¥y = diy/dt sdo, respectivamente, as velocidades das
cargas q; e ¢ em relagcdo a um referencial inercial O.
A hamiltoniana de Darwin H” para estas duas cargas é a energia total
do sistema que se conserva, E, dada por:

D 0 -8LD D D
HP = Zq’“aTk - L =T+V3=F, (3.21)
k=1

onde g é uma coordenada generalizada e ¢, = dqi/dt a respectiva velocidade
generalizada. Aqui T é a energia cinética do sistema dada classicamente por:

myv} N mayv3

T= 3.22
5 5 (3.22)
Ja relativisticamente a expressao para a energia cinética é dada por:
2 2
My1C MpaC
T = . + 2 . (3.23)

\/1—0%/02 \/1—1)%/02

Além disto, a grandeza V5 na equacdo (3.21) é a energia potencial de
Darwin dada por:

p_ @12 1 {1+7'71'7'724—(7'71'7212)(7%2‘7212)} .

= 3.24
1277 dreg roo 2c? ( )
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Deve ser observada a mudanca de sinal em frente do termo com 1/2¢? ao
comparar Ul com V5.

O andlogo na eletrodinamica cléssica de Maxwell-Lorentz para a energia
de Weber, equagao (3.7), é a energia de Darwin, equacao (3.24).

3.5.2 Energia entre Elementos de Corrente

Calcularemos a energia entre dois elementos de corrente utilizando a energia
de Darwin introduzida na Subsecdo 3.5.1. Chamamos esta expressao de
energia entre elementos de corrente de Maxwell tendo em vista que a partir
dela pode ser deduzido o coeficiente de indutancia de Maxwell. Definimos a
energia de Maxwell sz;éw de maneira andloga ao que foi feito com a energia
entre elementos de corrente de Weber. Ou seja, adicionamos as energias das
cargas positivas e negativas do elemento de corrente ¢ ao interagirem com as
cagas positivas e negativas do elemento de corrente j. A energia de Maxwell
¢é entao dada pela seguinte expressao:

PV =V + VY VY PV (3.25)
onde:
dQVM _ dCIz+dq]+ 1 1+ 7.?1+ ) 7.7_‘7-1- + (7?z+ ’ 7A’1+j+)(7.?1+ ’ f‘l+]+)
vt 47T€0 T'l+]+ 202 ’
(3.26)
R A e A dg.dg,- 1 _1 + Fog - T + G fzﬂ*)(FJf ) fzﬂf)_
vt dmey  Togy- | 2c2 I
(3.27)
B2vM _ qudqﬁ 1 _1 + 7'?17 ’ 7'7J+ + (sz ) 72173+)(7%}+ ) 7217#)_
I dmey  Tompt | 2¢? I
(3.28)
ey dada 1 [ T 4 (P ) Py )|
T dmeg Ty | 2c2 ]

(3.29)
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Substituindo as equagdes (3.26) até (3.29) na equagao (3.25) e invocando
as mesmas hipéteses utilizadas no pardgrafo anterior a equagao (3.14), resulta
que:

(dr, - dry) + (dr, - 7,,) (dT - 74y)
27, '

PV = %OT L, (3.30)

Desde o século XIX ja se sabia que esta era a expressao correta na ele-
trodinamica de Maxwell para a energia de interagao entre dois elementos de
corrente.?

3.5.3 Formula de Maxwell

Aplicando a expressdo (3.30) para calcular a energia mitua V3 dos circuitos
da figura 3.2, resulta:

VM:@H?(j{ ( ) Ty g )| 3.31
12 4 12 Iy JT, 27y, ( )

Com a definicdo que demos para Mis na Subsecdo 3.3.2, obtém-se da
equagao (3.31) a seguinte expressao para Mis:

dr, - dr, Py - A1) (T - dT ,,
Mlj\g = @ f f ( T T]) + (T] r )(r] T]) — M21\11 ) (332)
47 Jry Jry 2ry,

3.6 Formula de Indutancia de Graneau

O crescimento nos ultimos anos do interesse em se estudar os fundamentos
da eletrodinamica é devido, em grande parte, aos trabalhos de Peter Gra-
neau. Graneau, desde 1982,%° vem realizando uma série de experimentos
relacionados ao assunto, motivando outros fisicos a desenvolverem trabalhos
na area, tanto experimentais quanto teéricos. Apesar de aceitar a expressao
de Neumann para a energia de interagao entre circuitos fechados de cor-
rente, equacao (3.5), Graneau propés uma outra energia para a interagao
entre elementos de corrente, diferente daquela que chamamos aqui de ener-
gia de Neumann entre elementos de corrente (equagao (3.4)). Apresentamos
a seguir a energia de Graneau.

28[Wo068, Wis81, Arc89] e [Whi73, pags. 233-234].
29[Gra82h).
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3.6.1 Energia entre Elementos de Corrente

Em seu livro de 1985, Graneau apresentou uma nova energia eletrodinamica
dQV;]G entre elementos de corrente. Para os elementos de corrente da figura
3.1 podemos escrevé-la como:3°

3(dﬁ ’ ﬂj)(dﬁ i 7213) — Q(dﬁ . dﬁ)

T2y

21 -G _ Mo
d VU = LI, (3.33)

3.6.2 Formula de Graneau

Da expressao (3.33), através do procedimento seguido nas segdes correspon-
dentes as féormulas de Neumann, Weber e Maxwell, deduzimos a energia
mitua V5 e a indutancia mitua M$ entre dois circuitos fechados distintos
I'y e I'y, a saber:

4 Iy JTy Ty
e
P dr M - dP) — 2(dF - A7
ME = @% }{ 3(#y, - dr,) (7, - d7y) — 2(dF, - dTF) Y (3.35)
47 Jry J1s Ty

3.7 Equivaléncia Parcial

Em analogia com a simplificagdo que Helmholtz utilizou para escrever uma
tinica expressao para a energia eletrodinamica,®' escreveremos uma expressao
para a indutancia mitua entre dois elementos que resume as quatro férmulas
anteriormente apresentadas.

Dados dois elementos de corrente, I1dr, em 7, e Iodr, em 7, a indutancia
mutua entre eles é dada por:

M, “(’Kl * ’“) (dr, - dF) | (1 - k:) (F, - i) (7, - di)

4 2 Ty 2

Ty

30[Gra85a, pag. 212].
31[Wo068, Wis81, Arc89] e [Whi73, pags. 233-234].
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| -
_ ( ;k> MY + <2k> MY (3.36)

onde k é uma constante adimensional. A energia mutua entre eles é dada
simplesmente por d*V,, = I,I,d*M,,.

Obtemos d*M,, = d°M)) com k = 1; d@®M,;, = d*M,) com k = —1;
M,y = d®M) com k = 0; e d*M,; = d*MF com k = —5.

Quando integramos a expressao (3.36) para calcular a indutancia mitua
entre dois circuitos fechados, obtemos um resultado que é independente de
k. Este resultado é um fato ja bem conhecido.?? Assim, quando calculamos
a indutancia mutua entre dois circuitos distintos, como os circuitos da fi-
gura 3.2, obtemos o mesmo resultado com as férmulas de Neumann, Weber,
Maxwell e Graneau.

Apresentamos aqui uma prova simples deste fato. Consideremos a inte-
gracao da equacao (3.36) para dois circuitos distintos I'y e I':

1+k dr, - dF,
My, — @[ R (dr - dr))
47 2 . Jr, T4y

" (151{) ff Gt

Considerando s6 a integragao em I'; na segunda parcela de (3.37) e utili-
zando o teorema de Stokes temos:

7& (f”.dﬁg(f” -dry) //spl [Vz % (W) .dgl} , (3.38)

v

Expandindo o rotacional no integrando acima e utilizando algumas iden-
tidades vetoriais simples chegamos a:

[ [ (Bt as, = f [ (4 2) a8
1 Ty

)

L ()]s

dr, - dr,
= —d 3.39
7. , (3:39)

Ty

32[Dar93], [Ass94, Secdo 4.6] e [Ass95, pag. 90].
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onde na tltima passagem da equacao (3.39) utilizamos novamente o teorema
de Stokes.
Das equagoes (3.38) e (3.39) concluimos que:

Fl 1_‘1

Ty Ty

A equacao (3.40) substituida na equacao (3.37) mostra que M ¢ inde-
pendente de k. Ou seja, a indutancia mitua entre dois circuitos fechados de
corrente tem o mesmo valor com as formulas de Neumann, Weber, Maxwell
e Graneau.

Com relagao a auto-indutancia de um tnico circuito fechado de corrente, o
primeiro problema que temos é com a utilizagdo do modelo linear de elemento
de corrente. A expressao (3.36) diverge quando temos ¢+ — j. Assim, nao
podemos utiliza-la para calcular a auto-indutancia. O segundo problema
com relagdo a auto-indutancia, ainda nao resolvido, é saber se as férmulas
apresentadas anteriormente sdo equivalentes entre si, da mesma forma que
elas sao equivalentes para o célculo da indutancia muitua entre dois circuitos
fechados e distintos entre si conduzindo correntes constantes. Trataremos
destes assuntos, apresentando suas solugdes, nos proximos Capitulos.
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Capitulo 4

Calculo do Coeficiente de
Indutancia

4.1 Introducao

Na eletrodinamica classica a férmula usual para o calculo do coeficiente de
indutancia é a féormula de Neumann. Ela é a expressdo mais simples entre
todas as apresentadas aqui para o célculo do coeficiente. Apesar disto, é s6
nos casos mais simples que ele pode ser calculado exatamente. Para casos
mais complicados sao empregados métodos de aproximagao que utilizam os
resultados exatos dos casos mais simples. A férmula de Neumann apresenta,
como as outras, problemas de divergéncia quando utilizada para calcular a
auto-indutancia de um circuito simples ou a indutancia mitua entre circuitos
que tém pontos de contato.

A causa desta divergéncia é a utilizagdo do elemento de corrente linear
introduzido na Secao 3.2 e utilizado nas SecOes subsequentes para a apre-
sentacdo das féormulas.

O elemento linear é uma aproximacao da realidade. Ele é 1til quando a
area da segao reta do fio é pequena comparada com sua drea superficial (isto
é, quando o diametro do fio é muito menor que seu comprimento). Quando os
elementos lineares estao em contato, a expressao (3.36) nao pode ser utilizada
para calcular a indutancia, devido a problemas de divergéncia.

Para resolver este problema usualmente utilizam-se métodos de apro-
ximacdo. Uma apresentacdo destes métodos e a aplicagdo a intimeras si-

51



52 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis

tuacoes préticas podem ser encontradas no livro do Grover.! Dentre es-

tes métodos de aproximacgdo citamos os seguintes: integracdo de formulas
basicas através da segao reta do circuito (como por exemplo calcular a auto-
indutancia de uma bobina de seg@o reta circular utilizando para isto a in-
dutancia muitua entre aneis circulares); expansao em série de Taylor para
a indutancia mutua entre condutores com area da secao reta de dimensoes
grandes, utilizando para a expansao a indutancia mutua entre os condutores
centrais; formula da quadratura de Rayleigh, que é uma variagdo do método
da expansao em série de Taylor, variando justamente a maneira como se cal-
cula os termos da série; para bobinas coaxiais uma variagao do método de
Rayleigh é conhecido como método Lyle dos filamentos equivalentes; para ob-
ter melhores resultados com estes métodos de expansao utiliza-se o principio
de seccionamento, onde divide-se a secao reta do condutor em regides nas
quais serd aplicado o método de expansao; e talvez o mais utilizado é o método
da distancia média geométrica, onde substitui-se um condutor por diversos
condutores equivalentes com elemento de corrente linear, e obtém-se a in-
dutancia mitua do condutor original através da ponderacao das distancias
entre os condutores equivalentes.

4.2 Descricao do Método Utilizado

Nosso livro utiliza um método para calcular auto-indutancias que permite, em
principio, a obtencao de resultados exatos para qualquer geometria.? Além
do mais ele também pode ser utilizado quando o diametro do fio é da mesma
ordem de grandeza que seu comprimento. Outra vantagem deste método é
que ele permite a obtencao de expressoes algébricas para a auto-indutancia.
Os outros métodos usualmente apresentam resultados numéricos os quais
precisam ser tabulados para diferentes geometrias.

Para resolver o problema da divergéncia (valores infinitos) que aparecem
com o uso do elemento de corrente linear, consideraremos nos casos bidimen-
sionais que a corrente tem uma certa largura. Desta forma simplesmente
substituiremos o elemento linear di por fda/w, figura 4.1. Aqui, {60 ve-
tor unitario indicando a dire¢ado do fluxo da corrente em cada ponto, w é a
largura perpendicular a { neste ponto e da é o elemento de area neste ponto.

HGro46].
2[BA9S).
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L

Figura 4.1: Corrente I fluindo através da superficie de uma fita bidimensio-
nal.

Se o fluxo de corrente for uniforme ao longo da secao reta de um condutor
tridimensional, substituiremos di por ¢dV /A, figura 4.2. Aqui, A é a drea da
secao reta do fio em cada ponto e dV é o elemento de volume do condutor.

Figura 4.2: Corrente I fluindo através da secio reta de um fio tridimensional.

Adaptamos esta ideia a partir do trabalho de Wesley.> Wesley utilizou
pela primeira vez um tratamento similar para comparar as forgas de Ampere
e Grassmann entre elementos de corrente. Especificamente, ele substituiu o
elemento de corrente Idr por J dV, onde J é o vetor densidade de corrente vo-
lumétrica (com unidades Am~2). Quando a corrente flui uniformemente em
cada secao reta do fio, temos J = (1 JA. Utilizando este fato no tratamento
empregado por Wesley (Idr < J dV'), chegamos ao nosso resultado. Analoga-
mente, quando a corrente flui através de uma superficie temos Idr <> K da,
sendo K o vetor densidade de corrente superficial (com unidades Am™1).
Para fluxo uniforme de corrente através de cada secdo da superficie temos
K =10I /w, obtendo nosso resultado anterior.

Fazendo estas substitui¢oes na equagao (3.36), obtemos as seguintes ex-
presses com elementos de corrente superficiais e volumétricos, respectiva-
mente:

U (14N b b (1=K (P 0)(F, - 0
M, =10 [( i ) -7+< )(m P 5] ada, | (4.1)

4r ww, 2 Ty 2 Ty

3[Wes90a].
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6, Mo 1 [1+k bl (1=K (7 0) (- L)
M, =1 s ( 5 s . dv,dV, . (4.2)

Para calcular a auto-indutancia de um condutor (ou de um circuito fe-
chado) utilizando estas férmulas para a indutancia mitua entre elementos de
corrente, basta integrarmos duas vezes as expressoes (4.1) ou (4.2) sobre a
area ou o volume do condutor, conforme o caso. Veremos diversos exemplos
destes célculos neste livro. Embora nao seja necessario que o condutor seja
um circuito fechado, este vai ser o caso mais importante na maioria das vezes.

Propusemos este método em 1995, e o aplicamos para as férmulas de
Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Anteriormente ele s6 havia sido citado
em conexao com a férmula de Neumann.® Além de generalizarmos o método
para as outras férmulas, fizemos uma aplicacéo efetiva do método em nossos
artigos e livros, utilizando-o na pratica para fazer os cdlculos e comparando
os resultados finais com os valores tabelados obtidos de outras maneiras.

Na Secao seguinte utilizaremos estas féormulas em configuragtes para as
quais o cédlculo do coeficiente de indutancia ja é conhecido pelos métodos
tradicionais.

4.3 Comparacao com Valores Conhecidos

4.3.1 Solenoide com Corrente Poloidal

Nosso objetivo é calcular a auto-indutancia de um solenoide de comprimento
¢, com N espiras de raio a e corrente I em cada espira, figura 4.3.

Para simplificar o cdlculo utilizamos uma idealizagdo do solenoide con-
siderando-o como uma casca cilindrica de comprimento ¢ e raio da secéo
reta transversal a, com uma densidade de corrente superficial poloidal® K=

4[BA95).

5[Som64, pags. 100-123] e [Nef81, pags. 242-258)].

6Estamos desprezando a corrente axial que existe em um solenoide real obtido com o
enrolamento de fios ao longo de uma hélice, onde o versor perpendicular ao plano que
contém cada espira nao aponta na direcdo 2. Esta corrente axial também é desprezada
nos livros didéticos. Um dos poucos autores que comenta a respeito é Griffiths, [Gri89,
pégs. 219-221].
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Figura 4.3: Solenoide com N espiras.

NI ngS/ ¢, figura 4.4. Os principais resultados desta Secao foram discutidos em
1997.7

Figura 4.4: Casca cilindrica utilizada para o cdlculo da auto-indutancia do
solenoide da figura 4.3.

Utilizaremos coordenadas cilindricas (p, ¢, z) nas configuragoes desta Secao.
Com a figura 4.4 e substituindo na equagao (4.1) i, = éj = —¢, da, = adz,dd,,
da, = adz,d¢,, w, = w, = {, 7, = ap, + 2,2, 7, = ap, + 2,2, e os limites de
integracao, obtemos que:

2 eor 2 L 4
Mo @
Lpoloidal = E 672/0 d¢z/0 d¢]/(] dZZ/O dzj

Lrk cos(¢, — ,)

X [( 2 > [2a2(1 — cos(¢, — ¢,)) + (2, — 2,)2]/2
11—k a’sen’?(¢, — ¢,)

+ ( 2 ) [2a2(1 — cos(¢, — ¢,)) + (2, — z,)?]3/?

(4.3)

Integrando primeiro em z, e 2, obtém-se:

"[BA9TC].
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Ho 0 f*

T 2
= d@/0 d¢]<(1+k) cos(, — &)

L poloidal

L ¢
s <ﬁ a [ - cos(9, — @)11/2)
+V2 (%) [1 — cos(p, — b,)]"/?
_ {1 +2 (‘2)2 (1 — cos(n — @))} 1/2}
+ (1516) (1 + cos(¢, — ¢,))

{ {1 +2 (‘2)2 (1 — cos(g, — @))} v

_ % V2 [1 = cos(¢, — ¢J)]l/2}> '

X

(4.4)

Para resolver esta integral dupla utilizamos o seguinte resultado:

/ T Hcos(6r — 6,))dduds, — 2 / 7 Heos 8)dg | (4.5)
0 0 0

onde f(cos(¢, — ¢,)) é uma funcao arbitraria de cos(¢, — ¢,).
Com isto podemos integrar exatamente a equacao (4.4) obtendo:

e ()5

L oloidal = -
P 3 q dq

— 2’”;(’@ B (K(q) — E(q) +1° (EéQ) - 1)] ) (46)

onde p = 2a/l, ¢ = p/(1 + p*)¥/2, sendo ainda K e E as integrais elipticas
completas de primeiro e segundo tipo, respectivamente:®

O primeiro a obter a auto-indutancia com esta geometria em termos de
integrais elipticas foi L. Lorenz.” Ele trabalhou apenas com a férmula de

8[GRO4, pags. 907-908].
9[Lor04] e [Gro46, pag. 142].
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Neumann. J4 nossa equagao (4.6) foi obtida a partir da expressao geral dada
pela equagao (4.1). O resultado final que obtivemos é independente de k.
Este resultado é altamente nao trivial. Ele significa que o valor da auto-
indutancia da casca cilindrica com corrente poloidal tem o mesmo valor com
as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Como dissemos an-
teriormente, esta equivaléncia sempre ocorre para a indutancia muitua entre
dois circuitos fechados de corrente. Mas neste caso temos um tnico circuito
fechado de corrente. Isto nos coloca a questao de saber se também para a
auto-indutancia de um circuito fechado de forma qualquer as férmulas darao
sempre o mesmo resultado. Discutiremos este tema no Capitulo 6.

O resultado da equagao (4.6) é exato e foi obtido analiticamente com uma
expressao razoavelmente simples. Como ele foi obtido sem restri¢ées sobre ¢
e sobre a, ele é véalido tanto para a auto-indutancia de um longo solenoide de
comprimento ¢ e lado a (¢ > a), obtido enrolando N voltas do fio sobre uma
superficie cilindrica, ou para a auto-indutancia de um anel bi-dimensional
(¢ < a). A expansao da equagao (4.6) para estes dois limites (£ > a e
{ < a) gera, respectivamente:

o 2 8 1 2
Lsolenoide ~ m (1 - 79 + a) ) (47)

‘
In (%) _ %} . (4.8)

10

Lanel ~ Mo

Este 1ltimo resultado coincide com o apresentado por Grover.

Ja o caso da equacao (4.7), vélido para ¢ > a, é apresentado na maioria
dos livros didaticos em termos de um solenoide obtido pelo enrolamento de
N voltas de um fio sobre uma superficie cilindrica.!! O método empregado
nos livros didaticos é dado por:

dd
L= a7 (4.9)
onde ® é o fluxo magnético sobre o circuito e I é a corrente passando em
cada volta do fio. Este método sé é ttil em situagoes altamente simétricas
nas quais podemos calcular facilmente ®. O resultado obtido nestes livros

didaticos é dado por:

10[Gro46, pag. 143].
"Ver, por exemplo, [LCLS8S, pag. 442].
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a2

l

Llivros didaticos
solenoide

= pomN? (4.10)

A equagao (4.7) apresenta este resultado com corregoes para ordens su-
periores em a//.

A diferenca que ocorre em ordem zero entre as equagoes (4.7) e (4.10) é
apenas uma questao de defini¢do. Nos livros didaticos a energia magnética
deste sistema é dada por LI?, onde L é dado pela equagao (4.10), j& que eles
concentram sua andlise na corrente I de cada volta. Se nos concentrarmos
na corrente total I; = NI que passa sobre todo o comprimento ¢ da casca
cilindrica, a energia magnética vai ser dada por LI?/2, com L dado pela
equagao (4.7). Desta forma a energia magnética obtida pelo método descrito
aqui concorda com a energia magnética obtida nos livros didaticos. Também
a forga atuando sobre uma espira ou sobre uma faixa da casca cilindrica vai
ser a mesma nos dois enfoques.

Cada enfoque ou definicao tem suas vantagens ou deficiéncias. O enfoque
dos livros didaticos é 1til quando de fato enrolamos um fio ao redor de uma
superficie cilindrica e medimos apenas a corrente em um tnico fio. Por outro
lado o enfoque adotado aqui é mais util quando a corrente flui uniformemente
pela superficie da casca cilindrica, sem ter de vir necessariamente de um fio
enrolado N vezes sobre sua superficie. Além disto, o enfoque adotado aqui
preserva a ideia de que L depende apenas da geometria do circuito. Num
solenoide usual, quando mudamos o niimero de enrolamentos do fio, ou seja,
quando mudamos o nimero N de voltas, mantendo a corrente I de cada
espira constante, a geometria da casca cilindrica (seu comprimento ¢ ou seu
raio a) ndo é modificada, de tal forma que o valor de L deveria permanecer
inalterado. Isto acontece com a equacao (4.7) mas nao com a equacao (4.10).

4.3.2 Casca Cilindrica com Corrente Axial

Agora consideramos uma casca cilindrica de comprimento ¢, se¢do reta cir-
cular de raio a, e uma corrente I na direcao do eixo z, figura 4.5. Vamos
calcular a auto-indutancia desta casca cilindrica.

Substituindo na equacao (4.1) l@ = !Z = 2, da, = adzd¢,, da, = adz,d¢,,
w, = w, = 2ma, 7, = ap, + %2, 7, = ap, + z,Z e os limites de integracao,
resulta:
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Figura 4.5: Casca cilindrica com corrente axial.

I o 27Td 27Td Ed Zd
azial — 1671'3 /0 ¢2/0 ¢]A ZZ/O Z_]

X {(1 —; k) [2a2(1 — cos(¢, — ;j)) + (2, — 2,12

1—k (2 — 2,)?
i ( 2 ) [202(1 — cos(¢, — ¢,)) + (2 — )/

Integrando a expressao (4.11) em z, e z, obtém-se:

N Ltk
Laa:ml - 87T3~/0 d(bz/ d¢j<< )

X {Senhil (ﬂ all— CO€S(¢Z - ¢a)]”2>
V2 <9) [1 — cos(p, — ¢,)]"/?

- {1+2( ) (1— cos(¢ @))]1/2}

( ) { s (ﬁ a[l—coiwl—@)}l/z)
22 (f) [1 = cos(¢, — )]/

L (4.11)

1/2
{1 + 2 (1 — cos(¢, — gb]))] }) .
(4.12)

Novamente podemos utilizar a equacao (4.5) para resolver uma das inte-
grais.
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Ou entao, utilizando a aproximagao ¢ > a, expandimos o integrando
da equagao (4.12) até segunda ordem em a/¢. Em seguida, integramos nas
varidveis ¢, e ¢,, obtendo:

_ _ 2 _ 3
Laxial = LOE ln% + K 5 + 2a(3 k) + a4 (k 2) + 0 <g> :| . (413)

o a 2 94 202 {

O valor da auto-indutancia da casca cilindrica com corrente axial depende
do valor de k. Portanto, terd valores diferentes para cada uma das férmulas
conforme o valor de k atribuido (ver Sec@o 3.7). Vale ressaltar que a casca
cilindrica com corrente axial, figura 4.5, ndo é um circuito de corrente fechado
como a casca cilindrica com corrente poloidal, figura 4.4.

Demonstramos com este exemplo que, para circuitos de corrente abertos,
as férmulas para o cdlculo de auto-indutancia apresentadas no Capitulo 3
sdo, em geral, ndo equivalentes.

4.3.3 Cabo Coaxial

Calcularemos a auto-indutancia de um cabo coaxial (figura 4.6), formado por
duas cascas cilindricas concéntricas com raios b e a (b > a), iguais as cascas
da figura 4.5, com correntes axiais em sentidos opostos nas cascas cilindricas.
A auto-indutancia Leeezia deste cabo coaxial pode ser escrita como (uma
demonstragao de como chegar nesta expressao é apresentada na Segao 6.1):

Figura 4.6: Cabo coaxial formado por duas cascas cilindricas concéntricas.

Lcoazial = La + Lb + 2Mab ) (414)

onde L, e L sao, respectivamente, a auto-indutancia da casca cilindrica in-
terna e externa, sendo My, a indutancia mutua entre elas. Deve ser observado
que as vezes se escreve esta expressao como L, + Ly +2M,,, considerando M,
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como positivo e escolhendo o sinal + ou — dependendo se as correntes estao
no mesmo sentido ou em sentidos opostos. Com as expressoes (3.36), (4.1) ou
(4.2) nao é necessario esta especificacao de sinais ja que o sentido da corrente
j4 estd embutido em di ou em /. Da expressao (4.14) ja temos calculado L,
e Ly, ou seja, as auto-indutancias calculadas para as cascas cilindricas com
corrente axial (figura 4.5). O resultado até segunda ordem em a/¢ ou b/¢
estd dado na equagao (4.13). Falta, portanto, calcular a indutancia mutua
My. Eo que fazemos a seguir.

A equagao (4 1) com /, = —/,
2ma, w, = 27b, 7, = ap, + 2,2, F
integracdo fornece:

M 1o 27Td 27rd Zd Zd
T /0 ¢’./o ¢J/0 Z‘./o “
1

1+k
2 [a? + b> — 2abcos(¢p, — ¢,) + (2, — z,)?|/?

z, da, = adz,d¢,, da, = bdz,d¢,, w, =
bp, + z,2 e substituindo os limites de

X

N (1 - k) (2, — z)
2 [a? + b — 2abcos(¢, — ¢,) + (2, — z,)?]3/?
(4.15)

Resolvendo as integrais em z, e 2, na equacao (4.15) obtém-se:

. /.LOZ 2m 1+ k
My = —%/0 dasz/ dczs,(( )

-1 t
X {senh (a [1+ 72 — 27 cos(¢, — %)]1/2)
+ (%) [1 472 = 2rcos(¢, — ¢,)]"/?

a

~ iy (E)Q (1472 — 2r cos(d, — @))} 1/2}

1—k h—! !
+ (=) « {sen a [1+1r2 —2rcos(¢, — ¢,)]/2

[1+ 7% —2rcos(¢, — ngJ)]l/2

1+ (j)z (14 7% = 2rcos(¢, — @))} UQ}) ;
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(4.16)

onde r = b/a, de tal forma que r > 1.

Antes de integrarmos a equagao (4.16) em ¢, e ¢,, expandimos o inte-
grando até segunda ordem em a/¢ e a/b = 1/r. Depois, substituimos r por
b/a e integramos para chegar no seguinte valor:

pol [, 20 k—3 (3—k)a 2i\/1
My~ —"—|In— 1—r|FE
o " + 2 + ol 1= 1 —r|

(k‘—2)(1+7"2)a2] 7 (4.17)

402

onde i = y/—1 é a unidade imaginéria, » = b/a > 1 e este resultado nio
inclui termos de ordens a®/¢3, b /{3 e superiores.

A indutancia mutua entre as cascas cilindricas depende de k. A explicacao
para este fato é que estas duas cascas nao formam um circuito fechado no
qual todas as linhas de corrente sdo continuas e fechadas.

O valor da auto-indutancia do cabo coaxial pode agora ser calculado. Os
valores de L, e L, sao obtidos da equagao (4.13), sendo que para o valor de
L, substituimos a por b. Junto com M,, dado pela equagao (4.17), obtemos
finalmente a partir da equagao (4.14) o seguinte resultado:

Lcoaxial - f;ae I:lnr+ M <1 +7r— |]. — ’I"|E< 22\/F )):l . (418)
Y[

ol 1 —r|

Novamente este resultado é vélido apenas até segunda ordem em a/¢ e
em b/l.

Em livros didaticos encontramos'? que o valor da auto-indutancia de um
cabo coaxial andlogo ao da figura 4.6 é dado por (supondo ¢ > b > a):

, ¢ (b
livros _ 0% n() . (4.19)

coaxial o a

O valor da equagao (4.19) é exatamente a aproximagao de ordem zero do
resultado calculado pelo método descrito aqui, equagao (4.18).

O resultado dos livros foi obtido utilizando U = (LI?)/2, onde U ¢ a
energia calculada através de ([ [ [ B2dV')/2u,, sendo B o médulo do campo

12Ver, por exemplo, [FLS64, Vol. 2, pags. 24-1 a 24-3].
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magnético. Ou seja, um segundo método empregado nos livros usuais de
eletromagnetismo para calcular a auto-indutancia de circuitos com corrente
¢ dado por:

[ [ ] B*dV
L=
IPp,

Neste capitulo apresentamos um método para calcular o coeficiente de
indutancia. Além disto, calculamos a auto-indutancia de um solenoide,
Subsecao 4.3.1, e de um cabo coaxial, Subsegdo 4.3.3. Com isto ilustra-
mos a exatidao do método (comparando nossos resultados com os resultados
dos livros) e sua utilidade (obtendo facilmente outras ordens de aproximagao
que aquelas apresentadas nos livros). A auto-indutancia do solenoide in-
depende de k, ou seja, tem o mesmo valor para as formulas de Neumann,
Weber, Maxwell e Graneau. No Capitulo 6 demonstraremos para um circuito
fechado unico de forma arbitraria que todas estas férmulas irao fornecer o
mesmo valor para a auto-indutancia de qualquer circuito fechado. Ser um cir-
cuito de corrente fechado é uma condigdo necesséria para esta equivaléncia,
como constatamos com o cédlculo da auto-indutancia do cabo coaxial. Se
fechassemos cada uma das laterais do cabo coaxial com um disco circular de
raio interno a e raio externo b, com corrente fluindo radialmente da casca
cilindrica interna para a externa em uma das tampas e da casca externa
para a interna na outra tampa, o circuito seria fechado. Nesta situacao a
auto-indutancia independeria de k, como provaremos num caso genérico no
Capitulo 6.

A seguir aplicaremos as férmulas (3.36), (4.1) e (4.2) a diversas confi-
guragoes nas quais deixam de ser 1teis os métodos tipicos empregados nos
livros usuais de eletromagnetismo para o cédlculo da auto-indutancia dados
pelas equagoes (4.9) e (4.20).

(4.20)
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Capitulo 5

Indutancia em Diversas
Configuracoes

Utilizaremos as férmulas (3.36), (4.1) e (4.2) para calcular a auto-indutancia
e a indutancia mutua de diversos condutores. Em alguns casos compararemos
nossos resultados com os resultados andlogos encontrados no livro do Grover.!

5.1 Corrente Elétrica Unidimensional

Apresentamos duas situagoes onde nao ha problema de divergéncia quando
utilizamos elemento de corrente linear para calcular o coeficiente de in-
dutancia.

5.1.1 Fios Retilineos e Paralelos

Vamos calcular a induancia muitua M,,, entre dois fios finitos e retilineos,
paralelos entre si, conduzindo corrente. A disposicao dos fios estd esquema-
tizada na figura 5.1.

A equacao (3.36) com dr, = dx,z, dr, = dz,z, 7, = 2,2, 7) = ©,@ + by e
com os limites de integragao resulta:

o O a+ts
My = 22 [Tda, [ da,

HGro46].

65
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Figura 5.1: Dois fios retilineos e paralelos, condutores de corrente.

<1 JQF k) [(z, — :c])12 + 0212
' (1 ; k) [(z, Ex;j_)zxi);}s/z} : (5.1)

Resolvendo as integrais em (5.1) obtemos o seguinte valor exato:

X

_ _o —1 (@ _ —fattoh
My = ym (asenh (b) + (a + ¢y — £1) senh ( ) >
— (a— ;) senh ' (a;)gl) — (a+ 3)senh ™! <a—;€2>
_ (3515) {(a2+b2)1/2 o [(a_€1)2 +b2}1/2
—[(a+ 6>+ 02+ [(a+Lly— )+ b2}1/2}> . (5.2)

A expressao (5.2) mostra que a indutancia mitua entre dois fios paralelos
e finitos depende do valor de k. Portanto, ela tem diferentes valores de acordo
com as férmulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau.

5.1.2 Fios Retilineos e Perpendiculares

Agora consideramos os fios retilineos perpendiculares entre si, figura 5.2,
calculando a indutancia muatua M.

Substituindo dr, = dx,&, dr, = dy,y, 7, = x,& e T, = a® + y,J ha equacao
(3.36) com os respectivos limites de integracao obtemos:
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Figura 5.2: Dois fios retilineos e perpendiculares, condutores de corrente.

1o 1—k /h /-b+l2 (ml — a)y]
M, =—"— | —— dzx, d . 5.3
o=l () [ an [ @ —ar+ype) O

Resolvendo as integrais chega-se ao seguinte valor exato:

1k
Mperp = %‘; <2> {(a2+b2)1/2—[a2+(b+€2)2}1/2

a— )+ 4 [(a— )%+ (b+ 52)2]1/2} . (5.4)

O valor da indutancia mutua dos fios na figura 5.2 tem uma peculiaridade.
Apesar de termos utilizado elementos de corrente lineares para o cédlculo, o
resultado nao diverge quando consideramos que os fios se tocam ou se cruzam
(0 <a<ty, —fy <b<0), como pode ser verificado na equacao (5.4).

Novamente o valor obtido na equagao (5.4) depende de k.

5.2 Corrente Elétrica Bidimensional

Nesta Secao as configuragdes utilizam correntes elétricas fluindo em faixas
com elementos de corrente bidimensionais, pois o calculo com elementos de
corrente lineares diverge.
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5.2.1 Superficie Retangular

Considere a superficie retangular de lados £ e w, com corrente uniforme I na
dire¢ao z (figura 5.3).

y
®
1
0 L x

Figura 5.3: Superficie retangular.

Neste caso integramos a equacao 4.1 para calcular a auto-indutancia Ly,

da superficie retangular condutora de corrente. Com l, = l% =z, =
.2+ yy, T, = 2,8 + Yy, w, = w, = w, da, = dx,dy, e da, = dx,dy, obtemos:

o = 25 o o
X Kl ;r k) (2, — x,)? + (yl — )22
1—k z, — 1)
" ( 2 ) [(z, — :U]()2 + (yl) y])2]3/2] . (5.5)

Resolvendo as integrais em (5.5) obtém-se:

1
Loy = @*{2&02 senh ~' <€> + (1 + k)Pwsenh (%)
w

(5.6)

Este resultado é exato e o obtivemos pela primeira vez em 1995.2 Isto
mostra o quao poderoso ¢ o método de calculo do coeficiente de indutancia

2[BA9S5].
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apresentado neste livro. Ele fornece resultados em forma analitica. De ma-
neira a comparar os resultados com a literatura, consideramos w < ¢. Ex-
pandindo este resultado em w/¢ e desprezando os termos de ordem superior
a (w/l)3 obtém-se:

l 20
Lyup ~ % {2 In <w> + k} . (5.7)

Mais uma vez o resultado depende de k. Fazendo w/{ tender a zero, o
resultado diverge logaritmicamente. Isto mostra que a auto-indutancia de
um fio reto filiforme de comprimento ¢ com elemento de corrente linear é
infinita.

Como fizemos a hipétese w < £, este resultado aproximado é valido para
qualquer terminagao da superficie (ver figura 5.4 (a) e figura 5.4 (b)), e néo
somente para uma terminagao retilinea (figura 5.3). Este resultado tende
a infinito quando w//¢ tende a zero, mostrando a divergéncia que ocorre no
célculo da auto-indutancia utilizando a equacao (3.36).

14

a) 1 i|:co
L [/ ]
b) 2 1 S’ i|:m

Figura 5.4: A auto-indutancia destes circuitos, para w < £, também é dada
pela equagao (5.7).

5.2.2 Superficies Retangulares em Contato

Calcularemos a indutancia mutua entre duas superficies retangulares que
estdo em contato (figura 5.5).

Para a configuracao da figura 5.5 temos: l, = —%, Z] =—9, T, = L,T+yy,
T, = 2, +y,9, da, = dx,dy,, da, = dx,dy, e w, = w, = w. Substituindo estes
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L]
0= ofF——

0 [O) Ellx

Figura 5.5: Superficies retangulares em contato.

valores na equagao (4.1) com os limites de integragao adequados, chega-se ao
seguinte resultado:

w lo—w
Msupt — 47rw2< >/ dml/ ,/0 dxj./o dy,
Y)
v)?

(z. — z,)(y,
(2, — 7)) + (.

Como estamos interessados somente na aproximacao w < £ e w <K {o,
d t de ord i )3 l5)3. F: do ist
esprezaremos termos de ordens superiores a (w/#1)° e (w/f3)°. Fazendo isto,

cont.
obtemos a seguinte aproximagao para Mg/

X (5.8)

22

1—k
vt 1 (L) [ - @+ ) (5.9)

Esta expressao depende de k. Vale observar que este resultado nao diverge
para qualquer valor de ¢; ou ¢, apesar das duas superficies estarem em
contato. J& haviamos obtido esta nao divergéncia da auto-indutancia para
condutores que se tocam na Subsecdo 5.1.2. Se considerarmos na figura 5.2
que a = £1 e que b = 0, obteremos a figura 5.5 no limite w tendendo a zero.
Fazendo estas substitui¢oes na equagao (5.4) obtemos exatamente a equagao
(5.9).

Como o resultado (5.9) é védlido somente quando w <K {1 e w K la, ele
permanecerd valido para qualquer terminagao das superficies, como indicado
nas figuras 5.6 (a) e 5.6 (b). Este é o motivo que nos permite calcular a
indutancia mutua com as superficies da figura 5.5 que nao correspondem &
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realidade, pois as linhas de corrente sao descontinuas, ao invés de utilizar-
mos as superficies da figura 5.6 (a), onde as linhas de corrente nio sofrem
descontinuidade.

y y
L, N N 0, S T
0- o 0-of >
L '
0 ® L, x 0 ® L, x
a) b)

Figura 5.6: A indutancia mutua destes circuitos quando w < f1 e w < {9
também é dada pela equagao (5.7).

5.2.3 Circuito Retangular

Os resultados obtidos nas ultimas Segoes serao utilizados para calcular a
auto-indutancia L..;, do circuito retangular de lados ¢; e £3, com espessura
constante w, figura 5.7. H4 uma corrente superficial uniforme e constante [
fluindo no circuito. Nos elementos 1 a 4 a direcdo da corrente é dada por,
respectivamente: +, —y, — e +7.

A auto-indutancia deste circuito pode ser escrita da seguinte forma:

4 4
Liah => L+ Y My =2Ly + 2Ly + 8Ms + 2M3 4+ 2Mss . (5.10)
=1 1=
7 l;éjl

Para chegar neste resultado foi utilizado que, por simetria, L; = Lg,
Ly = Ly, Myg = My = Myy = My = Moz = Mz = Mzy = Mg, Myz = M3
e M24 = M42.

Na equagao (5.10) vamos utilizar os seguintes resultados: equacao (5.2)
para os valores de M3 e My, equacao (5.7) para os valores de Ly e Lo, assim
como a equagao (5.9) para o valor de Mj,. Simplificando ainda o resultado
final supondo ¢; > w e {3 > w, chegamos ao seguinte valor:
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VA
t,

N /

82'0)' 1
4 2
Y

0)_

/I 3 AN N
0 o L, x

Figura 5.7: Circuito retangular superficial.

= e () <2 () -2 ()
() (1)
co2) o (2)] a

O fato mais importante é que este resultado é independente de k. Apesar
da auto-indutancia de cada elemento ou a indutancia mutua entre quaisquer
dois elementos do circuito depender de k, o mesmo nao acontece com a auto-
indutancia deste circuito fechado. Este é um resultado completamente nao
trivial. Apresentamos este resultado pela primeira vez em 1995.3

— 2— senh ~ (

Ainda nado podemos comparar este resultado com os resultados da li-
teratura, pois normalmente eles apresentam a auto-indutancia de circuitos
volumétricos. Faremos o cédlculo para um circuito retangular com elemento
de corrente volumétrico na proxima Secao.

3[BA95].
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5.3 Corrente Elétrica Tridimensional

Faremos uso da equagao (4.2) para o calculo da auto-indutancia e da in-
dutancia mutua nesta Secdo. Nosso objetivo é obter uma expressdo para
a auto-indutancia de um circuito retangular com elemento de corrente vo-
lumétrico, andlogo ao calculo que foi feito com o elemento de corrente super-
ficial da figura 5.7. Desta forma poderemos comparar este resultado com o
valor encontrado na literatura. Os resultados discutidos nesta Secdo foram
publicados pela primeira vez em 1995.4

5.3.1 Fio de Secao Reta Retangular

Na figura 5.8 apresentamos um fio de comprimento ¢ e secao reta retangular
de lados w; e wo. Através desta secao reta flui uma corrente uniforme /.

YA
®,
I x
—_— f———
£
(O3

Figura 5.8: Fio de secao reta retangular.
Para calcular a auto-indutancia L}’c‘i’f) deste fio integraremos a expressao
(4.2) com as seguintes substituigoes: 0, = l% =, 7T, = T+ Yy + 22,

Ty = 1,0+ Yy + 2,2, A, = A = wiws, dV, = dx,dy,dz, e dV, = dx,dy,dz,. O
resultado ¢ dado por:

g = 4 / 5131/ ldyl/zdzl/ dxz/ Ydy, [ zdzz

‘ Klgk) (21 — 22)? +(y1—y2) T (21 — 2)2]1/2

1BA95].
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1—k (w1 — x2)
* < 2 ) (21— 22)? + (y1 — y2)? + (21 — 22)2]3/2
(5.12)

Para comparar este resultado com as tabelas fazemos uso da aproximacao
wy < £, wy < L e consideramos somente termos até segunda ordem em (wy //)
e (wy/f). Obtemos entao, apds a integracao:

vol MOE % w3
Ly, =~ T {21 (20) — 2 Inw, 307 In wsy
S R In(w? 4 w?) — arctan ( >
6w?  6w3 w w1
4wy w1 7
— ——arct - k} . 5.13
3W1arc an(W2>+6+ ( )

Um caso particular deste resultado é aquele do fio com secdo reta qua-
drada. Fazendo w; = wy = w na equacado (5.13) ela simplifica-se para a
seguinte expressao:

1ol 20 2 2r 7
L ~ 2In| =) —22—— k| . 5.14
fio 47r[ <w> 3767 (5.14)
Este resultado depende de k e diverge quando w tende a zero. Sendo

a expressao (5.14) valida para w K {, ela permanece valida para os fios
representados nas figuras 5.9 (a) e (b).

-@

Figura 5.9: A auto-indutancia destes fios quando w < ¢ também é dada pela
equacao (5.14).

Estes dois tultimos resultados podem ser comparados com a literatura.
Das tabelas que temos conhecimento somente é apresentada a férmula de
Neumann (k = 1). O valor (47/uo)(L/¢) é um parametro adimensional
(indutéancia por unidade de comprimento). Consideraremos este parametro
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com 3 digitos significativos. No livro de Grover encontramos as seguintes
eXPpressoes para wy = 2w, = 2w e W) = Wy = w, respectivamente:®

4 Lvol Y
il VDI () +0,185 (5.15)
fol w
[§]
4 Lvol Y
il NP () +0,996 . (5.16)
ol w

Estes resultados foram obtidos com métodos de aproximagdo que nao
envolveram as equagoes (4.1) e (4.2).

Nossa férmula, equacao (5.13), fornece os seguintes resultados algébricos
nestas situagoes, com k = 1:

4 Lvol / 4 1
7;02% ~2In (w) 31r127lln5+2arc’car12—érJrg3 ) (5.17)
e
s ‘ o 13
> fio
~oIn |2 71 9_ 20 4 % 5.18
ol n(W) 3 376 o

Os valores das constantes numéricas nas equagoes (5.17) e (5.18), com
3 digitos significativos, sdo dados por, respectivamente: 0,185 e 0,996. Ou
seja, o método utilizado neste livro levou aos mesmos resultados que aqueles
tabelados no livro do Grover, indicando o excelente grau de aproximacao
do método descrito aqui e como ele pode ser largamente aplicado a outras
geometrias.

5.3.2 Circuito Retangular

Agora podemos calcular a auto-indutancia LU de um circuito retangular
com secao reta quadrada. O circuito retangular de lados ¢; e £ com secao
reta quadrada de lados w esta representado na figura 5.10.

O que falta ser calculado é a indutancia mitua entre lados opostos (como

1 e 3), assim como a indutancia mutua entre lados adjacentes (como 1 e 2).

5[Gro46, pag. 35].
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N 1 /
4 2
Y
/ 3 N L 5
®

Figura 5.10: Circuito retangular volumétrico.

Como estamos considerando w; e wy muito menores que #; e £y, o resultado
dado pela equagao (5.2) representa o valor aproximado da indutancia muitua
entre lados opostos. Analogamente, a indutancia mitua entre quaisquer dois
lados adjacentes é dada pela equagao (5.9).

Na equagao (5.10) vamos utilizar os seguintes valores: a equacao (5.14)
para os cdlculos de Ly e Lo, a equagao (5.9) para o calculo de Mo, assim
como a equagao (5.2) para os cdlculos de M3 e Myy. Desta forma obtemos
entao, com wy = wy = w:

o 52 I
€1 -1 g (2
—2— h~ 411

61 2T 3 3
1+ 2l — 0( ) o( ) }
* ( eZ> < 37073 ) U0 UG
(5.19)
Mais uma vez, este resultado é independente de k. Portanto, ele tem

o mesmo valor para as féormulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau.
Apresentamos este resultado pela primeira vez em 1995.

6[BA9S5].
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Vamos comparar o nosso resultado dado pela equacao (5.19) com o re-
sultado tabulado por Grover para esta geometria, figura 5.10. Na equacao
(5.10) vamos utilizar os seguintes valores: a equacao (5.16) para os calculos
de Ly e Ly, a equagao (5.9) com k = 1 para o célculo de My, assim como
a equacao (5.2) com k = 1 para os célculos de Mz e Msy. Desta forma
obtemos que o resultado do Grover é dado por:

vol ~ /Logg { % 1 261 672
Lccto ~ o 2In < w + 61
4 (b %
—2— h — 411
0 sen <€2> + ( + 52
- (1 + ﬁ ) (2In2+1, 004)} . (5.20)
2

Comparando as equagoes (5.19) e (5.20) vemos que elas podem diferir
somente no coeficiente numérico do fator (1 + ¢,/¢3). Na equacao (5.19)
ele é dado por: [1/6 — (2/3)(In2) — 27/3] ~ —2,390. J& pelo método de
aproximagao utilizado no livro do Grover este fator é dado por: —(2In2 +
1,004) ~ —2,390. Ou seja, estes fatores sao iguais entre si, embora calculados
por métodos diferentes. Obtivemos entao um excelente acordo entre o método
descrito neste livro e a aproximacao utilizada na obra do Grover.

Neste Capitulo aplicamos o método descrito neste livro para o calculo do
coeficiente de indutancia a diversas configuragdes. Resolvemos os problemas
de divergéncia apresentados em algumas geometrias onde os livros normal-
mente utilizam complicados métodos de aproximagao (como por exemplo, a
auto-indutancia do fio de segao reta retangular, figura 5.13, equacédo (5.13)).
Obtivemos na comparacao dos resultados do método descrito aqui com aque-
les tabulados no livro do Grover um excelente acordo. Por fim, obtivemos
que para os circuitos retangulares fechados das figuras 5.7 e 5.10, o valor da
auto-indutancia é o mesmo com as férmulas de Neumann, Weber, Maxwell
e Graneau. Novamente, este é um resultado totalmente novo e que iremos
generalizar para outros circuitos no préximo Capitulo.
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Capitulo 6

Equivalencia Completa

Como vimos na Sec¢ao 3.7, quando calculamos a indutancia mutua entre
circuitos fechados de corrente, obtemos o mesmo valor com as férmulas de
Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. A importancia do circuito de corrente
ser fechado pode ser constatada quando calculamos a indutancia mitua, por
exemplo, entre os fios retilineos das Subsegbes 5.1.1 e 5.1.2, ou entre as su-
perficies retangulares na Subsecao 5.2.2, ja que nestes casos os valores obtidos
para a indutancia mitua dependeram de k. A auto-indutancia para circuitos
abertos também apresenta valores distintos para cada uma das férmulas. Este
resultado foi obtido nos calculos da auto-indutancia da casca cilindrica com
corrente axial na Subsecdo 4.3.2, assim como no caso da superficie retangu-
lar da Subsecao 5.2.1. Por outro lado, para as auto-indutancias do solenoide
(Subsegao 4.3.1), do circuito retangular superficial (Subsecao 5.2.3) e do cir-
cuito retangular volumétrico (Subsecao 5.3.2), todos circuitos fechados de
corrente, a equivaléncia é total. Este fato parece sugerir que a equivaléncia
citada para a indutancia mutua vale para a auto-indutincia, nas mesmas
condicoes. Este é o objetivo deste Capitulo. Ou seja, vamos demonstrar que
as equivaléncias citadas anteriormente para a auto-indutancia de circuitos
fechados de formatos especificos ndo sdo acidentais, mas sim exemplos de um
resultado genérico valido para circuitos fechados de formato arbitrario.

6.1 Preliminares

Primeiro, demonstraremos que se decompusermos um circuito fechado em
dois outros circuitos fechados, a auto-indutancia do circuito original pode

79
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A
a) I
B r
A A
b) 1 I
I B B’ L
T, A A I
('S <
o 1 I
B B’
L=T+1; L=+ (-I5)

Figura 6.1: Divisao do circuito fechado I' em dois outros, I', e I['.

ser escrita como a soma da auto-indutancia dos dois novos circuitos mais a
indutancia mutua entre eles.

Considere um circuito genérico I', descrito na figura 6.1 (a).

O circuito é dividido em dois circuitos abertos através dos pontos A e
B. Os dois circuitos abertos resultantes, I'; com terminagoes A e B, assim
como I'y com terminagoes A" e B’ (figura 6.1 (b)), sao fechados com os
circuitos abertos representados por I's e —I's, respectivamente (figura 6.1
(c)). Designamos o circuito fechado I'y + I's por I', e o circuito fechado
I'y + (=T's) por I',. Unindo os pontos A com A’ e B com B’, resulta o
circuito fechado original I' (figura 6.1 (a)).

Como nado podemos utilizar elemento de corrente linear para calcular
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a auto-indutancia devido aos problemas de divergéncia, vamos utilizar ele-
mento de corrente superficial. Seja d*M,, a indutancia mitua entre os ele-
mentos ¢ e 3 em I'. A auto-indutancia Lr do circuito I" pode ser escrita
€omo:

Ly

(]
UL L)
LS L] S )

Analogamente, as auto-indutancias Lr, do circuito I', e Ly, do circuito
Iy, assim a indutancia mutua My, entre I'y e I'y, sdo dadas por, respecti-
vamente:

(6.1)

Ly

a

SR T2 LT TR )2
o= (LS L2 LS TS
(

JISE AL R
S 61

onde utilizamos na equacao (6.3) que [ [ . = — [ J,.
Calculando Ly, + Lr, + 2Mr,r, utilizando as equagoes (6.2) até (6.4) e
comparando o resultado com a equagao (6.1) resulta no seguinte valor:

(6.2)

MF,LFb

Ly = Ly, + Ly, + 2My,r, . (6.5)

A equagao (6.5) mostra que a auto-indutancia do circuito fechado I' da
figura 6.1 (a) é dada pela soma da indutancia mitua entre os circuitos fe-
chados I', e T', da figura 6.1 (c), juntamente com as auto-indutancias de I',
e I'y, quando as curvas conectando os pontos A com B e A’ com B’ da figura
6.1 (c) coincidem entre si.
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O resultado da equagao (6.5) pode ser generalizado para N circuitos fe-
chados dividindo o circuito original I". Seguindo o mesmo raciocinio que
levou a equagao (6.5), obtemos que:

N N
Lo=Y Lr,+ Y Mrr, . (6.6)
1=1 2,7=1

1#)

6.2 Demonstracoes da Equivaléncia

6.2.1 Primeira Demonstragao

Demonstramos, agora, a equivaléncia entre as férmulas de auto-indutancia
dadas por Neumann, Weber, Maxwell e Graneau. Os resultados desta Sec¢ao
estao contidos em um artigo de 1997.1

Primeiro, considere o circuito I' descrito na figura 6.2 (a). Supomos que
este circuito é composto de elementos superficiais. A espessura do circuito é
dada por w.

Dividimos I em N circuitos I',, cada um deles com espessura w, e corrente
1,, de tal maneira que w = Zfil w, e I, = Iw,/w, como indicado nas figuras
6.2 (b) e 6.2 (¢). Escolhemos um valor grande para N de maneira a fazer
w, € wew, </ sendo £ é o comprimento de I'.

A auto-induténcia Lr do circuito I', nas figuras 6.2 (a) e 6.2 (b), pode ser
escrita como:

Ir = /{S/ SFd‘*M;j
(SL)(ES1, o

N N
n=1 m,n
m#n

onde St é a superficie do circuito I', Ly, = ffSr,, ffSrn d4MZ] e My, r, =
ffSFm ffSFn d4sz-

L[BA97a.
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r

a)

Figura 6.2: Circuito genérico I'.

Aproximamos o circuito I', na figura 6.2 (c¢) por um nimero N, de circuitos
fechados retangulares I',;, sendo que em cada um destes circuitos retangulares
flui uma corrente I, no mesmo sentido que o fluxo da corrente no circuito I',,
como indicado na figura 6.3. Esta aproximagao pode ser aprimorada ao nivel
desejado, apenas diminuindo as areas dos retangulos e aumentando a sua
quantidade N,.

A partir da equagao (6.6) podemos entao obter o seguinte resultado:

N, N,

Lp, = Z Lr, + Z My, r,, - (6.8)
=1 7,k=1
17k

A auto-indutancia Lr,, do retangulo I',, foi calculada na Subsegao 5.2.3.
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Figura 6.3: Circuitos retangulares que aproximam o circuito I',.

Consideremos o circuito I';; como sendo o circuito da figura 6.4.

VA
2
AN /
EZ- 0)1 r
U‘
O;
/ AN
1 B

Figura 6.4: Circuito retangular superficial I';,.

O resultado da equagao (5.11) ao ser aplicado para o circuito da figura
6.4 fornece o seguinte valor:

Ho 262 261

Wy Wy

— 20y senh 7! 6—2 — 20, senh é
2 Ly

LA B2 g - eg} . (6.9)
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Os circuitos I'y, e I'y; da figura 6.3 sao dois circuitos fechados distintos
quando j # k. Portanto, Mé\;nk = MFVZFm = Mg]nk = Mlg’:?nk. Concluimos
entdo, utilizando as equagoes (6.8) e (6.9), que para o circuito I', da figura
6.2 (c) vale o seguinte resultado:

LYy =LY =L =L§ . (6.10)

Por outro lado, M = M. = M. = M | ja que temos dois circui-
tos fechados I', e T, da figura 6.2 (b) que sao diferentes entre si. Consequen-
temente, utilizando a equagdo (6.10) na equagdo (6.7) obtemos finalmente
que:

LN =LV =M =1¢. (6.11)

Com isto completamos a prova da equivaléncia entre as expressoes de
Neumann, Weber, Maxwell e Graneau para o caso de circuitos com correntes
bidimensionais.

6.2.2 Segunda Demonstragao

A prova da equivaléncia da Subse¢ao 6.2.1 foi obtida utilizando um circuito
bidimensional com corrente superficial de forma arbitraria I', como na figura
6.2 (a). Podemos também utilizar um circuito tridimensional I' com corrente
volumétrica fluindo ao longo de uma curva fechada de forma arbitraria para
fazer esta demonstracdo. A demonstracao de equivaléncia neste caso segue
exatamente o mesmo raciocinio apresentado para o circuito bidimensional.
E somente necessério utilizar os circuitos retangulares volumétricos r, da
figura 6.5.
A auto-indutancia Lr,, de cada um destes circuitos retangulares volumétricos

pode ser calculada utilizando a expressao (5.19). Esta auto-indutancia é dada
pela equagao (6.12), a saber:

20 2
Y = of = LM = If =~ ;‘0[2521n< 2>+2€11n< 1)

W

— 20ysenh ! <2> — 20 senh <€1> + A6+ )

+ (46 (1—31n2—2i>] | (6.12)
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y
C,
N /
L
s/ N | f—
g, x
©;

Figura 6.5: Circuito retangular volumétrico I';,.

Provamos desta maneira que a auto-indutancia de um circuito fechado
de forma arbitraria, com corrente bidimensional ou tridimensional, terd sem-
pre o mesmo valor quando calculada com as férmulas de Neumann, Weber,
Maxwell e Graneau. No caso de circuitos com elemento de corrente linear,
todas estas expressoes divergem. Ja para correntes bidimensionais ou tri-
dimensionais a auto-indutancia terd valores finitos. Além da importancia
tedrica deste fato, ele mostra que na pratica podemos utilizar a férmula que
mais simplificar os cdlculos no caso de uma geometria especifica. Ou seja, po-
demos escolher a formula de Neumann, de Weber, de Maxwell ou de Graneau
para fazer as contas. O resultado sera sempre o mesmo, nao importando a
forma do circuito, desde que todas as linhas de corrente sejam fechadas.
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Capitulo 7

Forca entre Elementos de
Corrente

Enquanto na primeira parte deste trabalho apresentamos calculos e fizemos
demonstragoes sobre o coeficiente de indutancia, nesta segunda parte faremos
o andlogo para a forca entre elementos de corrente. Estaremos analisando
duas expressoes para a forca entre elementos de corrente: a forga de Ampere
e a forca de Grassmann.

7.1 Forca de Ampere

Na célebre experiéncia de Oersted uma agulha imantada sofre a acdo de um
torque devido a um fio conduzindo uma corrente elétrica.! Este fato foi inter-
pretado por Biot e Savart como sendo devido a uma imantacao do fio quando
uma corrente elétrica passava sobre ele. Chegaram entao a uma expressao
para a suposta forca exercida por um elemento de corrente ao atuar sobre um
polo magnético de um fma.? Ampere, por outro lado, acreditava que o resul-
tado obtido por Oersted era fruto da interacao entre correntes elétricas. Ele
supOs que esta interagdo ocorria entre a corrente no fio condutor e as correntes
microscépicas que ele supos gerarem o comportamento magnético na agulha.
Esta é a chamada conjectura de Ampere: A propriedade magnética dos imas
permanentes ocorre devida ao fluxo de correntes elétricas microscopicas em
cada molécula do material.

1[Mar86).
2[ACO06)].
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Ampere iniciou entdo um minucioso trabalho experimental que culminou
com uma expressao para a forga entre elementos de corrente. Este foi o marco
inicial da area da fisica que hoje designamos por eletrodinamica, seguindo
a nomenclatura adotada por Ampere. Seus dois primeiros artigos sobre ele-
trodinamica, de 1820, assim como sua principal obra na qual apresentou
de forma sistematica seus principais resultados experimentais e teéricos, de
1826, j4 se encontram traduzidos em lingua portuguesa.’

No sistema internacional de unidades e utilizando notacao vetorial mo-
derna, podemos escrever a forca de Ampere dQF’Jf exercida pelo elemento
de corrente I,dr), localizado no vetor posi¢ao 7, em relagao a origem O de
um sistema de coordenadas inercial, ao atuar no elemento de corrente I,dr,,
localizado em 7,, como sendo dada por:

,U/OIzI] @

2 A
dFﬂ_ 4 2
T Ty

[3(dr, - 7))(dF) - 7)) — 2(dF, - di)] (7.1)

Deve-se observar que esta expressao sempre satisfaz o principio de agao e
reagao (dQE;‘ = —d*F J’Z“) e estd sempre apontando ao longo da reta que une
os dois elementos.

7.1.1 Forgca de Weber

O trabalho de Ampere serviu para elucidar a relagao entre galvanismo (cor-
rentes elétricas em condutores) e magnetismo (estudo dos fmas). O passo que
estava faltando para a unificagao da eletrodinamica com a eletrostética era a
concepgao atomistica da corrente elétrica. Este passo foi dado por Weber em
1846.* Na forca de Weber aparece uma constante ¢, sendo que ele também
foi o primeiro a medir esta grandeza com seu colaborador Rudolf Kohlrausch
(1809-1858) entre 1855 e 1857.> O valor que obtiveram, 3,1 x 10% m/s, era
essencialmente o mesmo valor que se conhecia da velocidade da luz no ar,
indicando uma relacdo profunda entre a eletrodinamica e a éptica. Este tra-
balho ja se encontra traduzido para a lingua portuguesa.’ O significado e
as origens histéricas desta constante ja foram discutidos em diversos traba-

3[CA07], [CA09] e [ACLL].

4[Web46] com traducio para a lingua inglesa em [Web07].

5[Web55], [WK56], traduzido para a lingua inglesa em [WKO03] e para a lingua portu-
guesa em [WKO8], [KW57] e [WK68|.

6[WKOS].
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lhos.” Foi com base em sua concepcao atomistica do elemento de corrente,
juntamente com os resultados tedéricos e experimentais obtidos por Ampere
relacionados a forga entre elementos de corrente, que Weber obteve sua ex-
pressao para a forca entre duas cargas elétricas.

Apresentaremos a seguir a deducdo da forca de Ampere dentro da ele-
trodinamica de Weber. Existem diversos trabalhos apresentando um estudo
detalhado da eletrodindmica de Weber.®

A forga de Weber, além de unificar os efeitos eletrostaticos com os efeitos
eletrodinamicos, foi a primeira expressdo que permitiu uma ligacido entre o
eletromagnetismo e a velocidade de propagacao da luz no vacuo, ¢, abrindo
assim o caminho para a relacao entre o eletromagnetismo e a 6ptica.

Podemos deduzir a forca de Weber da energia de Weber dada pela equacao
(3.7) apresentada na Subsecao 3.4.1. Consideremos as cargas ¢; e ¢o da figura
3.3. Sendo V}% a energia de Weber de interagao eletrodinamica entre as
cargas, a forca de Weber F;V{/ , que a carga ¢o exerce sobre a carga ¢, é dada
por:

(7.2)

Substituindo na equacdo (7.2) a expressao (3.7) para V}¥ e fazendo os
calculos resulta que:

o Q12 T12 L., 72
v = —= |14+ = —
t dreg 12, { 2 (7"127”12 2
Q12 T12 1{;, L 30 N2 q}}
= — 1+ = [Tia - Tig— = (T2 T Tig - T
dmeg 7"%2{ + 2|22 Ty ( 12 12) + 712 - T12 )

(7.3)

onde 71y = d?ryp/dt? e iy = drin/dt = d2Fi5/dt?. Pode se obter facilmente
que:
diia  Tho -T2 — (P12 - T12)® + Ti2 - Tio

g = = . 4
12 dt o (7 )

7[Kir57), [Ros57], [O'R65], [Woo68], [WKGS], [Whi73], [Ros8l], [WooSl], [Wis8l],
[Har82], [JM86], [Ath89], [Arc89], [Wie93c], [Wie93b], [Wie93a], [Wie94], [Hec97], [Ass00],
[Dar00], [Wie01], [Wie04], [Wie07] e nas referéncias citadas nestas obras.

8[Ass92b], [Ass94] e [Ass95).
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Como podemos ver na expressio acima, Fil = —F/W.

Esta ndo é a tnica maneira que temos para obter a forca de Weber.
Podemos também deduzir esta forca através da utilizagdo de uma energia
potencial lagrangiana de Weber U/} , como discutido em um artigo de 1994.°
Uma outra maneira pode ser encontrada no trabalho de Wesley.!?

7.1.2 Expressao de Ampere

Deduziremos a forca de Ampere a partir da forca de Weber, utilizando o
modelo de elemento de corrente apresentado na Secao 3.2. Considere os dois
elementos de corrente da figura 3.1. A forga de Ampere d2F’j’? no elemento
1 devida ao elemento j serd dada pela superposicao das forcas atuando em
cada uma das cargas infinitesimais que constituem o elemento ¢ devidas as
cargas pertencentes ao elemento ). Para a forca entre as cargas utilizamos a
forca de Weber. Com notagao 6bvia, podemos escrever:

20A — 20W
PF = P,

2 AW 2 AW 2 BW
L, +dF  + AT (7.5)
Utilizando a neutralidade dos elementos de corrente (dg- = —dg.) e a
expressao para a forga de Weber dada pela equacao (7.3), obtemos entao

para cada uma das parcelas na equagao (7.5) os seguintes resultados:

= qu+dq + 7, 1 5 5 5 5
I, = Teojr?j 1+ 67{(T1+ = T4) - (For — T3)
3. 5 N A =
~3 [7“” (P — 7"J+)] + 7y (Fy — 7“]+)}> , (7.6)
2 W o 1+YY+ Ty pN N N N
&L, = _47r607121(1+02{(7"1+ = 7)) (For —75-)
3

N 5 N 2 = =
) [TU (T — 7“]*)] + 7y (TP — T])}) )

9[Bue94].
10[Wes87b].
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2 W _ 1+ WY+ Ty 5 L, :, :,
d°rF, = _477607%(1 + C*Q{(Tzf — ) - (P = 7))
3. 5 S5 \2 0 o =, =,
— 5 |:7"7,J : (Tz— — TJ+>:| + TU . (Tz— — TJ+)} s
(7.8)
2 oW _ +%Y9+ Ty > o o o
dF”,_ = 47r607n22]<1 + g{(n_ — 7)) (T — 7))
3. N N 2 = N
) [m] (T — r]_)] + 7y (T — 7"]_)} ,
(7.9)

onde ja utilizamos a aproximacao para os elementos de corrente (74,4 ~ 7,

Substituindo as expressdes (7.6) até (7.9) na equacao (7.5) chega-se a
equacao (7.1), onde utilizamos a defini¢ao (3.1): I,dr, = dg,. (¥, — 7,_), com
uma expressao similar valendo para o elemento de corrente j. Neste caso
I, = I, para todo 2 e I, = I, para todo j.

Esta é a forca de Ampere entre os elementos de corrente ¢ e 7 da figura
3.1. A equacgao (7.1) demonstra que a for¢a de Ampere satisfaz o principio
de acdo e reacgdo para todos os elementos de corrente. Além disso, a forca é
sempre central, apontando ao longo da reta que une os dois elementos, nao
importando suas orientacoes espaciais.

A tnica hipétese que utilizamos para esta deducgao foi a neutralidade dos
elementos de corrente. Nao importa se as cargas nos elementos de corrente
estao aceleradas, j& que a aceleragdo nao aparece no resultado final (7.1).
Também nao importa se os médulos das velocidades das cargas positivas e
negativas em cada elemento sao iguais ou distintos entre si. Portanto, a forga
de Ampere vale mesmo quando a corrente estd variando no tempo (corrente
alternada, transientes, ...). Além disto, ela vale nao sé em correntes metalicas
nas quais os fons positivos estdo parados em relagdo ao condutor (7y = 6)
sendo que apenas os elétrons se movem em relagdo ao fio, mas também em
plasmas gasosos e em fenomenos de eletrélise nos quais as cargas positivas
também se movem em relagao ao meio condutor.

A ndo imposicao de restrigoes aos médulos das velocidades das cargas po-
sitivas e negativas nos elementos de corrente na deducao da forca de Ampere,
equagao (7.1), a partir da forga de Weber, equagao (7.3), demonstra que nao
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é necessario utilizarmos a hipétese Fechner para chegar na forca de Ampere.*!
Hoje em dia ja sabemos através de diversos experimentos, como por exemplo
o efeito Hall, que a hipdtese de Fechner nao é verdadeira para as correntes
elétricas em fios metdlicos.'> Portanto, ndo tem sentido ou fundamento a
objecao a eletrodinamica de Weber,'? devida ao fato de Weber ter utilizado
inicialmente a hipdtese de Fechner. Isto é, a partir da eletrodinamica de We-
ber se deduz exatamente a forca de Ampere, mesmo nao valendo a hipétese
de Fechner.

Além dos livros didéticos ndo discutirem em detalhe a questdo da forga
entre elementos de corrente, alguns chamam a expressao da forga entre cir-
cuitos fechados de corrente deduzida da for¢ga de Grassmann como sendo a
forca de Ampere.'* A forca de Grassmann é o assunto da préxima Secdo.

7.2 Forca de Grassmann

A forga de Ampere é fruto de um minucioso trabalho experimental desen-
volvido com o intuito de entender os resultados experimentais de Oersted.
Ja a expressao para a forca entre elementos de corrente na eletrodinamica
classica, a forca de Grassmann, é fruto do trabalho tedrico em matematica
realizado por Grassmann. Grassmann sugeriu em 18455 mais de 20 anos
apdés Ampere, uma expressao para a forga entre elementos de corrente. Mais
tarde, esta expressdo veio a se tornar a parte magnética (gr’ x é) da forca
de Lorentz, com B sendo o campo magnético devido a um elemento de cor-
rente ou entao sendo devido a um condutor fechado conduzindo uma corrente
constante.

A forga de Grassmann no elemento I,dr;, localizado em 7, exercida pelo
elemento I,dr), localizado em 7, é dada por:

a 5 B (7 L (o Ldr, x 7,
FC = IdF, x dB,(7) = LdF, x <47T];%j)
ol d, 1 o
= ZW J ﬁ[(dﬁ < Tyy)dr, — (dF, - dF)) ) (7.10)

v

H1Ver Secao 3.2.

12[Ass90], [Ass94, Secdo 4.2] e [Ass95, pag. 88].
13Como aparece em [Whi73, pags 205-206].
14[Jac75, pag. 169-173).

15]Gra45, Gra65).
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Na equagao (7.10) temos que déj(ﬁ) ¢ a expressao do campo magnético
no ponto 7, devido ao elemento de corrente I,dr, localizado em 7, como
discutido por diversos autores.'6

Deve ser observado que a forca de Grassmann entre elementos de corrente
nao satisfaz ao principio de acao e reagao de forma geral, ja que normalmente
teremos dZF;? #+ fdQF’j?. Apenas em alguns casos particulares valera a igual-
dade dZﬁg = —d2l*:;?. Além disto, em geral a for¢a de Grassmann nao vai
estar apontando ao longo da reta que une os dois elementos. Trocando entre
si os indices 7 e 7 na equagao (7.10) obtém-se:

=4 ,UOIZI 1 - — ~
d2pg - ?J T—Q[drj X (dr, X 7),)]
7
/10]1] 1 N N N — 5\ A
= - J T—Q[(dr] < Ty )dF, — (dF, - dF)) 7]
2
# —d’F¢ . (7.11)

7.2.1 Forcga de Liénard-Schwarzchild

Na eletrodinamica cléssica a forca que descreve a interagao eletrodinamica
entre particulas carregadas é a forca de Lorentz. Podemos escrevé-la em
funcdo dos campos eletromagnéticos E e B, ou entdo em funcao do potencial
escalar elétrico ® e do potencial vetor magnético fi da seguinte forma:

. L. o A : .
Fl=qE +q¢rx B=—q (Vcb+aat> +qrx (VxA) . (7.12)

Nesta ultima forma, quando substituimos os referidos potenciais pelos po-
tenciais de Liénard-Wiechert, obtemos o que chamamos de for¢a de Liénard-
Schwarzchild. Esta forca descreve a interacao eletrodinamica entre duas car-
gas pontuais tais como, por exemplo, as cargas da figura 3.3.

Até segunda ordem em v/c os campos elétrico e magnético no ponto 7
devidos a uma carga pontual g, localizada em 75, movendo-se com velocidade
Ty e aceleracdo 7, em relacdo a um referencial inercial O, sao dados por:'”

16[Whi73, pags. 67-94], [Nus97, Secio 8.3] e [ACO6].
17[0’R65, Vol. 1, pags. 215-223], [PK74], [EKLT76], [Ass94, Secdes 6.2 ¢ 6.8, pags.
143-147 e 177-179] e [Ass95, Segoes 1.5 e 1.6, pdgs. 31-33 e 41].
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= g 1 {A ( Py - Ty 3(7212'7'72)2
E = JE— 1 — —
(1) dreq 12, [ 7 + 2c2 2 2
T2 - %2 7’12%2
22 ) 22 } ’ (7.13)
1 B i
Bo() = -2 X (7.14)

2 2
4:7760 le C

Nestas expressoes todas as grandezas (incluindo 7, 7, e FQ) sao calcu-
ladas e medidas no tempo presente ¢ e nao no tempo retardado t* =t —ryy/c.
Para chegar nas equagoes (7.13) e (7.14) ja se fez uma expansao nos poten-
ciais retardados em torno de t* = t. Estas expressoes incluem termos até
segunda ordem em v /¢, inclusive. Elas foram deduzidas levando em conta os
efeitos de tempo retardado, de radiagao eletromagnética, sendo ainda com-
pativeis com a teoria da relatividade de Einstein. Para saber a forga que
uma carga ¢; localizada no tempo ¢ em 71 vai sofrer, basta usar a forga de
Lorentz F 5 = q1E2 + 171 X Bg O resultado final é a chamada forca de
Liénard-Schwarzschild.

Uma maneira alternativa de deduzir a forca de Liénard-Schwarzschild é
através da lagrangiana de Darwin (ver Subsecao 3.5.1), utilizando o forma-
lismo lagrangiano para a dedugao da forga. A energia potencial lagrangiana
de Darwin U}3 ¢ dada pela equagdo (3.20).

A expressao para calcular a forga de Liénard-Schwarzschild entre as cargas
Q1 € qo, F21 , através da energla potencial lagrangiana de Darwin apresentada
anteriormente, é dada por:'®

B} 5./ oUD 4 oUR
FLS — _Ye | ) 4 715
DY ( Dy | dl ai'lm) Tm (7.15)

m=1
onde 11 =X, T1o =Y, T13 =21, L1 =T, Ta =y € T3 = 2.
Substituindo a equacao (3.20) na expressao (7.15) e fazendo os calculos
chegamos ao seguinte resultado:

~rs . i 1 ([ Pyt 3 (P12 1)
e R G G S

18[Bue9d].
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T2 7"2) B 7“127’2] +7l71 « <7“2 ><27“12)} . (7.16)
c

2c2 2c2

Diferente do que acontece com a forca de Weber, com a forga de Liénard-
Schwarzschild nio temos Fi¥ = —F5%. Trocando entre si os fndices 1 e 2 na
equagao (7.16) chegamos a seguinte expressao:

, 1 (7. FLom o 3 (fg )2
FLS 12 7{{ (1 1°71 9
12 dmey 1%, (1t 2¢? 2 2
T2 - é%'1 7’12%1 5 7._"1 X 12
+ 2¢2 >+ 262}+r2><< c2 )}
4 —FLS . (7.17)

7.2.2 Expressao de Grassmann

Para calcular a forca de Grassmann seguiremos um procedimento analogo
ao utilizado na Subsegdo 7.1.2. Da mesma forma que aplicamos a forga de
Weber ao modelo de elemento de corrente para obtermos a forca de Ampere,
vamos aplicar a forca de Liénard-Schwarzschild ao modelo de elemento de
corrente. Para os elementos de corrente da figura 3.1 definimos:

RS = FRE - BRSPS GRS ()

Para obter os termos d2FLS desta equagao (7.18), utilizamos a expressao
(7.16), a aproximacao para elementos de corrente (74,+ ~ 7, ...) € a neu-

tralidade dos mesmos (dg- = —dg, ). Com estas suposi¢oes obtemos entao:
. dg,dg,. 1 Frp Ty 3(Fy, 7))
dQFLS _ 1+ WY+ 7{ |:Az (1 I+ I+ _2\y J
It 47eg rfj Tult 2c2 2 c2
Ty Ffr) TZJ%H . (7'7# X fzg)}
- - X ()
2¢2 2¢2 e 2
(7.19)
q dg,.dg,. 1 Fro T 3(fy, 7))
2L — 2% 7{ {72 (1 J )= 2y Ty
It dmeg 1 A\ 2c2 2 c2
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Ty o T Ty - T X T,
_323)_ J;:|+TZ+X(]23 :
2c 2c c

(7.20)
- dq,dg,. 1 P T 3(Fyy - 7)p)2
J2FLS _ Y Yyt 7{{Az (1 i e S B
I dmeg 1 o\ - 2¢? 2 2
Fzg . ’Fg+> TZ]/}’%T]+ = <T'_.'J+ X TAU)}
— — - x ()
2¢2 2¢2 +r c?
(7.21)
. dgdgy 1 (T, P 3 (7))
szLS _ 1+ 2+ 7{{1(1 J e S
I dmeg T2 Tu(t 2c2 2 c2
_ﬁj'%]—)_%%ﬂ—} 2R (%—Xfw)}
2c? 2c? - c? '
(7.22)

Substituindo as expressoes (7.19) até (7.22) nos respectivos termos da
equacao (7.18) e utilizando a defini¢ao (3.1), obtém-se finalmente a equagao
(7.10), sendo I, = I; para todo 2 e I, = I, para todo .

O elemento de corrente é uma idealizagdo matematica que facilita o es-
tudo macroscépico da interacao entre correntes elétricas. Apesar da forca de
Grassmann nao satisfazer, em geral, ao principio de agao e reacdo entre ele-
mentos de corrente, temos que saber se este comportamento se estende para
circuitos macroscépicos. Este tema serd abordado em profundidade mais
adiante.

Poderiamos ter deduzido a forgca de Grassmann de uma maneira mais
simples, através da utilizacao da forga de Lorentz, ao invés de ter utilizado a
forca de Liénard-Schwarzschild. Esta demonstragao encontra-se em diversos
trabalhos.?

Tudo o que ja vimos até agora mostra que da forca de Weber se deduz
apenas a forca de Ampere entre elementos de corrente, mas nao a forca de
Grassmann. Por outro lado, da forca de Lorentz (ou a partir da forca de
Liénard-Schwarzschild) se deduz apenas a for¢a de Grassmann entre elemen-
tos de corrente, mas nao se deduz a forga de Ampere.

197Ass92b, Secao 3.3], [Ass94, Secao 4.4] e [Ass95, Secdo 3.4].
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7.3 Equivaléncia Parcial

Apesar da forca de Ampere entre elementos de corrente ser diferente da
forca de Grassmann, elas ddo o mesmo resultado quando calculamos a forga
exercida em um elemento de um circuito devida a todos os elementos de um
segundo circuito fechado. Por exemplo, se calcularmos a forga que o circuito
I'y da figura 3.2 exerce no elemento I>d7, do circuito I'y, acharemos o mesmo
resultado tanto integrando a forga de Ampere, equacao (7.1), quanto a forga
de Grassmann, equagao (7.11). Este resultado é conhecido hd muito tempo.
Podemos ver esta demonstracao em diversos trabalhos.?’ A razao para esta
equivaléncia é o fato notavel de que a diferenca entre as equagoes (7.1) e
(7.11) é uma diferencial exata que, quando integrada no circuito fechado T'y,
resulta um valor nulo. Apresentamos a seguir uma prova simplificada deste
fato.

Integrando para o circuito fechado I'1, figura 3.2, as expressoes da forga
de Ampere, equagao (7.1), e da for¢a de Grassmann, equacao (7.11), obtemos
a forga dF, ;- Ou seja, obtemos a forca que o o circuito I'y exerce no elemento
de corrente I5dr, do circuito I's. De acordo com as expressoes de Ampere e
de Grassmann estas forgas sdo dadas por, respectivamente:

= /,L()Ilfg T‘AZ oA o A " 721 — —
aff = o [3 élé(drl-rlj)(drj'rlj)—Q Flé(drz.drj)] . (7.23)
(&
=G polr 1o 7, o o 1 A -
apg = 1ot M 1 T—g(drl-dr])— ﬁ 17%(drj-rlj)dn] . (7.24)

Calculando a diferenga entre as equagoes (7.23) e (7.24), juntamente com
algumas identidades vetoriais, obtemos:

dﬁf;‘ _ dﬁg _ _3N011]2 V] b{ (dﬁ : fzg)(df} ) f'z]) _ % dr, - dT_’}} ) (7'25)
AN JI'y

4 Ty Ty

Na Sec¢ao 3.7 mostramos que as duas integrais na expressao (7.25) sao
iguais entre si, ver a equagao (3.40). Este fato aplicado na equagao (7.25) leva

20[Tri65, pag. 55], [Whi73, pags. 82-87], [Ass94, Secao 4.5] e [Ass95, Secdo 3.5].
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a que dﬁfj‘ = dﬁg . Esta igualdade mostra a equivaléncia entre as expressoes
de Ampeére e de Grassmann para a forca que um circuito fechado de corrente,
de forma arbitraria, exerce sobre um elemento de corrente externo a ele.
Apresentamos uma outra prova para este fato seguindo o trabalho de
Tricker.?! Queremos calcular a forca resultante atuando sobre um elemento
de corrente Iidf_;- pertencendo ao circuito C;, quando esta forca é devida a um
outro circuito fechado C; de forma arbitraria, figura 7.1. Escolhemos entao
um sistema de coordenadas de tal forma que o elemento de corrente Iidé_;
esteja na origem apontando ao longo do eixo z: d@; = (dz)z. O elemento de
corrente [ jd@ estd localizado em 7; = x;% + y;U + 2;Z e pertence a um outro
circuito fechado C; que tem uma forma arbitraria: dzj = dx; &+ dy;y + dz;.

Figura 7.1: Queremos calcular a forga do circuito C; sobre o elemento de
corrente I;d/(;.

Com esta escolha ficamos com 7j; = —(x,& + y;y + 2;2) e 155 = |73 — 7|
rj = |7

Definimos as seguintes grandezas:

dt; = |db;| = dz;

21[Tri65, pags. 55-58).
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Desta forma obtemos os seguintes resultados:

d[i . d[j = dzidzj = dzidﬂj cose , (7-26)
R — Zdei
Fij - dl; = - = dz; cosb; , (7.27)
J

_deitj + yjdyj + Zdej
T

Pij - dl; = = —dr; = dl;cos; . (7.28)

Nestas expressoes chamamos de € ao angulo entre df_;- e de, denominamos
de 0; a0 angulo entre df; e 7i;, assim como chamamos de 0; ao angulo entre d[j
e 7;;. Destas trés ultimas equagoes obtemos: cose = dz;/dl;, cost; = —z;/r;
e cos; = —dr;/dl;. Aplicando estas expressoes na férmula de Ampere,
equagao (7.1), faz com que a forga exercida pelo elemento j no elemento ¢
seja escrita como:

Mo ])jﬁ? + yjﬂ + Zj?j de Zj d’f‘j
—LLdGdl————— (22— — 32— | | 7.29
47 J J T3 < dfj ’I"j dgj ( )

J

O componente z desta forga pode ser expresso da seguinte forma:

2
o 0% dz; 25 dr;
—1;1;dl;dl; = =3
4 ! ( rdde; Tt d&)

J

2 2
— X Lyt (d‘z Z;) = Mernded (ZJ> . (7.30)
T

Como esta expressao é uma diferencial exata, este resultado vai a zero
quando integrado ao longo do circuito fechado C; do qual de faz parte. Isto
prova para o caso geral que a forca exercida por um circuito fechado de forma
arbitraria sobre um elemento de corrente de um outro circuito é ortogonal
a este elemento de acordo com a expressao de Ampere. Este resultado era
conhecido por Ampeére tanto experimentalmente quanto teoricamente. Em
particular ele afirmou:??

22| Tri65, pag. 170] e [AC11, pag. 381].
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Disto tiraremos esta consequéncia geral, [a saber,| que a agao de
um circuito fechado, ou de um conjunto qualquer de circuitos
fechados, sobre um elemento infinitamente pequeno de corrente
elétrica é perpendicular a esse elemento.

O componente x da equagao (7.29) pode ser escrito como:

Mo Z; Tjz; dT’j
Porrdede; (223 — 355500
4t j( 3 s r d@)

d .2 da s
— Z—;Lljd&d@ (9%53 I 'Zﬂxﬂ)

dgj T'j T'? déj 7”? dgj
Ho Tz o 1il; dz; dx;
= 2 LLdld | =52 = Adldl | it — 2 — | . 31
ar ( 1”]3 >+ ar 73 (% TP (7.31)

Ao integrar ao redor do circuito fechado C} o primeiro termo do lado
direito da tdltima igualdade da equacao (7.31) se anula.

Assim a expressao final para a forga exercida pelo circuito fechado C}
sobre I;dl; localizado na origem e apontando ao longo do eixo z, de acordo
com a for¢a de Ampere, é dada por (apds fazer um célculo andlogo com o
componente y):

Mo R de dxj R de dy] dgj
—L-J-cwif R ) e | - Y
T, [x (xj a, T, )TV \ Y, T )| (7.32)

J

Agora calculamos a forca exercida pelo elemento de corrente / jd@ sobre
o elemento [;d¢; com a expressao de Grassmann, equagao (7.10). Utilizando
tudo o que ja obtivemos até aqui, esta forca pode ser expressa como:

o 1il; [dzj 2% + Y + 22z dayd + dyg + dzk

dfj Tj ’I”j dfj :| dél déj

2
47 r;

Lo L dz; dx; [ dz dy; \ | d¢;
= —[;1;dl; = — 2= i—= —zj— || = - 7.33
47 / |:x <x] CMJ K dfj ) tY (y] ij K (ij 3 ( )
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Integrando este resultado ao longo do circuito fechado C; obtém-se o
mesmo valor que a equagao (7.32) de Ampere. Estes cdlculos completam a
prova da equivaléncia entre as expressoes de Ampere e de Grassmann.

Alguns defensores da forca de Grassmann alegam que nao é importante
o fato de ela nédo satisfazer ao principio de acdo e reacio entre elementos de
corrente. Estas pessoas alegam que elementos de corrente nao podem ser
isolados para fazermos experiéncias sobre eles. Sendo o elemento de corrente
um modelo matematico para facilitar o céalculo de situagdoes macroscopicas,
temos que analisar estas alegagdes. No caso de um circuito fechado de cor-
rente e um elemento de corrente externo a ele, como vimos acima, além da
forga de Grassmann satisfazer agdo e reacao, ela fornece o mesmo resultado
que a forga de Ampere. Cabem entao as seguintes questoes: E quando calcu-
lamos a forca que um circuito fechado exerce num pedago finito dele préoprio?
No caso de um circuito aberto (como por exemplo antenas), Grassmann nao
satisfaz agdo e reacdo e nem deve dar o mesmo resultado que a forca de
Ampere. Quais implicacoes experimentais isto tem?

Estaremos respondendo neste trabalho a primeira questao feita no paragrafo
anterior. A segunda questao, relacionada a circuitos abertos, ndo é o objetivo
do nosso trabalho. O leitor interessado nesta drea, pouco explorada, pode
consultar o trabalho de Wesley.?3

Para respondermos a primeira questao acima teremos primeiro que re-
solver o problema de como calcular a forga, ja que quando integramos as
expressoes (7.1) e (7.10) para calcular a forca entre elementos em contato de
um mesmo circuito, elas divergem. Mostraremos na préxima Secao qual a
técnica que utilizaremos. No Capitulo seguinte apresentaremos o resultado
da sua aplicagao a diversas configuragoes.

7.4 Descricao do Método

Quando tentamos calcular a forga numa parte de um circuito devida ao res-
tante do circuito (partes em contato), o resultado diverge (a forga vai para
infinito) para ambas as expressoes. Esta incapacidade em lidar com este
problema é a principal razao pela qual poucos cédlculos deste tipo foram pu-
blicados desde que Ampere formulou a sua expressao de forca. Para evitar
esta divergéncia algumas pessoas tém tentado introduzir uma distancia de

23[Wes90b).
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separacao finita entre as duas partes do circuito,?* ou introduzir um elemento
de corrente de tamanho finito para utilizar andlise de elementos finitos em
calculos computacionais.?®> Uma maneira inquestionavel de se fazer estes
calculos e obter valores finitos sem hipdteses arbitrarias é usar elemento de
corrente superficial, ou volumétrico, ao invés de elemento de corrente linear.
O primeiro a calcular explicitamente a forca entre duas partes em contato
de um circuito por este método correto foi Wesley, no caso de elementos de
corrente volumétricos.?

Estamos interessados, principalmente, no calculo da forca em uma parte
de um circuito fechado devida a todo o circuito. Quando integramos as
expressoes (7.1) e (7.10), para um circuito unico, os resultados divergem
por causa dos elementos em contato no circuito.?” Podemos eliminar este
problema de duas maneiras: utilizar integracao numérica com elementos de
corrente lineares de tamanho finito (tipicamente da ordem do espagamento

interatomico);?® ou substituir o elemento de corrente linear por um elemento

de corrente superficial ou volumétrico, realizando integracao numérica,?® ou
integracao analitica.’® Neste trabalho utilizaremos esta tltima técnica.

E claro que a utilizagao de elementos de corrente lineares (introduzidos
na Segao 3.2) é abstrata e nao corresponde a realidade. Podemos melhorar
esta representacao trocando a corrente linear por uma densidade de corrente
superficial K quando a corrente flui ao longo de uma fita ou superficie, ou
entdao trocando-a por uma densidade de corrente volumétrica J quando a
corrente flui por um condutor tridimensional. A relagao entre estes elementos

de corrente é dada por:

Id7 < Kda + JdV | (7.34)

onde da é o elemento de area e dV o elemento de volume.

Substituindo estas relagoes nas equagoes (7.1) e (7.10) obtemos, respecti-
vamente, as expressoes da forgca de Ampere e Grassmann para elemento su-
perficial, d4ﬁ'ﬁ‘ e d4]5;?, assim como as expressoes para elemento volumétrico,

d°F# e dSFC, a saber:

24|Gra85a, pags. 179-203].
5[GGS85).

26[Wes87b, Wes87a, Wes90a].
2"Ver exemplos na Secdo 8.1.
28[Gra85a, Gra90].
29[Moy89b, Moy89a, Moy89c].
30[Wes90a).
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7 47r'rz2j
s (7.35)
BF — fjﬁ{ (o)1) = 20J, - )] aviay,
— —dF4, (7.36)
#EG = M %[( %R, — (B 7)) K )dada,,  (1.37)
EFS = B0 (T D), - (- h) TJavay, (7.38)
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Capitulo 8

Forca em Diversas
Configuracoes

Calcularemos neste Capitulo a forga entre elementos de corrente (linear, su-
perficial e volumétrico) em diversas situagoes, utilizando as expressdes (7.1),
(7.10) e (7.35) até (7.38).

8.1 Corrente Elétrica Unidimensional

Nesta Secao estaremos calculando a forga somente em situagdes que nao
apresentam problemas de divergéncia (os fios ndo estao em contato), o que
permite a utilizagao de elementos lineares.

8.1.1 Fios Paralelos

Primeiro calculamos a forca entre dois fios paralelos. Utilizamos os fios des-
critos na figura 5.1. Seja Fy a forca sobre o fio 1 devida ao fio 2. Para esta
situacado temos: dr, = dx,z, dr, = dx,z, 7, = x,2 e 7, = x,Z + by. Subs-
tituindo estes valores nas equagoes (7.1), (7.10) e (7.11), e considerando os
limites de integragao, obtemos, respectivamente:

o I I I 41 a+La R .
g =R [V, [* day (2, — 2,0 + b

— f] =-F, (8.1)
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_,G . ,u()ll 12 -21 a+[2 b _,G

Fy =—y y /0 dxl/a dxj?] =—F3. (8.2)
Integrando a expressdo (8.1) para achar a forga de Ampere obtém-se o

seguinte resultado exato:

- — [1,0[1]2 N _ CL+€2 — a
F = —F5 = — i [x(senh ! ( 2 ) — senh ™! (5)
— senh ! w + senh ! a—b
b b
0,+£2 a a+€2 — 61

Tt L R (@R [(at b — f)F
a—1{ (a+ 6y)? + 072
+9
)+

C [(a—0)2 4+ b2 b
n [(a =6+ 0717 (a® + %)
b b
_ [(a+£2—€1)2+b2]1/2 + b
b (a® + b2)1/2
b b
+ —
[(a+ by — 02+ 0212 [(a+0y)? + 0212
b
- [(a—el)2+b2]1/2>} ' (83)

Caso b — 0 (dois fios paralelos e colineares de comprimentos ¢; e {5
separados por uma distancia d = a — ¢; > 0), a forga de Ampere vai se
reduzir a seguinte expressao:

FA = —FA = _93“"2; 2 {m (%) +1n (aiéﬂ . (8.4)

Isto indica uma repulséo entre os fios caso as correntes estejam no mesmo
sentido. Se fizermos d — 0 nesta tltima expressao (ou seja, a — 1) a forga
vai para infinito. Neste caso os fios 1 e 2 estarao se tocando. Para evitar
esta divergéncia, temos que tratar com elemento de corrente superficial ou
volumétrico, ao invés de utilizar elemento de corrente linear.
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Para obter a forga de Grassmann resolvemos as integrais na equagao (8.2).
O resultado exato obtido é dado por:

7 5 o1l [ [(a+6)* + 012 [(a— £)* + b7]Y?
FS — _FS — _y 04;2{[( z)b =l 1)b ]
2 4 p2)1/2 )2 1 p2]L/2
_(a +b )72 et b il) + 7] } (8.5)

Se fizermos b — 0 na equacdo (8.2) ou na equacao (8.5), a forga de
Grassmann tenderd a zero. Ou seja, nao ha forca entre dois fios paralelos e
colineares de acordo com Grassmann.

Com a forga de Ampere, equagao (8.3), obtivemos o resultado esperado:
vale acao e reagao. No caso da for¢a de Grassmann, equagao (8.5), a validade
da acao e reagao nao é um resultado trivial, principalmente em situagao de
circuito aberto. Neste exemplo particular a validade da lei de acao e reagao
com a forca de Grassmann é uma peculiaridade da geometria. No exemplo
da préxima Secdo envolvendo fios perpendiculares veremos que a forca de
Grassmann nao mais satisfard ao principio de acdo e reacao.

8.1.2 Fios Perpendiculares

Consideremos os fios da figura 5.2 que sdo perpendiculares entre si. Como
podemos ver desta figura, dr, = dz,z, dr), = dy,y, 7, = 2,2 e 7, = aZ + y,7.
Com estes valores e considerando os limites de integracao das varidveis z, e
y, na equagao (7.1) obtemos para a forca de Ampere o seguinte resultado:

. 1 I I 01 b+Lo . .
F;i:_ 0;2/0 de/b dy, [(z, — @)% — y,9]

4

X {3@_%} = —Fj . (8.6)

Ja com a forca de Grassmann obtemos os seguintes resultados para a
geometria da figura 5.2 considerando os limites de integracao das equagoes
(7.10) e (7.11) ao longo dos comprimentos dos fios ortogonais:

= ol Ly @ bt (z, —a)
FS =y o /0 d:vz/b dy, g (8.7)
v
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se _ Holily B btz Yy
F=2% e /0 dxl/b dy, T—% : (8.8)

Calculando as integrais na equagao (8.6) obtemos o resultado exato dado
por:

A b+ 0, b+

(b —a L /a l—a
— h—! — h! (,) —
sen < b > S \Y) Tl — a2+ (b 6)
a {L—a a )

@O TR 6 —a t P (@1 R

—g(senh_1 b+ — senh ! b — senh ! b+b
la — ¢1] la — ¢1] a

. o LI 0 —
Fﬁ = —F{% = —M012{:i*<senh1<1 a)—i—senhl( ¢ )

+ senh ! (b> _ b+l n b
a [(a— )2+ (b4 0,)2]V2 " [(a — £1)% 4 b2]1/2
b+ 62 b
+ [a2 + (b + £5)2]1/2 n (a? + b2)1/2)] (8.9)

Ao resolver as integrais das equagoes (8.7) e (8.8) obtemos os seguintes
resultados exatos:

. LI b+ /¢ b
FS = gtz [senh_l <+ 2) — senh ™! ()
4 a a

L b+0 ) 1 ( b ﬂ
— senh ! -+ senh , 8.10
<|€1—GV |6y — al (810)
-, oy I ([l —a i /a
FS = x0471r2[senh ! <1b> + senh ! (g)
— senh (f)l—b—_éj> — senh ! (bf&)} : (8.11)

Como haviamos dito na Segao anterior, a validade do principio de acao e
reagdo para a forga de Grassmann no caso dos fios paralelos, equagao (8.5),
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foi um resultado da geometria e ndo uma propriedade da forca. Ja quando
os fios sao perpendiculares entre si, figura 5.2, a forca ﬁg que o fio 1 faz no
fio 2 néo é o oposto da forca ﬁﬁ que o fio 1 sofre do fio 2, sendo estas forcas
dadas pelas equagoes (8.10) e (8.11), respectivamente.

Além disto, obtivemos que a forga exercida pelo fio 2 no fio 1 é diferente
por Ampere e por Grassmann, ﬁﬁ + ﬁﬁ, da mesma forma que a forca
exercida pelo fio 1 no fio 2 é diferente por Ampere e por Grassmann, ﬁl‘% #+
FS.

Se fizermos a e b tender a zero nas equagoes (8.9) a (8.11), os resultados
vao divergir. Nestes casos os fios 1 e 2 vao se tocar. Esta é a divergéncia
a que nos referimos na Secdo 7.4. Estas forcas que vao para infinito nos
obrigam a abandonar o modelo de elemento de corrente linear se quisermos
analisar a situacao de forga em um circuito fechado dnico.

Resumimos nas figuras 8.1 e 8.2 o comportamento qualitativo das forcas
de Ampere e Grassmann baseados nas expressoes que obtivemos para os casos
dos fios paralelos e perpendiculares entre si nas Secoes anteriores.

b)

<)

T
Y~

Figura 8.1: Comportamento qualitativo da forga de Ampere.

A for¢a de Grassmann satisfaz agio e reagdo apenas nos casos (b) e (c)
da figura 8.2. Além da forca de Ampeére satisfazer acdo e reacao em todas as
situagoes, ela prediz uma forca longitudinal no caso de fios alinhados, caso
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Ft
-
+F I
a) -« I
Ft
b) I
I
- .
-F
0 I I
F=0 F=0

Figura 8.2: Comportamento qualitativo da for¢a de Grassmann.

(c) da figura 8.1, enquanto que a forga de Grassmann ndo prevé uma forca
longitudinal neste caso, caso (c¢) da figura 8.2. Esta caracteristica ¢ a base dos
recentes trabalhos experimentais de Graneau. Discutiremos mais a respeito
desta diferenca entre a forca de Ampere e Grassmann na Secao 10.3.

8.1.3 Circuito Retangular

Como dissemos anteriormente na Secao 7.4, quando o objetivo é calcular a
forga entre partes de um mesmo circuito que estdo em contato, nos deparamos
com o problema de nédo ser possivel fazer tal calculo com elementos de cor-
rente lineares, ja que as forcas divergem para infinito. Apesar disto vamos
dar um exemplo nesta secao de que, em determinadas situagoes, podemos
superar esta dificuldade com a utilizagdo de argumentos de simetria. Os ar-
gumentos de simetria nos permitirdo eliminar a forca entre partes do circuito
em contato, possibilitando a utilizagdo de elementos de corrente lineares. Os
principais resultados desta Secao foram publicados em 2000.1
Na figura 8.3 apresentamos o circuito utilizado para os calculos.

1[AB00].
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YA
.jl
f 2,1, 2 3, 4
| | [
| | [
11 I I 1o 5
| | [
| | [
| | |l ~ 1
0 ' 9!' g8 '7' ¢ .
0 a b c d e Xx

Figura 8.3: Circuito retangular com elementos de corrente lineares. O pedago
2 tem o mesmo comprimento que o pedago 12, tal que ¢ — b = a.

O circuito composto pelas partes de 1 a 12 é fechado. Por ele flui uma
corrente uniforme e constante I. Estamos interessados em saber a forga
na parte 1 devida ao restante do circuito, partes de 2 até 12. A parte 1
sera designada de ponte,? em homenagem & famosa experiéncia da ponte de
Ampere, figura 1.3. O conjunto das partes de 2 até 12 serd chamado de su-
porte. Podemos imaginar que a ponte esta conectada ao restante do circuito
através de cubas de mercirio liquido em ambas as suas extremidades, ou por
arcos elétricos. Desta maneira a ponte fica mecanicamente desconectada do
suporte, embora permaneca eletricamente ligada a ele. Assim, a forga nela
pode ser medida sem a necessidade de se interromper a corrente através do
circuito. Como utilizaremos elemento de corrente linear, este calculo é valido
somente quando o diametro w do fio é muito menor que outras dimensoes no
circuito (como por exemplo o tamanho da ponte e o comprimento dos lados
do circuito retangular). Ou seja, os calculos desta Subsegao sao validos nas
seguintes condigoes: w K a, w K b—aew K f.

A forca exercida pelo suporte sobre a ponte, representada por ﬁgp, leva
em conta a forga das partes 2 e 12 na ponte. O pedago 2 tem o mesmo
comprimento que o pedago 12, tal que ¢ — b = a. Ao calcularmos com
Ampere a for¢a do pedaco 2 na ponte (pedago 1) obtemos uma expressao
que pode ser representada por ﬁﬂ = —az, com « > 0. O valor da grandeza
« depende das dimensoes dos pedacgos 1 e 2, ou seja, de seus comprimentos e
de suas espessuras. Caso utilizdssemos elemento de corrente linear supondo
uma corrente filiforme, entao a — oo. Esta divergéncia pode ser vista da

2[Gra85al.
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equagao (8.4) com d — 0 ou com a — ;. Se utilizarmos elemento de corrente
superficial ou volumétrico, com a corrente bidimensional fluindo através de
uma fita ou entao com a corrente tridimensional fluindo através da segao reta
de um fio com espessura, entao « serd finito, como veremos mais para a frente.
Ou seja, a forca de Ampere exercida pelo pedago 2 e atuando no pedaco 1
serd finita, apesar destes pedacos estarem em contato. Este resultado finito
¢ obtido devido ao fato de que correntes bidimensionais ou tridimensionais
apresentam secao reta finita. Por outro lado, devido a simetria do circuito
temos que F12 1 = ﬁﬁ = a. Isto porque o comprimento do pedago 2 é
igual ao comprlmento do pedago 12 e ambos estao simetricamente dispostos
em relagao a ponte. Concluimos entao que:

Fhi+Ff, =0. (8.12)

O resultado representado pela equagao (8.12) é sempre vélido, nao im-
portando se « é uma grandeza finita ou infinita. Concluimos entdo que para
calcular a forca de Ampere exercida pelo suporte na ponte sé precisamos
levar em conta a forca exercida pelos pedacos 3 até 11 da figura 8.3. Como
estes pedagos nao estao em contato com a ponte (pedago 1), podemos utilizar
elementos de corrente filiforme para realizar esta conta obtendo entdo uma
forga finita sobre a ponte.

Com a forca de Grassmann eliminamos o problema da divergéncia, pois a
forca entre elementos colineares ¢ nula, como visto na figura 8.2 (c). Portanto,
FS = ﬁ&l = 0. Conclufmos entdo que:

F§+F§,=0. (8.13)

Vemos entdo que para calcular a forga de Grassmann exercida pelo su-
porte na ponte também sé precisamos levar em conta a forca exercida pelos
pedagos 3 até 11 da figura 8.3. Como estes pedagos nao estdao em contato
com a ponte (pedago 1), podemos utilizar elementos de corrente filiforme
para realizar esta conta obtendo entdo uma forca finita sobre a ponte.

Ou seja, tanto com Grassmann quanto com Ampere temos entao que
Fo + F12 . = 0. Assim, para ambas as expressoes de forca s precisamos
calcular a forga que os elementos ndo em contato do suporte (pedagos 3 até
11) fazem na ponte (pedago 1).

Utilizando os resultados calculados nas duas Segbes anteriores, férmulas
(8.3), (8.5), (8.9), (8.10) e (8.11), obtemos que:
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, NE
Fa, = F$, = g“4 [senh_l <fb>—senh_1< / )

- e—a
1/ 1/
+ senh ™ < ) — senh ! (Z) + (” +fb2) i - (/” +fa2) -
— f 1/2 [f2 + (af_ 6)2]1/2:| . (814)

Dois resultados interessantes nos revela a expressao (8.14). Primeiro, a
igualdade entre a forca de Ampere e a forga de Grassmann. Este é um re-
sultado nao trivial pois nao estamos integrando em um circuito fechado (o
suporte é um circuito aberto). Segundo, apesar da ponte nao estar simetri-
camente localizada em relacdo as partes 12 e 2+ 3 + 4 (para e # d # ¢, isto
é, para a # e — b), a forga resultante nela ndo tem componente na diregdo
Z. Portanto, uma das principais caracteristicas que a for¢ca de Ampere tem,
e que a forca de Grassmann ndo apresenta, desaparece nesta situagao: a
existéncia de forca longitudinal. Voltaremos a discutir esta questao na Secao
10.3.

O resultado de que a forca do suporte na ponte com Ampeére é perpen-
dicular & ponte, apesar dela nao estar localizada simetricamente no circuito,
¢ altamente nao trivial. Ficamos muito surpresos ao obter este fato, que foi
contra as nossas expectativas. Recentemente Robson e Sethian realizaram
uma experiéncia com uma geometria similar a esta e ndo encontraram forga
longitudinal, confirmando os resultados desta Se¢io.?

Como a for¢a de Ampere sempre satisfaz agao e reagao, temos trivialmente
que:

FPS - ﬁ?P ) (815)

onde F b5 € a forca no suporte devida a ponte.

Como a for¢ga de Grassmann nao satisfaz agdo e reacdo em todas as si-
tuagdes, como visto na figura 8.2, precisamos calcular explicitamente a forca
no suporte devida a ponte, F Cs. Como a forga de Grassmann atuando sobre
um elemento de corrente é sempre ortogonal a este elemento de corrente,
temos que F§ = F"fm = 0. Utilizando as expressoes (8.5), (8.10) e (8.11)
chegamos a:

3[RS92].
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o 'u0]2 . (f2+a2)1/2 (f2+b2)1/2 [f2+(b—6)2]1/2
Fos = "7 [y( 7T f

(8.16)

Somando esta expressao a equagao (8.14) obtemos um resultado diferente
de zero. Isto parece indicar que a forga que o circuito retangular exerce nele
mesmo ¢ diferente de zero, de acordo com Grassmann. Este seria um resul-
tado contrario a experiéncia, pois isto significaria que se o circuito retangular
estivesse suspenso no ar ele se movimentaria por si proprlo

A solucao deste aparente problema é que Fsp + F ps nao é a forga que o
circuito retangular exerce nele mesmo. A expressao correta ¢ dada por: Fop+
Fpg+ Fpp + Fgg. Como a for¢a de Ampere sempre satisfaz ao principio de
acao e rea@ao a forca da ponte na ponte, FA 5p, assim como a forca do suporte
no suporte, FA ¢g, sao nulas. Obviamente a for¢a de Grassmann exercida pela
ponte na prépria ponte é nula, ﬁgp = 0. Este fato é devido a que a forca
de Grassmann entre dois elementos de corrente paralelos e colineares é nula.
Mas e a forca de Grassmann exercida pelo suporte e atuando no proéprio
suporte, representada por F &, quanto vale?

Para calcular a forca no suporte devida ao suporte, com a forca de Gras-
smann, utilizaremos argumentos de simetria. A for(;a nas partes 10, 11 e 12
devida a elas mesmas pode ser representada por F(10+11+12) (10411412) = —BT,
onde S > 0. Esta grandeza [ serd igual a infinito se utilizarmos elementos
de corrente lineares, com a corrente fluindo ao longo de um fio filiforme sem
espessura. Por outro lado,  terd um valor finito se utilizarmos elementos de
corrente superficiais (com a corrente bidimensional fluindo através de uma
fita) ou volumétricos (com a corrente tridimensional fluindo através da segao
reta de um fio com espessura nao nula). Por outro lado, as partes 4, 5 e 6
estao simetricamente localizadas relativamente as partes 10, 11 e 12 e tém o
mesmo tamanho. Portanto, a forga que este lado do circuito faz nele mesmo
serd dada por ﬁ(f+5+6)1(4+5+6) = %, nao importando se 3 é finita ou infinita.
Obtemos assim:
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F(?0+11+12),(10+11+12) + F(Ef+5+6),(4+5+6) = 6 ) (8-17)

nao importando se a grandeza [ é finita ou infinita.

Utilizando a equagao (8.17) obtemos entao que a forga exercida pelo su-
porte e atuando no préprio suporte, de acordo com a expressdao de Grass-
mann, serd entao dada por: ﬁSGS = F;fu + F;ff, + ﬁﬁg + ﬁfg Todas estas
outras forgas podem ser obtidas das equacoes (8.5), (8.10) e (8.11). O resul-
tado final da forga exercida pelo suporte no préprio suporte, de acordo com
Grassmann, é dado por:

- et () ()
af(f . . (e—D i fe—a
+ senh 1(1))) —x(senh 1( 7 )— senh 1(f>
o () = (7)o (50) - ()]

(8.18)

Este é novamente um resultado nao trivial. Ou seja, de acordo com
a expressao de Grassmann o suporte faz uma forca nao nula nele mesmo.
Conseguimos obter o valor explicito desta forca com elemento de corrente
linear utilizando argumentos de simetria.

Somando a equacdo (8.18) & equaciio (8.16) obtemos exatamente —FSp.
Isto significa que mesmo com a for¢ga de Grassmann neste circuito simples, a
forga resultante no suporte vai ser igual e oposta a forca resultante na ponte,
embora FSg # —FSp.

O principal resultado desta Se¢ao pode ser resumido assim: se dividirmos
um circuito fechado em duas partes A e B, e quisermos saber a forca resul-
tante na parte A de acordo com a for¢a de Grassmann, precisamos calcular
nao somente ﬁg 4, mas também F_’EA. Este é um resultado extremamente
importante e que foi negligenciado por muitos autores, como Wesley por
exemplo.*

4[Wes87b, Wes90a).
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8.2 Corrente Elétrica Bidimensional

Apesar de ainda ndo ser uma representacéo fiel da realidade, o elemento
de corrente superficial permite fazer o célculo da forca em situacoes onde a
utilizacao do modelo de elemento de corrente linear nao o permite, devido a
divergéncias. Nesta Segao calcularemos a forga com as expressoes de Ampere
e Grassmann em diversas situagoes. Os principais resultados desta Secéo
foram publicados em 1996.°

8.2.1 Circuito Retangular I

O circuito com o qual faremos os cédlculos agora é o da figura 8.4. Ele é de
certa forma andlogo ao circuito da figura 1.3 utilizado na experiéncia da ponte
de Ampere. A espessura w do circuito é uniforme. A ponte é constituida
pelos pedacos 3, 4 e 5, enquanto que o suporte é formado pelos pedagos 1, 2
e 6. A densidade superficial de corrente K tem médulo Jw. Seu sentido em
cada uma das partes do circuito é dado por: & na parte 1, —% na parte 4, ¢
nas partes 2 e 3, assim como —g nas partes 5 e 6.

YA
4
? 4
82_0)—— =1
5 3
(- Rt
6 2
I
o k- -
1 1 1 >
0 Q) E3'0\) E3 ;

Figura 8.4: Circuito retangular com elementos de corrente superficiais. A
ponte é constituida pelos pedacgos 3, 4 e 5, enquanto que o suporte é cons-
tituido pelas partes 1, 2 e 6.

5[ABY6].
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Vamos supor que £; > w, ls — {1 > w e {3 > w. Estas aproximagoes nos
permitem utilizar as expressoes de forca com elementos de corrente lineares,
equagoes (7.1) e (7.10), nas partes que nao estdao em contato. Ja para as
partes em contato do circuito (como, por exemplo, as partes 5 e 6 da figura
8.4), onde nao podemos utilizar as expressoes (7.1) e (7.10), utilizaremos as
expressoes de forga com elementos de corrente superficiais, equagdes (7.35) e

(7.37).

Forga de Ampere

No caso da forca de Ampere serd utilizada integracdo com elementos de
corrente superficiais apenas para a forca na parte 5 devida a parte 6, ﬁﬁf},
(por simetria, F;f‘a, é igual a ﬁé@). Do fato da forca de Ampere satisfazer
sempre acao e reacao, a forca que a ponte faz nela mesma F 2 é nula. Do
exposto acima podemos escrever que a forga resultante na ponte F 26 dada
por:

FA=2F4 + FA+ FA+ FA+ FA+ FA+ FA+ Fh (8.19)
Explorando mais a simetria do circuito na figura 8.4 obtemos os seguintes
resultados:

(Flé)z = _(Fé)z ; (Féézli) = (leé}l)z ) (F2A5)z = (Fﬁg)
(Ff%)y = (Ff?),)y ) (Féi‘;) (Fé?Oy 5 ( 21%)1; (Fé?’,)y ) (8.20)
(F{D)e =05 (Fg)e = (Fi3)e = 05 (Fg3)y = (F33)y -

Das relagoes acima podemos entao escrever para a equagao (8.19):

Fyt = 9R2(F3 + Fgg + Fii + Fgg)y + (F{)), ] - (8.21)
Com 756 = (x5 — x6)Z + (y5 — Ys)Y, das = dxsdys, dag = dredys e substi-
tuindo os limites de integracao na equagao (7.35) obtemos:

72w lo—w w 41
(Fﬁg)y = Ho /Odl’s/e dy5/0 dl"ﬁ/ dys

4rw?
5 < 3(ys — ys)®
(@5 — w6)? + (y5 — y6)?]"/?
2(y5 — ys) )

(s —26)? + (35 — )72

(8.22)
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Apesar de trabalhosas, as integrais acima podem ser resolvidas.
O valor final exato é dado por:©

I2
(Fhy = 22 {2t - o)l -t —w)+ (-t - w)
X [w2 + (62 - 61 - w)2]1/2 — (62 — 2&))[&)2 + (62 — 2(,0)2]1/2
52 — 51 — w)

w

— w?senh 7! <€2 — 2w> + w?senh ! (61—w>} . (8.23)
w w

Se fizermos w — 0 este resultado ird para infinito, mostrando mais uma
vez a divergéncia que ocorre com fios em contato se utilizarmos elemento de
corrente linear.

As outras parcelas da expressao (8.21) podem ser calculadas utilizando
as equagoes (8.3) e (8.9). A forca na ponte devida aos elementos de corrente

+ (0, — W)W+ (f —w)HY? + w?senh (

filiformes que nio estdo em contato com ela, representada por Ffp, é dada

por:
= A,MOI2 ly b — 1t 1 Uy
Ffp = In(-=2)-1 —senh ' (2
FP Yy o |:n<€l) n( €2 Se1n 53

e

. (8.24)

Quando calculamos a for¢a entre partes nao em contato, como fizemos
ao chegar na equagao (8.24), implicitamente utilizamos que w < {1, w K
ly — {1 e w < l3. Por razbes de consisténcia, devemos também expandir
o resultado entre as partes em contato dado pela equagao (8.23) utilizando
esta aproximagao. Com termos até segunda ordem em w/¢, sendo ¢ um dos
comprimentos que acabamos de citar, obtemos:

. 2 ¢ Oy — 0 1 w3
FA— gl () om (22 ) oy = 0(7) . (825
6 =0 [n( i == |+ 245+ 0 (5 (8.25)

w
Somando entdo o dobro da equagdo (8.25) com a equacao (8.24) obtemos
o valor da forga de Ampere exercida sobre a ponte, F, como dado por:”

6[ABY6].
"[ABY6].
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_ 2T (¢ 6\ | (B +6)'?
FA . Ho nl(2) = senn 122 2T 43
b Y o [n (w sen 7 + ’

3
+1n2+1+0(5) } . (8.26)
2 l

E interessante notar que este resultado nao depende do valor da altura
da ponte, ja que é independente de /;.

Ja que o resultado exato da integracao com elementos de corrente super-
ficiais ndo é utilizado, mas sim a sua expansao, poderiamos ter aproximado
o calculo das integrais, sem resolvé-las exatamente, ao invés de ter calculado
exatamente as integrais e depois ter feito uma expansdo do resultado exato
integrado. Utilizando o método de aproximacao para integrais, descrito no
Apéndice A, obtivemos o valor aproximado dado pela equagao (8.25) para
as integrais representadas na equagao (8.22). Apresentamos estas contas em
detalhes no Apéndice B.

Forga de Grassmann

Faremos o célculo da forca na ponte da figura 8.4 devida ao circuito todo
com a forca de Grassmann, F 'S, Seguiremos o mesmo procedimento utilizado
com a forga de Ampere na Secdo anterior. Sé utilizaremos integracdo com
elementos de corrente superficiais para as partes em contato do circuito.

Com a forga de Grassmann ndo podemos afirmar a priori que a forca
que a ponte faz nela mesma seja nula. Ou seja, nao podemos afirmar que
FPP 0. A forga que a ponte exerce em si propria é dada por FPP =
ng + F5G3 + Fﬁ + Fﬁ + F3G5 + F45. Podemos simplificar esta expressao com
as seguintes relagoes (através de simetrias na figura 5.7 e dos resultados da
figura 8.2):

(F3)e = —(Fif)e s (F53)e = —(F53)a ;
(Fzg)y = (Fg)y = (F?gl)z = (Fgl)r = (

Portanto:

FS, = jl2(FS),] (8.28)
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As simetrias apresentadas na equagao (8.20) também sao validas para a
forga de Grassmann. Das equagoes (8.21) e (8.28) obtém-se:
FE = §[2(FG + FG + F§ + F& + FS), + (F3),] - (8.29)

Com 75 = (x4 —25)T+ (ya—ys5)y, day = dxydyy, das = dzsdys e os limites
de integracao adequados obtemos:

pol? [ts t o— w
SRS o AL
(F5i)y ) dy o Ya T5 o)

(24 — m5)
(x4 — 25)2 + (ya — y5)2%/2

Resolvendo estas integrais e depois expandindo o resultado em w/¢ até a
segunda ordem,® ou aplicando o método de aproximacao as integrais, obtém-

a . /,L0]2 82 — fl o —1 ‘€2 - gl
(F51)y = yp {ln < " senh i

V2 3 . 1 w\3
+ 2+ 25— S senh (1”5*0(?) . (831)

X

(8.30)

Esta forga diverge quando w — 0, assim como ocorreu na equagao (8.23).
As outras parcelas da equacao (8.29) podem ser calculadas utilizando as
expressoes (8.5) e (8.10). A forca na ponte devida aos elementos de corrente
filiformes que nao estdo em contato mituo, representada por FFP, é dada

por:
=G AMOIQ (=1 o —1 é o by — 1y
Fpp =g o= [senh ( 7 senh 7 In A

2 p2\1/2
+ % - 1} . (8.32)
2

Substituindo as equagoes (8.32) e (8.31) na equacao (8.29) obtemos a
forca na ponte devida ao circuito todo com a expressao de Grassmann como
sendo dada por:

8 A grandeza ¢ sempre representa um comprimento tipico do circuito.

9[ABYG6].
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. [2 / / 62 [2 1/2
Fg = @MQO {hl (2) — senh ! (;) + [CRll e +1n2

T w 3 ly
V2 3 . 1 w\3
+ =~ senh (1)—§+0(€) . (8.33)

Com a forca de Grassmann o resultado também independe da altura
{1 da ponte. Este resultado difere do resultado andlogo com a forga de
Ampere, equagao (8.26), apenas nas constantes numéricas. Comentaremos
esta diferenca mais adiante.

8.2.2 Circuito Retangular I1

Nosso segundo circuito é apresentado na figura 8.5, andlogo a experiéncia da
ponte de Ampere, figura 1.3. A espessura w é uniforme e continuam valendo
as defini¢oes de ponte e suporte do circuito da figura 8.4.

VA
L
I~ 4 7
EZ_(D_

5 3
f»l_ 1

6 2

1

(D_

s 1 N .
0 ® 83_0\) E3 X

Figura 8.5: Circuito retangular com linhas de corrente fechadas. A ponte é
representada pelas partes 3, 4 e 5, enquanto que o suporte é representado
pelas partes 1, 2 e 6.

A tnica diferenga relativa a figura 8.4 é na terminacao de cada uma das
partes. Cada linha de corrente agora é fechada, como indicado na figura 8.6.
Na figura 8.6 (a) temos a terminacao das partes da figura 8.4, enquanto na
figura 8.6 (b) temos a terminagao das partes do circuito da figura 8.5. Como
podemos ver, a descontinuidade abrupta que ocorre com a corrente no caso
(a) ndo ocorre no caso (b).
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a) b)

Figura 8.6: Terminacao das partes do circuito retangular.

Forca de Ampere

O que muda com relacdo ao calculo feito na Subsecdo 8.2.1 sdo os limites
de integracao da forca que a parte 6 faz na parte 5, representada por ﬁg‘}).
A expressdo para a forga na ponte devida aos elementos nao em contato,
dada pela equagao (8.24), continua vélida neste caso pois a terminagao das
partes nao importa quando lidamos com elementos de corrente lineares. Da
expressao (8.22) e da figura 8.5 obtém-se entao:

_[2 w 51 W ZQ—:CE)
(Fdy, = M / dag / dye / das / dys
0 z6 0 £

4rw?
3(ys — yg)®
% ( (3/ 3/6)

(25 — w6)* + (ys — u6)?]2

2(y5 - yﬁ) ) ) (834)

- (x5 — 26)% + (y5 — Z/6)2]3/2

Fazendo o célculo das integrais e expandindo o resultado final, da mesma
forma como foi feito anteriormente, ou entdo aplicando o método de apro-
ximagao nas integrais, os resultados sdo iguais ao obtido na equacao (8.26).
Portanto, com a forca de Ampeére, ndo obtivemos diferenca alguma modi-
ficando a terminacao das partes do circuito nesta ordem de aproximagao.
Assim sendo, a forga na ponte devida ao restante do circuito continua sendo
dada pela expressao (8.26). Em seguida faremos o cdlculo com a forga de
Grassmann.
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Forga de Grassmann

A expressao para a forga entre os elementos nao em contato, equacao (8.32),
continua valida para o circuito da figura 8.5. A modificacdo nos limites de
integracao da equacao (8.30) para a nova situagao da figura 8.5 leva & seguinte
expressao:

_[2 ya+L43—Ll2 ) "W lo—x5
(FDy = 25 [ Tdw [y [Cdas [ ays
2—w 1

Arw? Joy—y, ¢

Ty — Ts
* s ol + (s~ go PP (839)
Tanto a aplicacao do método de aproximacao as integrais da equagao
(8.35), quanto o calculo exato das integrais seguido da expansao do resultado
exato, conduzem ao seguinte resultado:

G\ __ /’LOIQ gg—gl . 1 62—61 § <W)3
(F51)y = e {ln< " senh 0 +ln2+2+0 ; .

(8.36)

A mudanca da terminacao das partes do circuito mudou o valor da cons-

tante numérica em (F),, como podemos ver comparando a equagao (8.31)

com a equagao (8.36). A forga resultante é obtida substituindo na expressao

(8.29) as equagoes (8.32) e (8.36). Obtemos entao o seguinte valor para a
forga resultante na ponte de acordo com a expressao de Grassmann:

. 2 2 p2)1/2 3
Fg = ?QMO[ {ln (fj) — senh ! (2) + %—255) +In2+ % +0 (%) } :
(8.37)
Este resultado difere da equagao (8.33) obtido pela forga de Grassmann
no caso da figura 8.4. Por outro lado, a equagao (8.37) é exatamente igual
ao obtido com a forca de Ampere no caso das pontes das figuras 8.4 e 8.5,
dado pela equagao (8.26), como discutimos em 1996.1°

8.2.3 Circuito Retangular 111

Continuando com elementos de corrente superficiais faremos agora o célculo
com o circuito da figura 8.7. A ponte é a parte 3 do circuito e o suporte é

10[ABY6].
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constituido pelas partes 1, 2 e 4. Calcularemos a forca resultante na ponte
devida ao circuito todo com as forcas de Ampere e Grassmann, como discu-
timos em 1996.!

YA
t,
3
82'0\)—
4 I 2
o k-
/l 1 l\ »

Figura 8.7: Circuito retangular com a ponte sendo constituida pela parte 3.

Como pudemos ver nos resultados anteriores, a forca resultante independe
da altura ¢, da ponte. Portanto, é de se esperar que também no caso da figura
8.7 os resultados coincidam com os resultados das equagoes (8.26) e (8.37),
pois a ponte do circuito da figura 8.7 é o caso limite da figura 8.5 quando ¢
tende a /4.

O circuito da figura 8.7 também serve como modelo para o célculo da forga
na ponte do circuito da figura 8.3, quando o comprimento a e o comprimento
e — b tendem a zero. Nesta situacdo o resultado obtido com elemento de
corrente linear, equagao (8.14), ndo é mais vélido pois diverge para infinito.

Supomos um fluxo uniforme de corrente I na segdo reta do circuito, tal
que Ky = —K, = —(I/w)i, Ky = =Ky = —(I/w)j, das = dxsdys e day =
dI4dy4.

A simetria do circuito da figura 8.7 leva aos seguintes resultados:

(FS’G)I =0 (F{%’G)r = _(F£7G)m ; }

) 8.38
(Fgc)y = (F£7G)y . ( )

11[ABYG6).
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Como nos casos anteriores, temos que a forca da ponte nela propria é nula
com a expressao de Ampere, F. 4, = 0. Mas nesta situacio também temos
que a for(;a da ponte nela prépria é nula com a expressao de Grassmann, tal
que F¢ bp = = 0. Portanto, com as relacoes dadas pela equacio (8.38), podemos
escrever, tanto para a forga de Ampere quanto para a de Grassmann, que a
forca resultante na ponte F, '» ¢ dada por:

Fp = g12(Fi5®), + (Fi59),] - (8.39)

Forga de Ampeére

Com as defini¢oes feitas na Secao anterior e substituindo os limites de in-
tegragao adequados na equagao (7.35) de acordo com a figura 8.7 obtemos
que:

3/’LO[2 w lo—x4 5 y3+L€3—La
Fl), = [Fdo [Ty [ an [ do
( 43)y 471'&)2 0 4 T4 Y4 lo—w ¥ la—y3 3

% (ya - y4)2(x3 - 554) . (8.40)

(25 = 24)” + (y3 — ya) P/

Resolvendo estas integrais pelo método de aproximagao até segunda or-
dem em w/¢, supondo ¢5 > w e f3 > w, obtemos que:

S AN A S S
(Fa)y = A7 {ln(w> senh (63 +(€%+€§)1/2

1 3
+ ln2—0—7+0(8> . (8.41)
2 1
Se w/ly — 0, este resultado divergird, confirmando o que obtivemos na
equagao (8.9) quando a — 0 e b — 0 (fios perpendiculares que se tocam).
Da equagao (8.3) obtemos que:

Wl [(B+6 b
27 12 (3 + (3)/2
Substituindo na expressdo (8.39) as equacoes (8.41) e (8.42) obtemos

exatamente a equacao (8.26). Ou seja, como haviamos previsto, a forga
resultante calculada pela expressdo de Ampere atuando na ponte da figura

(Fi3)y = (8.42)



128 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis

8.7, que é dada pelo pedaco 3, tem o mesmo valor que a forga resultante
calculada pela expressao de Ampere na ponte da figura 8.5, que é dada pelos
pedacos 3, 4 e 5.

Forca de Grassmann

Da mesma forma que obtivemos a equacao (8.40), obtemos com a expressao
(7.37) que a forca do pedago 4 ao atuar no pedago 3, de acordo com a
expressao de Grassmann, é dada por:

IQ w lo—24 lo y3+03—~Lo
(FS), = / di / dyy / dys / drs
0 x4 lo—w Y2

Amw? 2-y3

T3 — Ty
X . 8.43
G — 2P + (s~ 97 (54
A solucao destas integrais pelo método de aproximacao descrito no Apéndice
A leva ao seguinte resultado:

12 3
(FG), = % [m <€2> — senh ™! (?) +1In2+ g +0 (%) } . (8.44)

w 3

Da equagao (8.5) e da figura 8.7 obtemos que a for¢a do pedago 1 no
pedaco 3, de acordo com Grassmann, é dada por:

o l® [(B+06)
(F13)y - 27T |: 62 1 .

Utilizando a equagao (8.45) e a equagao (8.44) na expressao (8.39) mostra
que a forga resultante na ponte 3 da figura 8.7, com a expressdo de Grass-
mann, ¢ dada pela equagao (8.37). Ou seja, como haviamos previsto, a forga
resultante calculada pela expressao de Grassmann na ponte da figura 8.7,
que é dada pelo pedago 3, tem o mesmo valor que a forga resultante calcu-
lada pela expressdo de Grassmann na ponte da figura 8.5, que é dada pelos
pedacos 3, 4 e 5.

(8.45)

8.2.4 Comentarios

Independentemente da terminacao que foi utilizada para as partes que compoem
os circuitos das figuras 8.4 e 8.5, a forca na ponte devida ao circuito todo
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independe da altura ¢; da ponte. Este fato pode ser concluido a partir das
expressoes (8.26), (8.33) e (8.37). Pudemos comprovar este resultado com o
circuito da figura 8.7.

A forga resultante na ponte calculada pela expressdao de Grassmann, dada
pela equagcao (8.37), tem exatamente o mesmo valor que a forga resultante na
ponte calculada pela expressao de Ampere, dada pela equagao (8.26). Esta
igualdade mostra que a forga de Grassmann prediz exatamente a mesma
forca na ponte que a forga de Ampere. Esta igualdade é vélida tanto para
a ponte da figura 8.5, composta pelos pedagos 3, 4 e 5, quanto para a ponte
da figura 8.7, composta apenas pelo pedago 3. E extremamente importante
ressaltar dois aspectos fundamentais que foram necessarios para se obter
esta igualdade. O primeiro aspecto foi a inclusdo da forca da ponte nela
mesma quando utilizamos a expressao de Grassmann. Com a expressao de
Ampere nao é necessario incluir a forca da ponte nela propria, ja que esta
forga é obviamente nula. O segundo aspecto foi utilizar um circuito contendo
apenas linhas de corrente continuas e fechadas, como mostrado na figura 8.6
(b). Estes dois aspectos, fundamentais para se obter a equivaléncia entre as
forgas de Ampere e de Grassmann, nao foram levados em conta por Wesley.
Ele conclui erradamente que a forca de Ampere era a unica compativel com
os experimentos.!?

Vamos agora explicar o motivo pelo qual a forca de Ampére ndo se mo-
dificou do circuito da figura 8.4 para o circuito da figura 8.5, ja que nos dois
casos a forca resultante na ponte foi dada pela equacao (8.26). Esta igual-
dade ja nao aconteceu com a forca de Grassmann pois esta se modificou de
uma figura para a outra, como pode ser visto comparando as equagoes (8.33)
e (8.37). Utilizaremos a figura 8.8 para nossa explicacao.

No circuito da figura 8.4 calculamos a forca de Ampere na parte 5 devida
a parte 6. No caso da figura 8.5 calculamos a forca que a parte 6 + 6’ faz na
parte 5+ 5, sendo que estas partes 5, 5, 6 e 6’ estao indicadas na figura 8.8.
No segundo caso temos a mais que no primeiro as seguintes forcas: ﬁé‘}g), 136%/
e ﬁé%,. Todas estas forgas sdo pequenas, ja que £ e £ — {1 sdo muito maiores
que w. Quando fazemos expansio até segunda ordem em w/¢, obtemos a
mesma forga resultante sobre a ponte utilizando a expressao de Ampere nos
casos das figuras 8.4 e 8.5. O motivo para esta igualdade é que as forgas
ﬁ&%, ﬁG’g, e ﬁg,g, contribuem apenas com termos de terceira ordem para cima
na expansao. Como estes termos de terceira ordem estao sendo desprezados

12[Wes90a].
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e
i

0 (Q)

Figura 8.8: As duas terminagoes das partes do circuito, no caso em que foi
utilizada a expressdo de Ampere para calcular a forca resultante na ponte.

em nossas contas, obtemos a igualdade das forgas resultantes sobre as pontes
destas duas figuras.

J& com a expressdo de Grassmann a forca resultante sobre a ponte 345
da figura 8.4 teve um valor diferente da forca resultante sobre a ponte 345
da figura 8.5, como pode ser visto comparando as equagoes (8.33) e (8.37).
Utilizaremos a figura 8.9 para nossa explicagdo desta diferenca.

Para chegar na equacao (8.33) calculamos a for¢a da parte 5 atuando nas
partes 4, 4’ e 4”, forca esta representada por F: 5G A d/ 4477 sendo que estas partes
estao representadas na figura 8.9. J4 para chegar na equagao (8.37) calcula-
mos a forca das partes 4’ e 5 atuando na parte 4, forca esta representada por

—

F¢ 5, 4- A diferenca entre estes dois casos ¢ que, no segundo caso, nao calcu-
lamos ﬁSG 4 €, a0 invés de calcularmos F’;)G v, calculamos F Cf 4 A diferenca
entre estes dois céalculos nao é desprezivel, pois os elementos 4’ e 5 estdao em
contato, o mesmo ocorrendo com 4’ e 4. Logo, as forgas ﬁf L€ F}? 4 Vao ter
componentes de segunda ordem em w//¢, que ndo necessariamente precisam
ser os mesmos. Neste caso em particular temos que: F' ﬁ 4 F ﬁf 4 1Nesmo
em termos de segunda ordem em w/(.

Ja com a forga de Ampere a terminagao das linhas de corrente na ponte
nao era relevante pois obtivemos a mesma forga resultante nos casos das
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YA

Ez_w'_ =

Figura 8.9: As duas terminagbes das partes do circuito, no caso no caso em
que foi utilizada a expressao de Grassmann para calcular a forca resultante
na ponte.

figuras 8.4, 8.5 ¢ 8.7

Por fim, no caso do coeficiente de auto-indutancia do circuito da figura 5.7,
nao foi preciso alterar a terminacéo dos pedacos para se obter a equivaléncia
entre as formulas de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau, sendo todas elas
dadas pela equagao (5.11), como tivemos que fazer no caso das forgas de
Grassmann e Ampeére. O motivo desta diferenca estd na dependéncia das
férmulas com r (distancia entre as particulas). Enquanto as férmulas do
coeficiente de indutancia dependem de 1/r, as férmulas para a for¢a depen-
dem de 1/r%. Como pudemos verificar com os nossos calculos, a dependéncia
em 1/r* da forca produz alteracdes em termos de até segunda ordem em
w/l quando alteramos a terminac¢ao dos pedagos. Ja a dependéncia em 1/r
do coeficiente de induténcia nao produz estas alteragoes em termos de até
segunda ordem em w/¢ quando alteramos a terminagao dos pedagos.

8.3 Corrente Elétrica Tridimensional

A utilizacao de elementos de corrente volumétricos faz com que os resultados
obtidos possam ser melhor comparados com os dados experimentais do que
os obtidos com elementos de corrente superficiais. Este é o objetivo desta
Secao. Para tal, utilizaremos uma versao volumétrica do circuito apresentado
na figura 8.5. Calcularemos entao a forga na ponte devida ao circuito todo
com as expressoes de Ampere e Grassmann. Os principais resultados desta
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Secao foram publicados pela primeira vez em 1996.1

8.3.1 Circuito Retangular

O circuito com elementos de corrente volumétricos que utilizaremos é o da
figura 8.10. Ele é andlogo ao circuito utilizado na ponte de Ampere, figura 1.3.
As defini¢oes de ponte e suporte sao as mesmas defini¢oes destas grandezas
para o circuito da figura 8.5. A sec¢éo reta do circuito é um quadrado de lados
w. O fluxo de corrente é uniforme na secéo reta de cada pedaco do circuito.
Com isso a densidade volumétrica de corrente |j| pode ser escrita como
I/w? onde I é a corrente que flui no circuito. Suporemos, para simplificar,
que w K 1, w K ly — 11 e w < ls.

y
b

\ 4 /
0 i/ i/
1
6 j 2
/ 1 \ L »
L, X
(O]

Figura 8.10: Circuito retangular com elementos de corrente volumétricos.
A ponte é constituida pelos pedagos 3, 4 e 5, enquanto que o suporte é
constituido pelos pedagos 1, 2 e 6.

As relagoes de simetria representadas pelas equagoes (8.20) e (8.27) con-
tinuam validas para este caso. Portanto, a forca na ponte devida ao circuito
todo com a expressao de Ampere continua sendo dada pela equagao (8.21).
Ja com Grassmann a forca resultante na ponte é dada pela equagao (8.29).
Para as partes ndo em contato do circuito podemos utilizar dentro desta
aproximacao elementos de corrente lineares com a corrente fluindo em circui-
tos filiformes. O céalculo da forca na ponte devida as partes ndo em contato,

13[ABY6].
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com elementos de corrente lineares, ja foi feito. No caso da forca de Ampere
é a expressao (8.24), enquanto que para a for¢a de Grassmann é a expressao
(8.32). Falta entdo calcular com a expressio de Ampere a forca (Fg), e
com a expressdo de Grassmann falta calcular a forga (FS),. Faremos estas
célculos a seguir.

Forga de Ampeére

Substituindo na expressao (7.36), 756 = (x5 — 26)Z + (Y5 — Y6)J + (25 — 26) 2,
Js = Js = —(I/w?)§ e os limites de integracao da figura 8.10, chega-se a:

12 lo—x5 {1
(Fég = L/::](;w‘l / dZII5/ dl‘ﬁ/ dZ5/ ng/ y5 dyg
% 3(95 - ye‘)
(x5 — 26)2 + (y5 — Y6)? + (25 — 26)%]%/?
2(?J5 - yﬁ)
_ _ 8.46
[ e ey o F (540

A resolucdo destas integrais pelo método de aproximacao fornece:

~ I? 1 ly— 1 2 13 3
Fg‘é:uzﬂ {1 <w1>+1 ( 2£2 1) +3n 2+E—§+O<£> }y
(8.47)
Este resultado, multiplicado por 2 e somado & equagao (8.24), representa
a forga na ponte devida ao circuito todo com termos até segunda ordem em

w/ly, w/ly e w/ls. Esta for¢a na ponte com a expressao de Ampere é dada
por:

. ]2 Y / 62 22 1/2
o= yuo [ln <2> — senh <2> + 7( hd )
w

2T 3 by
2 T 13 w)?3

Podemos ver que o resultado para F' 2 no caso do circuito volumétrico
da figura 8.10, equagao (8.48), ¢é essencialmente o mesmo que para o caso
superficial da figura 8.5, equagao (8.26). As diferencas ocorrem apenas nas
constantes numéricas.
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Forga de Grassmann

As simplifica¢oes por simetria apresentadas nas equagoes (8.20) e (8.27)
também valem neste caso. Portanto, a equagao (8.29) é a expressdo correta
para o célculo da forga resultante na ponte com a expressao de Grassmann
no caso do circuito volumétrico da figura 8.10. Esta forca é representada por
o

Integrando a equagao (7.38) com os limites de integragao para as partes 4
e 5 da figura 8.10, usando ainda que 75 = (24— 25)T + (ya — y5)9+ (24 — 25) 2,
Ji=—(I/w?)i e Js = —(I Jw?)§, obtém-se:

/,60[2 Ya+l3—La
(Fﬁ)y = 47rw4/ 24/ dz5/ d%/z ./zg—y4 dxy
/ T S
X .
b T =) (s — v+ (21— )P
(8.49)

No caso bidimensional obtivemos uma igualdade entre as expressoes de
Ampere e ade Grassmann para a forga resultante na ponte nos circuitos das
figuras 8.5 e 8.7. Ou seja, obtivemos que FA = 1319 Da mesma forma, espera-
mos obter uma igualdade entre as expressoes de Ampere e de Grassmann no
caso do circuito volumétrico da figura 8.10 ao calcularmos a forga resultante
sobre a ponte devida a todo o circuito. Assim sendo, ao invés de calcularmos
explicitamente a equagao (8.49), vamos supor que o resultado para F' S no
circuito da figura 8.10 seja o mesmo resultado que aquele representado pela
expressao (8.48) com a forga de Ampeére. Em seguida provaremos que isto
vai ser realmente verdade.

Podemos escrever as forcas resultantes na ponte devidas ao circuito todo
com as expressoes de Ampere e de Grassmann como sendo dadas por, res-
pectivamente:

Fp = Fip+2(Fg),] (8.50)

F§ = Fp + 912(F5),] - (8.51)

Nestas equacgdes Fip e FSp representam as forcas exercidas sobre a ponte
pelas partes filiformes que nao estao em contato. Estas forcas sdo dadas
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pelas equagoes (8.24) e (8.32), respectivamente. J4 a forca (Fg), ¢ dada
pela equagao (8.47), enquanto que a forga (F3), é dada pela equagdo (8.49).

Supondo entdo que Ffi = FS, obtemos das equacdes (8.50) e (8.51) o
seguinte resultado ao definir a grandeza R por §(Ff — FS),:

. X 1, = »
R = y(FéfFﬁ)yzi(ngfFﬁp)

I? by — 1L L
- Z?MLT {senh_l( 263 1) —1In (Z) — 1} . (8.52)

Integrando a equacao (8.49) em x4 e y5 obtém-se:

(FS), = Zﬁf;/ dz4/ dz5/ d%/e
- {ln((y4 —00) +[(ly = ya — 5)°
+ (21— 28)2 + (s — 0)]2)

- 1“[@4 —ly+x5) + [2(0e — ya — x5)* + (24 — 25)2]1/2}

Ys — by + x5 )
[(y4 + Uy — Aty — 335)2 + (24 - 25)2]1/2

+ senh ! (

- Senh_l( ys — Uy )} .
[(ys + 03 — o — x5)2 + (24 — 25)2]V/2
(8.53)

Por outro lado, a integragao da equacao (8.46) em yg e ys fornece o se-
guinte resultado:

FAy, = L e [ [
(Fes)y = Aot Jo <5 0 <6 ) L5 0 L6
X {h’l[(gg — f] — x5) + [(1'5 — 1’6)2 + (2'5 — ,26)2

+ (l2 — by — 25)??]
— ln[(@ — x5 — ) + [(25 — 16)* + (25 — 26)*
+ (b — w5 — )]
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+ ln[(& —x6) + [(v5 — x6)> + (25 — 26)° + ({1 — 3:6)2]1/2]
by — 01 — x5

(x5 — 26)2 + (25 — 26)? + (bo — {1 — x5)?]1/?
ly — x5 — wg

* (x5 — 26)2 + (25 — 26) + (b2 — x5 — 6)?]1/?
_ 61 — Xg
(x5 — 26)2 4 (25 — 26)% + ({1 — 26)%]/?
— %111[(%5 — z6)” + (25 — 36)2]} . (8.54)

Fazendo a mudanca de varidvel z, = zg e y4 = x5 + {2 — w na equacao
(8.53) obtém-se:

(F&), = MO—[Q/wdz /wdz /wdxr/wdac
54y Azt Jo o 0y TPy U0

X {ln{(% +ly— b —w) + [(w— 26 — 5)* + (26 — 25)°
+ (ZE() + gz — 61 — UJ)QP/Q]

— In [(xﬁ + 25 —w) + (2(w — x6 — 555)2 + (26 — 25)2)1/2]

Tg+ T5 —w
(b3 — x5 + 26 — w)? + (26 — 25)2]1/?

_ senh ! T+ by — 0 —w
[(ls — 25 + 26 — w)2 + (26 — 25)?]"/2 '

+ senh ! (

(8.55)
Utilizando o método de aproximagdo de integrais em algumas parcelas

das equagoes (8.54) e (8.55), substituindo entao estes resultados na equagao
(8.52) obtém-se que:

— B A,LL()IQ{ 4 1 62*61 . é .
R = y47rw J1w" | senh A In 7 1
W w W w 1 9 9
_ /0 dZ5/O dZG/o dxg,/o dx6{§ln[(a:6 —5)° + (26 — 25) }
— ln[(xg + x5 —w) + (2w — 26 — 75)> + (26 — z5)2)1/2]}
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+0 (“2)3} . (8.56)

Comparando a equagao (8.52) com a equagao (8.56) vemos que a nossa
hipétese inicial de que FS = Fj serd védlida se demonstrarmos o seguinte
resultado:

/ dzs /w dzg /w dxs /w drg In |(zg — 25)% + (26 — z5)2]1/2 =
0 0 0
/de5/wd26/wd.’L'5/wd.’L'6 x6+x5—w)+[2(w—x6—x5)2
0 0 0 0
+ (26 — 259" . (8.57)

Manipulando o integrando do lado direito da equacao (8.57) e fazendo
algumas mudangas ébvias de variaveis, verificamos facilmente esta igualdade.

Assim, completamos a demonstracao de que a forca resultante na ponte
calculada com a expressao de Grassmann, F¢ 5, para o circuito da figura 8.10,
tem o mesmo valor que a forga resultante na ponte calculada com a expressao
de Ampere, fj.f‘, dada pela equagio (8.48).

8.3.2 Comentarios

No circuito com elementos de corrente volumétricos da figura 8.10 utilizamos
secao reta quadrada. A secdo reta mais adequada para reproduzir a situacao
experimental é a circular, j& que em geral os fios possuem secao reta circular.
Um circuito que reproduziria melhor a situagdo pratica seria o circuito da
figura 8.11.

Recentemente Moyssides realizou o célculo com as forgas de Ampere e
Grassmann para um circuito andlogo ao da figura 8.11.14 Ele utilizou inte-
gragao numérica com rotinas computacionais, ao invés de resolver analitica-
mente as integrais como fizemos. No entanto, o resultado que Moyssides ob-
teve é equivalente ao nosso. Ou seja, dentro da validade do método numérico,
a forca de Ampere e a de Grassmann s&o equivalentes para o célculo da forga
na ponte devida ao circuito todo. O resultado dele s6 difere do nosso em
termos das constantes numeéricas, ja que a nossa se¢ao reta é quadrada e a
que ele utilizou é circular. Apesar disto ele também obteve que as expressoes

Moy89b, Moy89a].
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Figura 8.11: Circuito retangular com secao reta circular.

de Ampere e Grassmann fornecem o mesmo resultado para a forca resultante
na ponte.

Moyssides também realizou experiéncias com os circuitos que ele utilizou
para os calculos.'® Ele obteve uma excelente concordancia entre a previsao
tedrica e os resultados experimentais. Comentaremos um pouco mais estes
resultados, comparando com os nossos, na Secao 10.1.

Discutimos agora o trabalho de Cavalleri e colaboradores.'® Neste artigo
eles mencionaram que uma comparagao entre a teoria e a experiéncia nao
podia ser feita antes do advento dos computadores modernos. Mas a realidade
nao é bem esta. De fato, a integracdo séxtupla, obtida teoricamente, pode
ser feita analiticamente sem a utilizacdo de computadores, como mostramos
em 1996.17 Neste artigo foram calculadas integrais quadruplas para correntes
fluindo em duas dimensoes, assim como foram calculadas integrais séxtuplas
para correntes fluindo ao longo da secéo reta de condutores tridimensionais.
Os célculos foram feitos nao apenas para a forca de Grassmann, mas também
para a forga de Ampere. Estes cédlculos mostraram que é incorreta esta
afirmagao de Cavalleri, como também mostramos neste Capitulo.

15Moy89c].
16[CBTS98].
171ABY6].
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Desde o século XIX era conhecido que a forga de Ampere e a de Grass-
mann sdo equivalentes quando se calcula a forca que um circuito fechado de
corrente faz num condutor externo a ele. O que os resultados deste Capitulo
parecem nos indicar é que esta equivaléncia também se estende para o caso da
forga que um circuito fechado de corrente faz numa parte finita dele préprio.
No caso de elemento de corrente linear, a equivaléncia foi obtida com o cir-
cuito da figura 8.3. Com elemento de corrente superficial ndo obtivemos a
equivaléncia para o circuito retangular da figura 8.4. O motivo, explicado na
Subsecao 8.2.4, é que, apesar deste circuito ser mecanicamente fechado, as
linhas de corrente nao o sao. Portanto, temos um circuito aberto onde sabe-
mos que, em geral, ndo ha equivaléncia entre as expressoes de forca. Quando
fechamos as linhas de corrente através do circuito da figura 8.5, obtivemos a
igualdade entre as férmulas de Ampere e de Grassmann para o valor da forga
na ponte devida ao circuito todo. Mais uma vez este resultado se repetiu
com o circuito da figura 8.7, assim como também ocorreu quando utilizamos
elemento de corrente volumétrico no circuito da figura 8.10.

Isto nos motiva a demonstrar que estas equivaléncias sdo apenas o reflexo
de um resultado mais genérico: a equivaléncia entre a forga de Ampere e a de
Grassmann, para todos os circuitos fechados de forma arbitraria que possuem
apenas linhas de corrente fechadas. Apresentamos esta demonstracdo no
proximo Capitulo.

8.4 Solenoide com Corrente Poloidal

Antes de mostrar a equivaléncia completa entre as duas expressoes, apre-
sentamos aqui um calculo exato mostrando que as forcas de Ampere e de
Grassmann dao um mesmo valor numa geometria especifica.'®
Consideramos uma casca cilindrica de comprimento £ e raio a na qual flui
uma corrente total I; ao longo de sua superficie, na direcao poloidal, figura
4.4. A densidade de corrente superficial ¢ entdo dada por K = —(I,/)o,
onde </3 é o vetor unitdrio em coordenadas cilindricas (p, ¢, z). Queremos
saber a forca exercida por toda a casca cilindrica ao atuar sobre uma faixa
infinitesimal de comprimento £ e espessura ad¢ localizada em p = a, quando
¢ = /2 e com z variando de 0 a £. Como esta faixa foi escolhida sobre o eixo
y, vem por simetria que a forca estd ao longo da direcdo y. Podemos obter a
forca integrando as expressoes de Ampere e de Grassmann, equagoes (7.35)

18[BAS].
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e (7.37). Colocando z = 0 em uma das extremidades da casca cilindrica da
figura 4.4 conclui-se que as forgas resultantes sobre a faixa de espessura ad¢
de acordo com as expressoes de Ampere e de Grassmann, representadas por
dF4 e dFC, sao dadas por, respectivamente:

I2a3dg 2 3a® cos® do(1 — sen ¢»)
dFA A/*Lo / d / d / d
Taner Jo Uy Z [(21 = 22)* + 202(1 — sen )]/

B 2sen ¢o(1 — sen ¢o) > (8.58)

[(z1 — 29)% + 2a%(1 — sen ¢2)}3/2

2m 1 — sen ¢,

le/ dz | d¢2 (21— 22)? 4+ 2a%(1 — sen ¢)]3/2
(8.59)

uof a’dg r

FG
d 472

Ao resolver estas integrais obtemos o seguinte resultado exato:

56 _ uOI adgp 2a
d dF £ {(4&2 + 62)1/2E (W — 261 s (860)

onde E é a integral eliptica completa do segundo tipo.'?
Ou seja, obtemos uma igualdade perfeita entre as expressdes de Ampere
e de Grassmann, qualquer que seja o valor de a//.
No limite em que ¢ > a vem da equagao (8.60) que as forcas de Ampere
uoI?ad 4q a\?
gHotiads [1 N ( )

e de Grassmann sao dadas por:
3 /a\* a\®
2 (7)) 1) +O<£” - (86

J& quando ¢ < a vem da equacao (8.60) que as forgas de Ampere e de
Grassmann sao dadas por:

 piol7de
4

a 128

() ) o (B ] e

19IGRY94, pags. 907-908].

€> (3 —12In2 + 41n(€/a)>

+3l 2—1In €+<
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Este exemplo é importante por mostrar, num caso sem aproximagcoes,
equagao (8.60), a equivaléncia exata entre as expressoes de Ampere e de
Grassmann.
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Capitulo 9

Equivalencia Completa

A prova de equivaléncia entre a forca de Ampere e a forca de Grassmann,
para a interagdo de um circuito fechado com uma parte dele préprio, tem sido
reivindicada por alguns autores nos tiltimos anos.! Neste Capitulo apresen-
taremos uma nova demonstracao da equivaléncia, que elimina as dificuldades
apontadas por outros autores® contra aquelas demonstracoes. Desta maneira,
esperamos dar uma resposta definitiva a esta controvérsia, como discutimos
originalmente em 2000.3

9.1 Efeito Bootstrap

Em decorréncia da forga de Grassmann, em geral, nao satisfazer o principio
de acao e reagao entre elementos de corrente, pode se pensar que, para al-
gum circuito fechado em particular, haja uma for¢a nao nula que o circuito
exerce em si proprio. Isto é chamado de efeito bootstrap. Se este efeito re-
almente fosse possivel, poderiamos construir naves espaciais que se locomo-
veriam através do espago simplesmente com uma forga gerada internamente
ao sistema (e nao baseada no par acdo-reacdo no caso de naves com jato
propulsao). Mas este nao é o caso para circuitos fechados de corrente com a
forga de Grassmann. Ou seja, mostraremos que nao hé efeito bootstrap para
a forga de Grassmann quando tratamos com circuitos fechados.

Que nao existe efeito bootstrap com a forca de Ampere é ébvio, pois ela

1[Jol85], [Ter85a], [Chr87], [Chr88] e [Chr89)].
2[Gra85b, Gra85c, Cor89, Pap90, Gra93].
3[AB00).

143
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sempre satisfaz o principio de agédo e reagdo para a forga entre elementos de
corrente, para qualquer distancia e orientagao relativa entre os elementos.

Seja o circuito fechado genérico I' da figura 9.1. Representamos neste
circuito fechado dois elementos de corrente, Idr; e Idrs.

r

IdF,

Figura 9.1: Circuito fechado genérico I'.

A forga resultante que o circuito fechado I' exerce nele mesmo pode ser
escrita como:

Frp = ]{ 7{ PF, . (9.1)
rJr

Na verdade esta expressao é indeterminada, pois hd uma singularidade
quando temos 1 = 2. Apesar de se necessitar de um rigor matemético mais
apurado para a demonstracao que apresentamos a seguir, nao nos preocupare-
mos com isto visto que no Capitulo anterior apresentamos (e ilustramos com
diversos célculos) um método de se evitar estes problemas de divergéncia.

Fazendo uma mudanga de varidvel na equagao (9.1) obtemos:

For = ?f ?{ 2FA (9.2)
rJr

j& que T'y = 'y = I'. Como para a forca de Ampere vale d2FA = —d2F2, da
ultima expressao temos:

For = fjf 7{ EFA (9.3)
rJr

Adicionando a equacdo (9.3) com a equacdo (9.1) obtemos 2F4. = 0, ou
seja, ﬁf‘qr = 0.

No caso da for¢a de Grassmann nao podemos utilizar este raciocinio pois,
em geral, 2FG # —d*FS. Seguimos entdo outro procedimento para chegar
a conclusao de que F'lgp =0.
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Substituindo a expressao (7.10) para a for¢a de Grassmann na equagao
(9.1) obtém-se:

o=t [ () - f o] oo

Por outro lado temos que:

?{f (d’f‘l T12> d’f'2
7

[,
—frfrdl <TL) d . (9.5)

Integrando esta tltima equacgao primeiro na varidvel 1 obtemos obvia-
mente um resultado nulo, ja que o integrando é uma diferencial exata e o
caminho de integracéo é fechado.

Falta agora mostrar que o segundo termo entre parénteses da equagao
(9.4) também se anula. Trocando os indices 1 e 2 obtemos:

7{.7{ 7"12 jl{jl{ dry - dry) :1 : (9.6)

Lembrando que dr - diy = drl . drg, T91 = T'12 € que Ty; = —719 obtemos:

7{ 7( Cdiy T2 — 7{ 7( Cdiy) T2 (9.7)
7"12 7"12

Passando o termo do lado direito desta tltima equagao para o lado es-
querdo obtemos que este termo também se anula. Concluimos entdo que
ﬁ% = 0. Ou seja, ndo hi efeito bootstrap em um circuito fechado com a
forca de Grassmann.

Wesley discutiu este tipo de argumento e concluiu que ha efeito bootstrap
com a forca de Grassmann.? Analisando seu trabalho, observamos que ele
dividiu um circuito fechado em duas partes, A e B, calculando entao F, 'BA €
F ap- Ele concluiu que como estas duas expressoes nao precisam ser iguais
entre si ao utilizar a forca de Grassmann, entdo poderiamos ter um efeito
bootstrap. O problema com este raciocinio é que ele nao calculou F A4 €
F, ‘BB, 0 que € essencial como mostramos com os calculos para o circuito da

4[Wes87b, Wes87a, Wes90a].
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figura 8.3. Cabe ressaltar que o fato da forca F§, ser diferente de zero em
alguns casos ja é um efeito bootstrap. O que demonstramos nesta Secao é
que, apesar de haver efeito bootstrap para circuitos abertos com a forga de
Grassmann, o mesmo nao ocorre quando consideramos circuitos fechados,
como o da figura 9.1. A forca de Ampere nunca apresenta efeito bootstrap,
mesmo em circuitos abertos, o que é compativel nao s6 com as evidéncias
experimentais, mas também com a mecéanica cldssica. O caso de circuitos
abertos, como por exemplo antenas, ndo é o objetivo deste trabalho. Mais
informacoes podem ser encontradas na obra de Wesley.”

Apresentamos agora uma prova geométrico-indutiva da nao-existéncia do
efeito bootstrap para circuitos fechados de corrente com as forgas de Grass-
mann e Ampere. Um circuito fechado genérico, como I' na figura 9.1, pode
ser aproximado por um numero grande N de retangulos, sendo que em cada
pequeno retangulo flui uma corrente I no mesmo sentido que a corrente flui
no circuito I', como indicado na figura 9.2.

Figura 9.2: N retangulos que aproximam o circuito fechado genérico I' da
figura 9.1.

Esta aproximacao pode ser aprimorada, conforme o grau de precisao que
se deseja, aumentando o nimero N de retangulos e diminuindo consequente-
mente as suas areas. No caso limite de N tendendo a infinito, com a area dos
retangulos tendendo a zero, reproduzimos o circuito original. Na Subsecao
8.1.3, com o circuito retangular genérico da figura 8.3, provamos que a forga
resultante que este circuito faz nele préprio é zero, tanto com a expressao de
Ampere como com a expressao de Grassmann. Por indugio ou por somatoério
o mesmo vai valer para os N retangulos com corrente da figura 9.2. Como o
limite da figura 9.2 com N muito grande é o circuito de forma arbitraria I'

5[Wes90b).
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c

a b
dr

Figura 9.3: Circuito utilizado para a demonstracao da equivaléncia entre as
forgas de Ampere e de Grassmann.

da figura 9.1, vemos que tanto por Ampere quanto por Grassmann a forga
resultante do circuito I' nele mesmo vai ser nula. Ou seja, para circuitos
fechados nenhuma destas forgas prevé efeito bootstrap.

9.2 Demonstracoes da Equivaléncia

Apresentamos nesta Secdo trés provas de que a forca resultante agindo so-
bre um pedaco retilineo de condutor, devida ao circuito fechado de forma
arbitrario ao qual ele pertence, tem o mesmo valor com as expressoes de
Ampere e Grassmann. Além do mais, provaremos que a forca resultante
(sendo finita ou infinita) serd sempre ortogonal ao pedago retilineo. Estes
resultados foram apresentados originalmente em 2000.°

9.2.1 Primeira Demonstragao

Utilizaremos na primeira demonstracdo um raciocinio geométrico-indutivo
com um circuito linear ou filiforme. A generalizagdo para circuitos bidi-
mensionais ou tridimensionais pode ser estendida facilmente, por analogia.
Considere novamente um circuito fechado genérico I', representado agora
pela figura 9.3. Neste circuito circula uma corrente I. Queremos compa-
rar as forcas de Grassmann e Ampere exercidas no pedaco retilineo ab, de
comprimento dr = |dr], devidas ao restante do circuito bca.

Na figura 9.4 representamos um circuito quadrado abe fa de lado 3dr e um
circuito I, que é similar ao circuito I na maioria dos pontos, com excecio
daqueles pontos préximos ao circuito quadrado. H4 uma distancia d entre os

6[ABOO].
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Figura 9.4: Circuitos utilizados para a demonstragao da equivaléncia entre
as forgas de Ampere e de Grassmann.

lados do circuito quadrado abe fa e os lados retilineos equivalentes do circuito
I

Quando fazemos d — 0, o conjunto composto pelo circuito quadrado e
por IV retorna a ser o circuito original I", como pode ser visto na figura 9.5.
O sentido da corrente I que circula nos circuitos esta indicada na figura 9.4.
A for¢a no pedago ab, de comprimento dr, é composta por duas parcelas,
a saber, uma parcela devida ao circuito aberto befa, sendo a outra parcela
devida ao circuito fechado externo I". A forga desta iltima parcela tem
o mesmo valor com as expressoes de Ampere e Grassmann, pois ele é um
circuito fechado exercendo for¢ca num pedaco de condutor externo a ele, como
mostramos na Secao 7.3. Ja para a forga que o circuito aberto befa faz no
pedaco ab, demonstramos na Subsecao 8.1.3, com o circuito da figura 8.3,
que ela também tem o mesmo valor para ambas as forgas. Portanto, a forga
resultante no pedacgo ab, na configuracao da figura 9.4, tem o mesmo valor
com as expressoes de Ampere e Grassmann. Apesar da forca resultante
depender do valor da distancia d, a equivaléncia entre as forcas nao depende
deste valor, j4 que a expressdo de Ampere dard o mesmo valor para a forga
resultante que a expressao de Grassmann, independente do valor da distancia
d. Assim, quando fizermos d tender a zero, a forca do circuito aberto befa
atuando em ab, mais a forca do circuito fechado I atuando em ab, serd
equivalente a forca do circuito aberto bca atuando em ab, figura 9.3, como
podemos ver na figura 9.5.

Sendo nula a forca que o pedaco de condutor ab exerce nele préprio tanto
com a expressao de Ampére quanto com a expressao de Grassmann, fica de-
monstrado entao o seguinte fato: A forca que um circuito fechado de corrente
exerce num pedaco retilineo de condutor pertencente a ele tem o mesmo valor
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c

a b

Figura 9.5: Circuitos utilizados para a demonstracdo da equivaléncia entre
as forcas de Ampere e de Grassmann.

com as expressoes de Ampere e Grassmann. Como a for¢a de Grassmann é
sempre ortogonal ao elemento que sofre a for¢a (ver primeira igualdade da
equagao (7.10)), o mesmo vale para a for¢ca de Ampere no caso de um cir-
cuito fechado de corrente. Ou seja, a forca exercida por um circuito fechado
genérico I' de forma arbitrdria, ao atuar num pedaco retilineo qualquer de
condutor pertencente ao proprio circuito, € sempre ortogonal a este pedaco,
tanto com a expressao de Ampére quanto com a expressdo de Grassmann.

Estes resultados sdo peculiares. Por um lado a forca de Grassmann in-
corpora a caracteristica de satisfazer o principio de agdo e reacao para um
circuito fechado de forma arbitraria, o que ja nao acontece em geral para
a forca de Grassmann entre dois elementos de corrente. Por outro lado, a
forca de Ampeére incorpora o carater de nao apresentar forga longitudinal em
circuitos fechados de forma arbitraria, o que acontece com a forga de Ampere
entre dois elementos de corrente paralelos e alinhados.

A demonstracdo que apresentamos aqui foi amplamente ilustrada com os
resultados obtidos no Capitulo 8.

9.2.2 Segunda Demonstragao

Apresentamos agora uma segunda prova da equivaléncia entre as forcas de
Ampere e de Grassmann. Consideramos agora o caso no qual a corrente flui
sobre a superficie de um condutor (a prova para o caso da corrente fluindo
sobre a segdo reta de um circuito volumétrico pode ser feita por analogia).”
Consideramos inicialmente uma casca cilindrica de comprimento ¢ e raio
a por onde flui uma corrente poloidal total I; sobre sua superficie, como
indicado na figura 4.4. A densidade de corrente superficial K ¢ entdo dada
por K = —It¢2/€. Caso a casca cilindrica seja substituida por N espiras

T[BA9TH].
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de um solenoide, com uma corrente I em cada espira, terfamos: I; = NI.
Escolhemos um sistema de coordenadas com eixo z ao longo do eixo de
simetria da casca cilindrica, com centro no meio da casca.

Em primeiro lugar calculamos a forga resultante exercida por todo o cir-
cuito sobre um elemento de corrente superficial pertencente a ele. Para sim-
plificar os célculos, consideramos o elemento de corrente sobre o qual vamos
calcular a forca localizado em ¥ = aj = ap + (7T/2)¢A>7 figura 9.6. Em coorde-
nadas retangulares ele estd localizado em (z, y, z) = (0, a, 0), enquanto que
em coordenadas cilindricas ele estd localizado em (p, ¢, z) = (a, /2, 0).

EdS\ y

ot

Figura 9.6: Elemento de corrente central Kds de érea infinitesimal ds de
uma casca cilindrica com densidade de corrente superficial poloidal, sobre o
qual calculamos a forca resultante.

Por simetria conclui-se que a forca resultante atuando sobre este elemento
de corrente tanto por Ampere quanto por Grassmann estd ao longo do eixo ¥.
Utilizando as equacoes (7.35) e (7.37) resulta que a forga resultante atuando
no elemento de corrente de acordo com Ampere e com Grassmann é dada
por, respectivamente:

PEA Auop 2ds /4/2 /277 ” < 3a? cos? ¢(1 — sen o)
dz

CAn? g [22 4 2a2(1 — sen ¢)]5/?

2sen ¢(1 — sen ¢) > ’ (9.8)

224 202(1 — seng)P?
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d?FC =

uol 2a%ds /l/2 1— sen¢ (9.9)

CAnl e [ZQ +2a%(1 — sen¢)]3/2’

onde ds é a area do elemento de corrente sobre o qual calculamos a forga.
Resolvendo estas integrais obtemos como resultado final que tanto para
Ampere quanto para Grassmann o resultado é o mesmo, a saber:

9FA _ pRG_ - pol?ds dia
PP = 2T 2W€2K<£), (9.10)
onde i = /—1 e K é a integral eliptica do primeiro tipo.®

E importante observar que este resultado é exato, valido para qualquer
valor de ¢/a.

Agora comecamos a generalizar este resultado. Em primeiro lugar mos-
tramos que a forca resultante sobre um elemento de corrente localizado em
qualquer lugar de uma casca cilindrica de comprimento ¢ e raio a na qual flui
uma corrente poloidal ao longo de sua superficie vai ser o mesmo para Ampere
e para Grassmann. O elemento de corrente sobre o qual calculamos a forga
nao precisa mais estar localizado simetricamente em relacao as extremidades
da casca cilindrica podendo estar, por exemplo, mais proximo da tampa es-
querda do que da tampa direita. Para fazer esta demonstracao consideramos
um elemento de corrente desta casca cilindrica a uma distancia d de uma das
extremidades. Dividimos a casca cilindrica em duas partes, uma de compri-
mento 2d centrada no elemento de corrente, e outra de comprimento ¢ — 2d.
A forca da primeira parte no elemento de corrente é dada tanto por Ampere
quanto por Grassmann pela equagao (9.10) com 2d ao invés de ¢, apontando
radialmente para fora. A forca da segunda parte vai ter o mesmo valor tanto
por Ampere quanto por Grassmann (ja que esta segunda parte é um circuito
fechado atuando num elemento de corrente de um outro circuito) e também
vai ser normal ao elemento de corrente (j& que a for¢a de Grassmann tem
sempre esta propriedade). Logo, a forga resultante atuando neste elemento
de corrente vai ter o mesmo valor tanto por Ampere quanto por Grassmann,
embora o valor desta for¢a resultante nao seja mais dado pela equagao (9.10).

Agora generalizamos de forma completa este resultado mostrando que a
forga resultante atuando num elemento de corrente qualquer pertencendo a
um circuito fechado bidimensional com forma arbitraria por onde flui uma

8[GR94, pags. 907-908].
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corrente superficial também vai ter sempre o mesmo valor tanto por Ampere
quanto por Grassmann. Além do mais, esta forga vai ser sempre ortogonal
ao elemento de corrente. Para provar isto consideramos o circuito fechado
genérico I da figura 9.7 por onde flui a corrente I ao longo de sua superficie.

N~

Figura 9.7: Circuito fechado no qual flui uma corrente superficial, com um
elemento de corrente §.

Queremos comparar as forcas de Ampeére e de Grassmann exercidas sobre
o elemento de corrente § com area ds. O raio de curvatura da corrente na
localizacao de § é representado por a. Como a forga exercida pelo elemento de
corrente 9 sobre ele mesmo é nula por ambas as expressoes, apenas precisamos
calcular a forca exercida pelo restante do circuito sobre ele. Na figura 9.8
representamos uma casca cilindrica I'y de comprimento ¢ e raio a, e um
circuito I's. Este circuito I'y é similar ao circuito I' em todos os pontos, exceto
naqueles pontos proximos a casca cilindrica I'y. Ha uma distancia uniforme
d entre a casca cilindrica I'y e a casca cilindrica equivalente pertencente ao
circuito I's e que estd proxima da casca cilindrica I';.

Quando d — 0 temos I'; + 'y — T'. Isto é, I'; mais I's se reduzem a T,
figura 9.9. A diregao do fluxo de corrente em cada circuito estéd representada
na figura 9.8.

Agora vamos a prova de que a forga resultante atuando em ¢ da figura 9.7
é a mesma por Ampere e por Grassmann. A forca resultante sobre § da figura
9.8 pode ser dividida em duas partes. A primeira parte é devida ao circuito
I'; e a segunda parte é devida ao circuito I's. A forca exercida por I's sobre
0 tem o mesmo valor pelas expressoes de Ampere e de Grassmann, ji que
temos um circuito fechado atuando sobre um elemento de corrente externo a
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Figura 9.8: Circuito I'; cilindrico, com raio de curvatura a, e circuito I'
similar na maioria dos pontos ao circuito I'.

3

Figura 9.9: Circuitos I'y e I's quando a distancia entre eles tende a zero,
d— 0.

ele. Ja a forga exercida pelo circuito I'; sobre § também tem o mesmo valor
por Ampere e por Grassmann, como mostramos nesta Segao. Isto significa
que a forca resultante sobre ¢ da figura 9.8 tem o mesmo valor por Ampere e
por Grassmann. Embora o valor desta forga resultante dependa da distancia
d, o fato de que a forga resultante vai ter o mesmo valor por Ampere e por
Grassmann nao depende desta distancia d (isto é, 2F#,,, s = d*F¢
£ (d)). Mas quando d — 0, a forga exercida por I'; sobre ¢ mais a forga
exercida por I'y sobre 0 tendem & forca exercida por I' sobre §, como pode
ser visto na figura 9.9. Provamos entao que a forca exercida por um circuito
fechado de forma arbitraria sobre um elemento de corrente pertencendo a
ele tem o mesmo valor por Ampere e por Grassmann. Como a forca de

em § —
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Grassmann é sempre ortogonal ao elemento que sofre a forca, o mesmo vai
valer para Ampere no caso de correntes fechadas.

9.2.3 Terceira Demonstracao

Apresentamos agora uma terceira prova da equivaléncia entre as forcas de
Ampere e de Grassmann no caso de um circuito tinico. Novamente volta-
mos a tratar com um circuito filiforme. Nossa demonstracao é baseada na
prova de Tricker da equivaléncia entre Ampere e Grassmann no caso da forga
resultante exercida por um circuito fechado ao atuar sobre um elemento de
corrente de um outro circuito, Secao 7.3. A forca de Ampere exercida por um
elemento [ jd@ localizado em 7 ao atuar sobre um elemento Iidii localizado
na origem e direcionado ao longo do eixo z foi apresentada na equagao (7.29).
Até aqui nao foi feita nenhuma consideracdo quanto a estes dois elementos
de corrente pertencerem ou nao a circuitos distintos. Podemos entao consi-
dera-los como pertencendo ao mesmo circuito, como representado na figura
9.10.

Figura 9.10: Queremos calcular a forga do circuito C; sobre o elemento de
corrente I;dl; pertencente ao préprio circuito.

O componente z desta forga é dado pela equagao (7.30). O elemento Lde;
foi considerado como estando localizado na origem e tendo um comprimento
dz;, com a corrente fluindo ao longo do eixo z. Conclui-se entdo que suas
extremidades estao localizadas em (z, y, z) = (0, 0, d¢;/2) e (z, y, z) =
(0, ,0, —dl;/2). Integrando a equagao (7.30) entre estes limites obtém-se
(utilizando a integral principal de Cauchy) novamente um resultado nulo
j& que o resultado da integracdo é uma funcdo par de z. Isto é, ndo ha
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componentes longitudinais com a for¢ca de Ampere quando calculamos a forga
resultante sobre um elemento de corrente devida a todo o restante do circuito
fechado.

O componente x da forca de Ampere é dado pela equacao (7.31). Inte-
grando a forca entre os limites do paragrafo anterior resulta que o primeiro
termo se anula, ja que o resultado da integragao é proporcional a x, sendo
que nos dois limites de integracdo temos x = 0. Ja o segundo termo da
equagao (7.31) é exatamente o componente x da forga de Grassmann dado
pela equagao (7.33). Isto significa que o componente z integrado da forga de
Ampere vai ter exatamente o mesmo valor que o componente x integrado da
forca de Grassmann. Por analogia, o mesmo vai valer para o componente y
destas duas forcas.

Ou seja, fazendo uma adaptagao da prova de Tricker, conseguimos mos-
trar algebricamente que a forga resultante sobre um elemento de corrente
retilineo devida ao restante do proprio circuito fechado ao qual pertence o
elemento de corrente tem exatamente o mesmo valor por Ampere e por Gras-
smann, sendo ainda sempre perpendicular ao elemento. Esta prova é valida
para um circuito fechado de forma arbitraria.
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Capitulo 10
Topicos Finais

Neste ultimo Capitulo trataremos de alguns outros tépicos relacionados com
as forcas de Ampere e de Grassmann como, por exemplo, a comparacao
dos nossos resultados com os valores experimentais. Também discutiremos
a relagao entre forga e indutancia. Por ultimo analisaremos a existéncia de
forca longitudinal em condutores utilizando a forga de Weber entre cargas
elétricas.

10.1 Comparacao com Valores Experimentais

Selecionamos dois artigos experimentais recentes para poder comparar os
nossos resultados tedricos com os valores experimentais.

Peoglos! realizou experimentos com dois dos circuitos que analisamos no
Capitulo 9. O primeiro experimento esta relacionado com o circuito retan-
gular da figura 8.3, apresentado na Subsegao 8.1.3. Neste caso, a ponte é
formada apenas pelo fio retilineo localizado em um dos lados do retangulo.
Neste experimento Peoglos utilizou um circuito quadrado com as seguintes
dimensodes (utilizando a nomenclatura da figura 8.3): a = 2 cm; b = 8 cm;
c=d=e = f =10 cm; sendo o fio de cobre com didmetro de 1,2 mm.
Utilizando uma balanca de torcao Peoglos mediu a forca na ponte para dez
valores de corrente, variando de 0,2 até 2,0 A. O grafico da forga medida na
ponte em newtons, pela corrente ao quadrado no circuito em amperes, F' em
funcao de I?, esta apresentado na figura 5 do seu artigo. Nela podemos ver
que os dez pontos experimentais medidos estao distribuidos ao longo de uma

1[Peo8s].
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reta cuja equacao é: F = 3,0513 x 107712, Este é exatamente o valor que
encontramos ao substituir as dimensoes do circuito quadrado utilizado no ex-
perimento de Peoglos no nosso resultado tedrico representado pela equagao
(8.14). Com seus valores da corrente elétrica, a for¢a medida variou entre
0,5x 1077 e 6 x 1077 N.

O segundo circuito que Peoglos utilizou nos seus experimentos esta re-
presentado na figura 8.10. Os valores utilizados por ele, com a nomenclatura
da nossa figura, sdo: ¢1 = 7,5 cm; 5 = £3 = 10 cm; sendo o fio de cobre
com diametro d = 1,2 mm. No nosso caso utilizamos uma secao reta qua-
drada para fazer os calculos. Para comparar os nossos resultados tedricos
com os valores experimentais, vamos atribuir um valor para w (figura 8.10)
de tal forma que a drea da secdo reta circular utilizada no experimento te-
nha o mesmo valor que a area da secao reta quadrada utilizada nos nossos
calculos: 7d?/4 = w?. Assim sendo, achamos que w ~ 1,1 mm. O gréfico
da forga medida na ponte em newtons, pela corrente ao quadrado no cir-
cuito em amperes, é apresentado na figura 6 do artigo de Peoglos.? Podemos
ver que os pontos experimentais obtidos por Peoglos se distribuem ao longo
da reta de equacao: F' = 11,2 x 107712, Substituindo os valores acima na
equacao (8.48) achamos: F = 11,1 x 107712, Novamente, h4 uma 6étima
concordancia entre os valores experimentais medidos por Peoglos e os nossos
calculos tedricos.

O segundo artigo que utilizamos para comparar com os nossos resultados
tedricos é o trabalho de Moyssides.? Ele também realizou experimentos com
um circuito andlogo ao circuito da figura 8.10. As dimensoes do seu circuito,
com a nomenclatura da nossa figura, sao: o = 123, 7 cm; 3 = 48,0 cm; sendo
os fios de cobre com diametro de 2 e 3 mm. Ele utilizou corrente continua
com valores entre 35 e 140 A. Apresentou resultados de forcas entre 1072 e
1072 N medidas com balanca de tor¢ao. No seu artigo Moyssides nio diz
qual o valor que ele utilizou para ¢;. Isto ndao importa, pois a forga na ponte
devida ao circuito todo independe deste valor, como mostramos no Capitulo
9. Igualando a area da secao reta circular utilizada no experimento com
a area da secao reta quadrada utilizada nos nossos célculos, encontramos:
w = 1,77 mm para o fio de didmetro de 2 mm, enquanto que w = 2,66 mm
para o fio de 3 mm de diametro. Com estes valores os nossos resultados para
a relacao da forca, F, em funcao da corrente ao quadrado, I?, podem ser

2[Peo88).
3[Moy89c].
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expressos das seguintes maneiras: F' = 12,890 x 10~7I? com diametro de 2
mm e F = 12,075 x 107712 com diametro de 3 mm. Os valores experimentais
encontrados por Moyssides para os fios de 2 e 3 mm de diametro foram,
respectivamente: F' = 12,873 x 10771? e F' = 12,298 x 10772,

Mostramos assim que o nosso método analitico de calcular a forga com
as expressoes de Ampere e Grassmann (apresentado no Capitulo 8) conduz a
excelentes predigoes tedricas, confirmadas pelos experimentos citados neste
Capitulo.

10.2 Forcga e Indutancia

Uma maneira para se calcular a forca entre condutores metélicos, evitando o
calculo direto com as expressoes de forga, é a utilizagao do coeficiente de in-
dutancia. Quando temos dois circuitos fechados distintos é facil demonstrar
que a forca entre os circuitos serd o gradiente de uma funcdo que contém o
coeficiente de indutancia mutua entre os circuitos. Para uma demonstracao
deste fato ver nosso trabalho de 1994.* Como exemplo, calculamos a forca
entre os circuitos circulares da figura 2.1 no Capitulo 2, derivando-a da in-
dutancia mutua entre eles.

A mesma relagao ja nao é tao clara entre o coeficiente de auto-indutancia
de um circuito fechado e a forca que este circuito exerce numa parte dele
mesmo. No entanto, alguns autores® utilizam uma relacao entre auto-indutancia
e forga, andloga a relagao existente entre indutancia mitua e forga entre cir-
cuitos fechados distintos, para calcular a for¢ca em determinadas geometrias
de circuito fechado tinico. A vantagem de se utilizar este procedimento nestas
geometrias especificas é que, além de ser trabalhoso o céalculo da forga resul-
tante através da integracao da forca entre elementos de corrente, ja existem
expressoes do coeficiente de auto-indutancia calculadas em diversos manuais.
Exemplos deste procedimento j4 foram discutidos em alguns trabalhos.®

Apesar de acharmos que este procedimento para calcular a forga entre par-
tes de um mesmo circuito fechado através do coeficiente de auto-indutancia
necessita de uma demonstragao, é evidente que ele conduz a resultados cor-
retos. Uma prova deste fato podemos obter comparando as expressoes que

4[Ass94, pags. 98-102].
5Como, por exemplo, [Gro46, Kno49).
5Por exemplo: [Gro46, Capitulo 23], [Gra85a, pags. 204-214] ou [Peo88)].
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calculamos para o coeficiente de auto-indutancia no Capitulo 5 com a forga
calculada no Capitulo 8.

Como primeiro exemplo utilizamos o resultado da auto-indutancia para o
circuito da figura 5.7, equagao (5.11), e a for¢a na ponte do circuito da figura
8.5, dada pela equagao (8.26). Derivando a expressao (5.11) com relagao a
¢y e multiplicando o resultado por I%/2, obtemos exatamente a expressao
(8.26). O segundo exemplo é com os circuitos volumétricos das figuras 5.10 e
8.10. A auto-indutancia do primeiro circuito ¢ dada pela equagao (5.19). De-
rivando esta expressao com relagio a £ e multiplicando o resultado por 1%/2,
encontramos exatamente a forca na ponte de Ampere do segundo circuito,
dada pela equacio (8.48). Como terceiro exemplo,” citamos a casca cilindrica
com corrente superficial na direcdo poloidal, figura 4.4. A auto-indutancia
L deste circuito é dada de forma exata pela equagao (4.6). Podemos obter a
forga resultante atuando numa faixa de comprimento £ e espessura ad¢ que
esta sobre o eixo y calculando a seguinte derivada:®

I?d¢ dL

dF =7 .
y47r da

(10.1)

Utilizando esta expressdo com a auto-indutancia L dada pela equagao
(4.6), obtemos exatamente a equagao (8.60), valor este que havia sido obtido
independentemente integrando diretamente as forcas de Ampere e de Gras-
smann. Deve-se observar que estes resultados, equagdes (4.6) e (8.60), sao
exatos, nao tendo sido feita nenhuma aproximagao para se chegar neles.

Por outro lado, Wesley considera que o método ndo funciona sempre,
como observou ao criticar o trabalho de Peoglos.® Por exemplo, no caso do
circuito retangular da figura 8.3, a forga na ponte é dada pela equagao (8.14).
J& o coeficiente de auto-indutancia deste circuito é dado pela equagao (5.11).
Derivando esta expressao em relacao a altura do circuito, nao se obtém a
equacao (8.14). Concluimos entao que é necessario muito cuidado ao utilizar
este método, pois ainda nao se sabe exatamente em que condigdes ele pode ser
aplicado (ou como aplicé-lo corretamente para que ele dé sempre os resultados
almejados).

Por tdltimo, vamos comentar um fato interessante a respeito da deducao
das expressoes de forca.

"[BA9Sb].
8[Tri65, pag. 108].
9[Wes89].
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A for¢a de Weber dada pela equagao (7.3) pode ser deduzida da energia
potencial de Weber (3.7) ou da energia potencial lagrangiana de Weber.!9 A
forca de Liénard-Schawrzchild dada pela equacao (7.16), que é equivalente
a forca de Lorentz para duas cargas com movimentos arbitrarios, pode ser
deduzida da lagrangiana de Darwin, como vimos na Subsecao 7.2.1. O proce-
dimento analogo para a forca entre elementos de corrente, tanto a expressao
de Ampere dada pela equagao (7.1) quanto a expressao de Grassmann dada
pela equacao (7.10), seria derivé-la a partir de uma energia entre elementos
de corrente. No caso da forca de Ampere, ela deveria ser deduzida da energia
entre elementos de corrente de Weber dada pela equagao (3.14). No caso da
forca de Grassmann, ela deveria ser deduzida da energia entre elementos de
corrente de Maxwell dada pela equacao (3.30). Nao foi este o procedimento
que adotamos. E quem resolver seguir este caminho, intuitivo, vai descobrir
que a partir das energias entre elementos de corrente de Weber e Maxwell
nao sao derivadas, respectivamente, as forgas de Ampeére e Grassmann. O
que estd errado com este procedimento?

O que esta errado é querer derivar a forga entre elementos de corrente
diretamente da energia entre elementos de corrente, da mesma forma que se
deriva a forga entre cargas pontuais da energia de interacao entre tais cargas.
No caso de elementos de corrente este processo nao é mais valido por causa da
aproximagcao que se considera para um elemento de corrente. Por exemplo,
quando derivamos a energia de Weber entre elementos de corrente da energia
de Weber entre cargas, fazemos a aproximacao que a distancia entre as cargas
dentro de um elemento de corrente é desprezivel comparada com a distancia
r entre os elementos de corrente, como discutimos na Subsecao 3.4.2. Assim,
nao podemos esperar que, através de um processo que envolve a derivada da
energia entre elementos de corrente com relagao a distancia r, obtenhamos
exatamente a forga de Ampere. O mesmo raciocinio se aplica para a forga
de Grassmann e a energia entre elementos de corrente de Maxwell.

10.3 Forca Longitudinal
A forca entre elementos de corrente colineares é nula quando calculada com

a expressao de Grassmann (figura 8.2). J4 com a forga de Ampere, existe
uma for¢a longitudinal entre os elementos de corrente (figura 8.1). Este

10/Bue94].
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comportamento da forga de Ampere para elementos de corrente tem sido uti-
lizado como argumento para explicar a existéncia de forgas longitudinais em
circuitos metdlicos. H& diversos experimentos que comprovam a existéncia
desta forca longitudinal em circuitos fechados de corrente. Podemos citar
como exemplo: a propulsdo a jato em liquidos;!! os aceleradores de projéteis
(railgun acelerators);'? o fendmeno de explosio de fios;'? e as explosdes eletro-
dinamicas em liquidos.'* Embora aceitemos a evidéncia experimental sobre
a existéncia de forcas longitudinais, ndo aceitamos as explicagdes dadas a
estes fatos experimentais que utilizam a forga longitudinal de Ampeére entre
elementos de corrente como a responsavel pela existéncia destas forgas lon-
gitudinais em circuitos fechados.!® O motivo para nossa nao aceitacao desta
explicacao envolve aquilo que demonstramos em nossos artigos e neste livro,
a saber:

A forca de Ampere atuando sobre um elemento de corrente e
sendo devida a um circuito fechado tem o mesmo valor que a
forga calculada pela expressdo de Grassmann, como demonstra-
mos no Capitulo 9. O elemento de corrente sobre o qual se calcula
a forca pode pertencer ou nao pertencer a este circuito fechado
de forma arbitraria. Como a forca de Grassmann é sempre per-
pendicular ao elemento que sofre a forca, o mesmo vale para a
forca de Ampere. Portanto, a forga resultante longitudinal em
qualquer pedaco de um condutor retilineo de um circuito fechado
de corrente é nula, para ambas as forcas, nao importando a forma
do circuito.

Como estas experiéncias envolvem circuitos fechados, a forca longitudinal
indicada por estas experiéncias nao é devida a forca de Ampere. Portanto,
nao podemos afirmar que a forca de Ampere explica aqueles fatos experi-
mentais. Ou seja, nossa conclusdo é que assim como a forca de Grassmann
nao pode explicar as forcas longitudinais, o mesmo vai ocorrer com a forga
de Ampere.

Alguns autores tém um ponto de vista diferente do nosso.®

H[Gra82b].

12|Gra86, Gra85a, Gra82a, Gra87c, Gra87h].
13[Gra83, Gra84, Gra85c, Gra87a, Nas85, Asp87].
141G G85, Aze86, Asp86, Gra00).

15[Gra85a).

16[Phi93], [Phi96], [Phi97], [PGIS] e [Phigg].
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A demonstragao de que também a forca de Ampere ndo pode explicar
os experimentos com forca longitudinal deixa uma lacuna aberta na eletro-
dinamica, a saber, a procura por uma explicagao tedrica para os experimentos
citados nesta Secdo que provam a existéncia de forcas longitudinais.

Dentro do contexto que apresentamos neste trabalho, a forca de Ampere
é deduzida da forca de Weber. Uma primeira tentativa natural é aplicar a
propria forga de Weber para explicar a existéncia de tais forcas longitudinais.
Nao é nosso objetivo aqui abordar este assunto por completo. Vamos apenas
iniciar uma linha de pesquisa. Os principais resultados desta Secdo foram
publicados em 1995.17

A explosao de fios é um dos principais experimentos mostrando a existéncia
de forgas longitudinais em circuitos elétricos. Devido a este fato, decidimos
analisar este problema com a eletrodindmica de Weber. Assim, calculare-
mos a forca longitudinal que atua na rede cristalina positiva de uma parte
assimétrica de um circuito retangular. A geometria do circuito analisado é
apresentada na figura 10.1. Temos um circuito retangular dividido nas partes
1, 2, ..., 8 Chamamos de ponte ao pedaco 8 e de suporte aos pedacos de 1
até 7. H4 uma corrente constante I fluindo no circuito.

y
ABL B C __1
——t—t By

6 7 8 1 2

0 X

Figura 10.1: Circuito retangular utilizado para estudar a existéncia de forga
longitudinal nos condutores utilizando a forga de Weber entre cargas elétricas.

Vamos utilizar um modelo simplificado de condutor metalico para faci-
litar estes primeiros calculos. Supomos que o fio é constituido de uma rede
cristalina positiva, fixa em relacdo ao laboratdrio, sendo constituido ainda de
elétrons que se movem em relagao a rede, resultando uma corrente elétrica I.

17[AB9S].
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Calcularemos a forca longitudinal na rede da ponte quando ela néo estd sime-
tricamente localizada no circuito, ou seja, quando A # C', sendo as distancias
A e C indicadas na figura 10.1. Esta forca que vamos calcular é devida a
rede e aos elétrons do circuito todo. Os pedagos 1 e 7 tém o mesmo tamanho
B. Assim, por simetria, ndo precisamos calcular a forca que eles fazem na
ponte, ja que F, W +F7Vg = 0. Evitamos assim calcular a forca entre elementos
em contato.

Substituimos na expressao da for¢a de Weber, equagao (7.3), as cargas ¢,
e g, pela carga contida no comprimento dr, dada por Adr, onde A é a den-
sidade linear de cargas no fio. Supondo o fio neutro temos Ay = —A_ = A
com os sinais + e — indicando, respectivamente, as cargas positivas e nega-
tivas em todos os pedacos. Esta hipétese faz com que possamos desprezar
a parte coulombiana da forga de Weber. Como estamos utilizando corrente
constante e fios retos, conclui-se que a aceleracao é nula para todas as cargas
(desprezando os cantos do circuito).

Vamos calcular a forca das cargas do pedago 2 nas cargas da ponte re-
presentada pelo pedago 8. S6 nos interessa aqui o componente longitudinal
paralelo ao eixo x. Com dq, = \dx,, 7, =, + Dy e ¥, = v,&, para 1 = 2, 8,
substituido no componente x da equagao (7.3) e integrando para os compri-
mentos dos pedagos 2 e 8 da figura 10.1, obtemos:

AoAg (vg — vg)? [A+B+L A4+2B4+C+L 1
s (=t prenes S
dey  2c A+B A+2B+L (g — x3)
Ao Ag (Ug-Ug)Q (B+C+L) (B+L>:|
= — 1 —In{——— . (10.2
dmey  2c2 t B+C . B ( )

Para A\g = Ay e vg = 0 temos os ions positivos da ponte. Com Ag = A_
e vg = V; temos os elétrons livres deslocando-se com a velocidade de arraste
ou de deslocamento em relagdo ao fio representada por V. O mesmo vale
para todos os outros pedacos.

Podemos calcular da mesma forma a forga exercida pelas cargas do pedago
3 nas cargas da ponte representada pelo pedago 8. Com dgz = A3dys, 73 =
(A+ 2B+ C+ L)% + y3y e 7’3 = v37, obtemos:

z
F38_

3
783

A3zAg /A+B+de /Dd { vi+vi\as— (A+2B+C+1L)
4dey JA+B 8 & 2
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303 [rs = (A+2B+C+ L)PP

2¢? 35
 3u3[rs — (A+2B+C + L)|(D — y3)°
2c2 3
3U8U3 [1’8 — (A + 2B + C + L)]2<D — yg):|
c 3
_ e[ (] J(B+C+L)2+D*+D
T drey | 2¢2 . B+C+ L
| (B+C)?*+D*+ D
- B+C
vE — vl D D
+ 2 -
2¢ \\J(B+C2+D2 \/(B+C+L)+ D2
VgU3 B+C+L B+C
+ % 1( )-
c B+C (B + C)?+ D?

_1< (B+C)2+ D2~ (B+C) )
J(B+C+L2+D*— (B+C+1L)
B+C+L H

J(B+C+ L)+ D? (10-3)

onde rg3 = \/[xg —(A+2B+C+ L)>+ (D —y3)*

Procedendo de maneira andloga a descrita para se obter Fi; e Fii, obte-
mos que as forgas das cargas dos pedagos 4, 5 e 6 ao atuarem nas cargas da
ponte representada pelo pedago 8 sao dadas por:

x
F48_

A@ﬂwywmwm< (A+B)2+ D2+ (A+P) )

2c? V(B+C+L2+D*— (B+C+L)

_m<¢M+B+Ly+DLHA+B+Lv>
(B+CR2+D%— (B+0)

47eq

( A+ B+ L L B+C
2¢ \\(A+B+L+D* \/(B+C)2+ D?
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JA+BR+ D \J(B+C+Lp+D? (10.4)

A+ B B+C+ L )}

e &%fél (A+B)?+ D>+ D
57 Urey |22\ A+ B

(A+ B+ L)?+D?>+D
— In )

A+B+L
D D
2¢? (\/(AJFBJFL)2+D2_\/(AJrB)QJrD2>
VUgUs A+ B A+B+ L
G <\/(A+B)2+D2_\/(A+B+L)2+D2
VA+B+L)?+D?+(A+B+1L)
n( (A+ B2+ D+ (A+B) )

T (‘W))} , (10.5)

As g (vg—vﬁ)Q{ <B+L> (A+B+L>}
Fr = — 1 —In{——— . 10.
ST Yre, 22 |\ B "\T4A+B (106)

2 2
vg — U5

Somando Fog com Fgg, com vy = vg € Ay = g, obtemos zero se A = C,
para qualquer valor de B:

ﬁzg + ﬁ@g = 6 se A=C. (107)

Os pedagos 1 e 7 tém o mesmo comprimento. Além disso, eles estao
situados simetricamente em relacdo a ponte 8, assim como os pedagos 2 e
6. O resultado dado pela equacdo (10.7) mostra que a soma das forgas dos
pedagos 1 e 7 nas cargas da ponte também ¢ igual a zero, como haviamos
suposto anteriormente:

ﬁ18+ﬁ78 :6, (10.8)

supondo também que v; = v; e A} = A7
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Para obter a forca longitudinal nos fons da ponte devida a todo o circuito
basta adicionarmos todos os componentes x das forcas dos fons positivos e
dos elétrons dos pedagos de 2 a 6 atuando nos ions positivos da ponte. Estas
forgas exercidas pelos fons positivos e pelos elétrons serao representadas por
F, e F_, respectivamente. Isto porque a forga que os ions positivos e os
elétrons da ponte fazem nos fons positivos da ponte é obviamente nula. Para

obter F, fazemos Ay = ... = A\g = A\g = A, assim como v, = ... = vg =vg =0
nas equagoes (10.2) até (10.6). E para obter F_ fazemos Ay = ... = \g = A_,
As = Ay, assim como vy = v5 = vg = Vy e v3 = vy = —Vj nas equagoes (10.2)

até (10.6). Fazendo isto chega-se ao seguinte resultado:

F++F7 -

Mo[2 I <A+B+L>71n<B+C+L)
A+ B B+C

(A+ B+ L2+ D>+ (A+B+1)
( J(A+B)2+ D+ (A + B) )
J(B+C+L2+D*+(B+C+L)

- ( JB+CP+D*+(B+C) )

ln(\/(B+C+L)2+D2+D)
(B+C)2+ D2+ D

ln(\/(A+B+L)2+D2+D)
(A+B)?2+D?2+D

+

A+B+D A+B+D+L
JA+BP+D* \[(A+B+Ly+D?
B+C+D+1L B B+C+D
V(B+C+ L)+ D? WB+CV+DJ}

(10.9)

onde substituimos [AVy| por I e ¢ por 1/pgeq.

Este resultado foi publicado pela primeira vez em 1995.%

Calculando a forga que o circuito todo (rede + elétrons) faz nos elétrons
da ponte, obtemos exatamente o resultado acima, equagao (10.9), multipli-

18] AB95].
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cado por —1. Isto era de se esperar, pois quando somamos esta for¢ca com
aquela dada pela equagao (10.9), o que estamos obtendo é exatamente o
componente longitudinal da forca de Ampere.'® Mas ji demonstramos ser
nulo este componente longitudinal da for¢a de Ampere para um circuito de
corrente fechado, ndo importando a localizacao da ponte.

Analisemos agora esta forga longitudinal nos fons positivos da rede. Para
isto consideremos o circuito da figura 10.2.

VA

D/4 D/2 D/4

E F

L,

0 X

Figura 10.2: Circuito quadrado com ponte simetricamente situada em um de
seus lados.

Neste circuito temos A+2B+C+L =D, A+ B=B+C =D/4e
L = D/2, de tal forma que a ponte estd simetricamente localizada no circuito
quadrado. A ponte é composta de duas partes iguais que designamos por
metade direita e metade esquerda. Cada uma dessas metades tem entao o
comprimento de D/4. Substituindo estes valores na equagao (10.9) obtemos
que a forga longitudinal exercida nos ions positivos da metade esquerda da
ponte exercida pelo resto do circuito (incluindo a metade direita) é dada por
0,27(pol?/47), apontando para a esquerda. Esta forca é independente do
valor do comprimento D. Com uma corrente de 6 x 1034 obtém-se entao
uma forca de aproximadamente 0,7N. Esta mesma forca, calculada para
a metade direita, tem o mesmo valor mas apontando para a direita, como
indicado na figura 10.3.

9Derivamos a forca de Ampere da forca de Weber na Subsecao 7.1.1.
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Figura 10.3: Ponte dividida em dois pedacos iguais e a forga devida ao circuito
da figura 10.2 que atua nas cargas positivas de cada metade.

Em um experimento com uma geometria deste tipo (apesar do resto do
circuito nao ser claramente especificado) e correntes desta ordem de mag-
nitude, um fio de aluminio de 1,2 mm de didmetro e 1 m de comprimento
se quebrou em vérios pedacos.?’ A analise dos fragmentos indicou que o
fio foi quebrado no estado sélido devido a uma tensao mecanica e nao, por
exemplo, devido a derretimento ou aquecimento Joule. Este fio de aluminio
estava mecanicamente desconectado do resto do circuito e o representamos
pela ponte do nosso circuito na figura 10.2. Nas extremidades dos pontos F
e I desta figura hé arcos elétricos fechando a corrente através do circuito,
mas permitindo que a ponte esteja mecanicamente desconectada do suporte.
Como a ponte estd mecanicamente desconectada do resto do circuito, ela
nao sofre qualquer forca mecanica ou tensao exercida pelo suporte. Ou seja,
a forga de Ampere ou de Grassmann na direcdo —Z atuando no pedago 5
da figura 10.1 e a forga na direcdo +2 atuando no pedago 3 nao podem ser
transmitidas a ponte L devido a ela estar mecanicamente desconectada do
restante do circuito. A forga longitudinal resultante na ponte é obviamente
nula. Apesar disto ela deve estar tensionada, o que é representado pelas
forgas opostas atuando na metade esquerda e na metade direita da figura
10.3. Como discutimos nesta Secao, esta forca calculada com a expressao de
Weber é da ordem de 1N. Por outro lado, a forca necessaria para romper um
fio de aluminio é da ordem de 50 a 500N/mm?, como discutido por Gray.?!
Isto mostra que naquele experimento pode nao ter sido a forca de Weber a
responsavel pela explosdo do fio. Contudo, é importante ressaltar que nao
levamos em conta nestes calculos a possivel variagao com a temperatura da
forga necessédria para romper o metal. Em um experimento de explosao de
fios, a temperatura que o fio de aluminio atinge nos instantes anteriores a sua

20[Gra83].
21[Gra63, pag. 48).



170 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis

ruptura é da ordem de milhares de graus. Caso a tensdo necessaria para rom-
per um fio metélico diminua com a temperatura, a explicacdo da explosao de
fios pela forca de Weber passa a ser possivel. Infelizmente nao temos dados
experimentais para decidir esta questao.

10.3.1 Conclusoes

Obtivemos entdao uma forca longitudinal atuando sobre os fons ao utilizar a
expressdao de Weber. Quando comparamos esta forca com um experimento
real de explosao de fio, encontramos que esta tensao era duas ordens de
grandeza menor que a tensdo necessaria para romper o fio. Apesar deste
fato, vamos analisar um pouco mais as consequéncias de tal forga.

Ela atua nos fons positivos e vimos também que uma forca oposta a esta
atua nos elétrons. Considerando que estamos no estado estaciondario, esta
forga nos elétrons precisa ser anulada por alguma outra forca, ja que eles se
deslocam em relacéo ao fio com uma velocidade constante no caso de corrente
constante. A forca eletromotriz da bateria ja é anulada pela resisténcia do
fio. Consequentemente, esta forga extra nos elétrons provocard um actimulo
de elétrons no centro de cada um dos lados do circuito, ocorrendo uma com-
pressao dos elétrons, enquanto que os fons positivos estao tensionados, sendo
impulsionados em dire¢ao aos vértices do circuito. No equilibrio, esta concen-
tragao de cargas no centro de cada um dos lados do circuito deve equilibrar
esta compressdo, fazendo com que se anule a forga resultante atuando sobre
os elétrons de conducao.

Nao levamos em conta esta nova distribuicdo de cargas no calculo que
apresentamos nesta Se¢do. Uma consequéncia desta nova distribuicao de
cargas ¢ que haverd, no equilibrio, uma repulsao coulombiana adicional en-
tre os elétrons, a qual nao existia anteriormente quando consideramos uma
corrente neutra. Os efeitos desta repulsdo coulombiana nao serdo analisados
aqui.

Outro aspecto a ser mencionado é que, em experimentos de explosao de
fios, em geral se utiliza uma descarga de um banco de capacitores gerando
um pulso de corrente, ao invés de se utilizar uma corrente constante devida
a uma bateria quimica. Este fato indica que a explosdo de fios acontece com
uma corrente transiente que estd variando no tempo (sendo na maioria dos
casos uma senoide amortecida), enquanto que a andlise apresentada nesta
Secao ficou restrita a correntes constantes.
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10.4 Questoes Nao Resolvidas e Perspectivas
Futuras

Apesar de termos mostrado neste livro que nas situagoes de circuitos fechados
h& uma equivaléncia exata entre as expressoes de Ampere e de Grassmann,
isto nao esgota o problema. H& diversas situagoes que ainda faltam ser anali-
sadas e que podem levar a previsoes diferentes entre estas duas forgas. Caso
isto aconteca, vai ser possivel tentar distingui-las experimentalmente e ver
qual delas estara de acordo com os dados observacionais. As provas apresen-
tadas aqui da equivaléncia entre as duas formulagdes basearam-se em linhas
fechadas de corrente e sempre que isto deixar de ser valido a questao fica em
aberto.

A primeira situacdo onde pode haver uma distin¢ao entre estas duas ex-
pressoes € no caso de correntes variaveis em circuitos fechados longos. Neste
caso pode ser que a corrente nao tenha a mesma intensidade em todos os
pontos ao longo do circuito, podendo haver acimulo de cargas, apesar de
o circuito ser fechado. Esta situagdo poderia ser verificada em um cabo
telefénico longo ou em fios transatlanticos.

Outras situacoes envolvem circuitos fisicamente ou mecanicamente aber-
tos. Como primeiro exemplo citamos a carga ou descarga de um capacitor
(ou de um banco de capacitores) em que a separacao d entre as placas nao
seja muito menor do que o comprimento ¢ do circuito.

Como segundo exemplo citamos o caso de um fio reto finito de compri-
mento £ e secao reta circular de raio a tal que £ > a, fio este interagindo com
um ima permanente de comprimento L e forma cilindrica. Para simplificar a
analise supomos o ima centrado na origem e apontando ao longo do eixo z,
com os pdlos norte e sul localizados em +L/2 e —L/2, respectivamente. O
fio reto é considerado no plano z = 0, paralelo ao eixo y, com seu centro em
(x, y, z) = (b, 0, 0) e extremidades em (x, y, z) = (b, £¢/2, 0). Mantendo
o fio sempre no plano z = 0 e paralelo ao eixo y, fazemos com que ele oscile
(devido a uma forga mecanica externa) se aproximando e se afastando do ima
(por exemplo, com b = b, + ¢, cos(wt)). O ima é sempre mantido em repouso
no laboratério. Como o campo magnético devido ao ima vai ser sempre pa-
ralelo ao eixo z em todos os pontos do fio e o movimento do fio é paralelo
ao eixo x, conclui-se que vai ser induzida no fio uma corrente alternada na
dire¢do de seu comprimento (paralela ao eixo y). Neste caso e considerando
apenas a corrente no fio, conclui-se que a expressao de Ampere vai prever
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uma tracao no fio dada pela equacao (1.3) do Capitulo 1, enquanto que a
expressdao de Grassmann ndo vai prever nenhuma tracdo. A existéncia ou
nao desta tracao poderia ser verificada experimentalmente.

Pode-se argumentar que nestes casos também existirdao apenas corren-
tes fechadas, utilizando a corrente de deslocamento de Maxwell. Por outro
lado ainda nao é claro se esta corrente de deslocamento exerce ou nao forga
mecanica. Serd que a corrente de deslocamento pode exercer uma tracgao
no fio que faria com que ele se rompesse? Mesmo que isto ocorra, serd que
ela vai dar exatamente o mesmo valor que a forga de Ampere? Todas estas
sao questoes ainda em aberto que precisam ser exploradas e analisadas com
cuidado.

Como terceiro exemplo citamos a experiéncia de Pappas e Vaughan?? com
uma antena-Z. A situacdo é a de uma antena no plano z = 0 ligada entre os
pontos (z, y) = (a/2, a/4), (a/2, 0), (—a/2, 0) e (—a/2, —a/4), sendo que
o comprimento total da antena é de 3a/2. Ela é suspensa por um fio de nylon
vertical em z = 0 e excitada pelo centro em varias frequéncias. Esta é uma
outra situacao de circuito aberto, com uma corrente alternada circulando na
antena. De acordo com as figuras 8.1 e 8.2, seria de se esperar um auto-torque
na antena de acordo com a expressao de Grassmann mas nao de acordo com
a expressao de Ampere. Contas detalhadas mostrando o valor do auto-torque
com a forca de Grassmann e a ndo-existéncia deste auto-torque com as forcas
de Ampere ou de Weber encontram-se em trabalhos de Wesley.2> Nenhum
torque foi observado na experiéncia, o que esta de acordo com as forcas de
Ampere e de Weber, mas nao esta de acordo com as forcas de Grassmann ou
de Lorentz. Pappas e Vaughan ainda consideraram varias possibilidades que
pudessem explicar este fato dentro da eletrodindmica de Maxwell-Lorentz,
ou seja, encontrar um contra-torque que cancelasse o auto-torque previsto
pela forga de Grassmann, mas nada foi obtido. Em particular, consideraram
os seguintes aspectos: a agao eletrostédtica surgindo do acumulo de cargas
devido a este ser um circuito aberto, a acao retardada das cargas elétricas
sobre a antena, a acao da corrente de deslocamento ao redor da antena e a
acao do momento angular do campo eletromagnético.?*

Varios outros exemplos similares podem ser discutidos mas estes casos
discutidos nesta Segao ja sao suficientes para dar uma ideia da profundidade

22[PV90] e [Pap93].
23[Wes90b] e [Wes91, Secio 6.9].
24[PV90].
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de tal questao.

Embora todas estas situacoes sejam importantes e nao triviais, sao ne-
cessarias mais experiéncias antes de se chegar a uma conclusao final. De
qualquer forma, toda esta discuss@o mostra um grande campo de pesquisa
que ainda falta ser explorado tanto teoricamente quanto experimentalmente.



174 Marcelo Bueno e A. K. T. Assis



Capitulo 11

Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho apresentamos um método de céalculo do
coeficiente de indutancia que permite a obtencdo de resultados analiticos
dentro da aproximacao que se queira. Demonstramos a sua utilidade através
da comparacao dos resultados obtidos por este método com os resultados
obtidos por meio dos métodos tradicionais de aproximacao. Provamos que
as expressoes de Neumann, Weber, Maxwell e Graneau para o céalculo da
auto-indutancia sao diferentes entre si no caso de circuitos abertos, embora
sejam iguais entre si no caso de circuitos fechados de formas arbitrarias.
Utilizamos este mesmo método de calculo no estudo da forca entre condu-
tores metdlicos na segunda parte deste trabalho. O problema de divergéncia
com as expressoes para o cédlculo da forga entre partes de um mesmo cir-
cuito fechado também foi extensivamente tratado neste trabalho, onde aper-
feicoamos um método utilizado pela primeira vez na literatura por Wesley!
para se obter resultados analiticos. Constatamos que néo existe diferenca
entre as forcas de Ampere e Grassmann para o caso de circuitos fechados
conduzindo correntes constantes, como afirmaram erroneamente alguns au-
tores.? Para chegar a nossa conclusao foi essencial levar em conta dois impor-
tantes fatores negligenciados por estes outros autores, a saber, a utilizagao
de circuitos com linhas de corrente fechadas e a inclusdo no célculo com a
expressao de Grassmann da forga que uma parte do circuito faz nela mesma.
A importancia deste segundo fator é devida ao fato que a forga de Grass-
mann nao satisfaz o principio de acao e reagdo entre elementos de corrente,
enquanto que a forca de Ampere sempre satisfaz este principio, ndo impor-

[ Wes90a].
2Ver, por exemplo, [Gra85c, Wes90a, Pap90].
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tando a orientagao dos elementos de corrente. Estes resultados, obtidos com
circuitos especificos, foram confirmados através da comparacdo de nossos
calculos com os dados obtidos de experimentos. Nossos resultados também
foram generalizados para quaisquer circuitos de corrente fechadas tendo for-
mas arbitrarias.

Discutimos agora o trabalho de Cavalleri e colaboradores.? Eles realiza-
ram uma experiéncia para medir a forga resultante atuando sobre uma parte
movel de um circuito fechado e mostraram que esta medida estava de acordo
com o calculo tedrico utilizando a forga de Grassmann. Concluiram entao
que a experiéncia que realizaram era uma prova da eletrodinamica cléssica
baseada nas forgas de Lorentz e de Grassmann. Contudo, varios autores
tém demonstrado nos ultimos anos que as forgas de Ampere e de Grassmann
sempre fornecem o mesmo resultado quando calculamos a forga resultante
atuando sobre uma parte de um circuito fechando, desde que todas as linhas
de corrente sejam fechadas.* O que podemos dizer entdo é que o resultado
experimental de Cavalleri pode ser igualmente explicado tanto pela forga de
Grassmann quanto pela forga de Ampere. Este foi o tema principal deste
livro. A experiéncia de Cavalleri ndo “prova’ o eletromagnetismo classico
(equagbes de Maxwell, forga de Lorentz e forca de Grassmann), ja que ele
também pode ser explicado quantitativamente pela for¢a de Ampere entre
elementos de corrente e pela eletrodinamica de Weber.

O conhecimento no século XIX da equivaléncia entre as forgas de Ampere
e Grassmann para a interagdo entre um circuito fechado e um condutor ex-
terno a ele restringiram a procura por uma distingdo entre estas forcas a
experimentos com circuitos tinicos. Demonstramos agora que mesmo nestas
situagoes também existe uma completa equivaléncia entre as duas expressoes
de forca. Portanto, outros tipos de experimentos tém que ser utilizados na
procura por uma solugdo para esta controvérsia.

A equivaléncia entre estas expressdes em situacoes de circuito fechado
é reivindicada por alguns autores nos ultimos anos. Jolly e Ternan® apre-
sentaram demonstragoes da equivaléncia que estdo restritas ao caso magne-
tostdtico, ou seja, no qual é valida a seguinte relacdo: V - J = 0. Como
nos experimentos utiliza-se descarga de bancos de capacitores (como nas ex-

3[CBTS98).

4[Jol85], [Ter85a], [Ter85b], [Chr87], [Chr88], [Peo88], [Chr89], [Str89b], [Str89a],
[Moy89c|, [AB96], [BA97b], [BA97a], [BA98al|, [BAI8b], [BAO1] etc.

5[Jol85] e [Ter85a).
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periéncias de explosao de fios) e corrente pulsada,® estas demonstragoes siao
limitadas. Christodoulides apresentou uma demonstracdo da equivaléncia
que nao tem esta limitacdao.” No entanto, sua demonstracio possui alguns
problemas matematicos de convergéncia e singularidade indicados por outros
autores.® Christodoulides ndo mostrou na pratica como resolver estes pro-
blemas apontados pelos outros cientistas. A demonstracdo da equivaléncia
entre as forcas de Ampere e Grassmann que apresentamos neste trabalho,
além de néo estar limitada ao caso magnetostatico, nao possui os problemas
apontados por Pappas e Cornille & demonstracdo de Christodoulides.

Com estas demonstragoes fica evidente que os efeitos de interacao lon-
gitudinal entre condutores metélicos (claramente demonstrados através de
inimeras experiéncias, principalmente aquelas realizadas por Graneau) nao
podem ser atribuidos a for¢ca de Ampere. Também nao podemos demonstrar
a nao validade da forga de Grassmann através de experiéncias como estas
que utilizam circuitos fechados conduzindo correntes constantes. Vemos cla-
ramente dois caminhos a seguir para distinguir a forga de Ampere da forca de
Grassmann, ou entao para distinguir a for¢ca de Weber da forca de Lorentz.

O primeiro, de cunho teérico, iniciamos neste trabalho através do estudo
da interacao longitudinal entre condutores metdlicos com a forca de Weber.
Vimos na situacao de estado estacionario que analisamos (o experimento de
explosao de fios) que apesar de existir uma forga longitudinal prevista pela
forca de Weber, ela nao é suficiente para explicar a ordem de grandeza dos re-
sultados experimentais, a nao ser que a tensao necessaria para romper um fio
diminua com a temperatura, o que é bem provavel. Infelizmente nao conhece-
mos dados experimentais suficientes para decidir esta questao. Apesar disto,
esta forca longitudinal de Weber determina uma nova distribuicao de cargas
dentro do condutor que nao foi levada em consideragao aqui e que precisa ser
estudada em detalhes. Também néo foram levados em conta nesta ultima
analise utilizando a forga de Weber os termos de aceleragdo que existem em
uma corrente originada pela descarga de um banco de capacitores.

O outro caminho é experimental. Ou seja, experimentos realizados com
cargas movendo-se dentro de cascas esféricas dielétricas carregadas podem
decidir no futuro qual das duas expressoes de forca esta errada, a de Weber
ou a de Lorentz, j& que ambas fornecem resultados diferentes nesta situacao.”

5Ver, por exemplo, [Peo88].
7[Chr87].

8[Cor89, Pap90).

9[Ass92a, Ass93].
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Este topico pode levar a resultados importantes no futuro. De acordo com
a eletrodinamica de Weber uma carga teste acelerada dentro de uma casca
esférica uniformemente eletrizada deve se comportar como tendo uma massa
inercial efetiva que depende da quantidade de carga distribuida sobre a casca
esférica. Este efeito ndo deve ocorrer de acordo com a forga de Lorentz. Al-
gumas experiéncias comecaram a ser realizadas para testar este efeito, mas
os resultados ainda sao conflituosos.'® Concordamos com Costa de Beaure-
gard e Lochak de que se este efeito previsto pela eletrodindmica de Weber
for confirmado por pesquisas independentes, teremos um marco importante
para o futuro da fisica.!!

Com este livro esperamos ter contribuido para um assunto importante
e nao totalmente esclarecido: o estudo dos fundamentos da eletrodinamica
através da anédlise da forca entre condutores de corrente. Este é um tema
ainda em aberto, tanto teoricamente quanto experimentalmente. Com este
trabalho esperamos ter resolvido diversos aspectos tedricos, sem contudo ter
fechado a questao.

Em analogia ao que Isaac Newton afirmou na Nota a primeira edigao
do seu livro éptica,m nossa finalidade tnica ao publicar a presente obra
foi comunicar os cédlculos que realizamos e as conclusées a que chegamos,
deixando o restante a outros para uma pesquisa posterior.

10[Mik99], [Mik01], [Mik03] e [JPO4).
1ICLY9).
12|New96, pag. 31].
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Apeéendice A

Método de Aproximacao das
Integrais

Na maioria das situagoes experimentais que envolvem condutores metalicos
o diametro do fio é muito menor que qualquer comprimento caracteristico do
circuito do qual ele faz parte. Nestes casos podemos aplicar a aproximagcao
de elementos de corrente filiformes para calcular as indutancias e forgas, ex-
ceto para as partes que estao se tocando. Nesta ultima situagdo precisamos
utilizar elementos de corrente superficiais ou volumétricos para evitar resul-
tados divergentes que fornecem valores infinitos. Nao sendo nestas situagoes,
podemos utilizar elemento de corrente linear. O resultado é uma excelente
aproximagao do valor experimental medido, como podemos constatar com
a comparacao dos cédlculos para o circuito da figura 8.3 com os resultados
experimentais, ver a Secao 10.1.

Nem sempre é facil calcular as integrais quadruplas ou séxtuplas que apa-
recem nos problemas onde nao se pode utilizar elemento de corrente linear.
Muitas vezes o resultado exato obtido com estas integragoes quadruplas ou
séxtuplas é inutil. O que é realmente necessario é ter uma boa aproximagao
do resultado final até uma determinada ordem. Assim, ao invés de se fazer o
calculo exato das integrais e depois a expansao deste resultado até a ordem
desejada, faz-se a aproximagao nas integragoes.

O método que utilizamos foi o seguinte. Sejam a e w constantes tais que
w < a. Seja f uma funcao real a valor real e T' a sua integral no intervalo
la,a + w]:
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T= /a‘”w f(z)dz = Fla+w) — F(a) , (A1)

onde F'(z) = f(x).
Facamos uma expansao em série de Taylor deste resultado integrado para
w = 0:

T = {F(a) +wF'(a) + %F”(a) +0W?)| - F(a)
= wF'(a) + fF"(a) + O(w?)
= wf(a)+ 5 f'(@) + 0" . (A.2)

Portanto, para obtermos o resultado de T" expandido em série de Taylor
até segunda ordem em w, nao precisaremos calcular F'(z), que é a primitiva
da fungao f(z). Para obter T basta que f(a) e f'(a) estejam definidos.

E extremamente importante que f(a) e f'(a) tenham valores definidos.
Como as nossas integrais sdo multiplas, alguns cuidados precisam ser toma-
dos. Consideremos, como exemplo, a integral dupla:

atw b+w
SE/aJr alx/bJr dyf(xz,y) . (A.3)

Com as condigoes w < a e w < b podemos escrever:

S = /aa+w dx {wf(x, b) + %2fy(a:, b) + O(w?)
= Wf(a,b) +OW?), (A.4)

onde f, = df/0y.

Precisamos entéao verificar se a fungao f(x,y) estd definida tanto em x = a
quanto em y = b. As vezes a prépria funcao f(z,y) depende de w. Temos
entao que garantir que além de f estar definida no ponto (a,b), o seu limite
quando w tende a zero tem de existir e ser finito. Este cuidado também deve
ser tomado com relagao as derivadas.

Como um exemplo de uma varidvel, consideremos a = 0 e f(z) = (w? +
2%)'/? na equacao (A.1). Resolvendo a integral exatamente obtemos:
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-1
,V2 5 senh (1)
=w—Fw—".
2 + 2
Agora vamos utilizar o método de aproximagao sem verificarmos os limites
de f(a) e f'(a) quando w tende a zero. Com a equacao (A.2) vem que:

T (A.5)

T=uw"+0w) . (A.6)

Comparando o resultado exato dado pela equacao (A.5) com o resultado
da aproximagcao dado pela equagao (A.6), concluimos que o método nao fun-
cionou. O problema estd no limite de f,(x,w) quando x e w tendem a zero.
Para o exemplo acima este limite é uma indeterminagao do tipo 0/0.

Portanto, s6 podemos utilizar corretamente a expansdo do integrando
em série de Taylor para aproximar o valor da integral, se nao existirem os
problemas que acabamos de expor. Em todos os cédlculos das integrais que
resolvemos exatamente e depois expandimos o resultado, houve igualdade
quando comparamos este resultado com o resultado da aproximagao da in-
tegral, desde que verificadas as condicGes expostas neste Apéndice.
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Apéndice B

Exemplo do Método de
Aproximacao

Neste Apéndice vamos aplicar o método de aproximacao de integrais, des-
crito no Apéndice A, ao célculo das integrais da equagao (8.22). A primeira
aproximagao que podemos fazer é nos limites de integracao das variaveis ys
e 9. Como vamos considerar w < f1 e w <K {5, ao invés de y5 variar de ¢ a
ly —w e yg variar de w a ¢, podemos simplificar o intervalo de variacao para,
respectivamente, ¢; a f5 e 0 a £1. Reescrevendo a expressao (8.22) para esta
primeira aproximacao, temos:

_[2 "W '1{2 "W f]
F = Ho / d:z:5/ dy5/ d:vﬁ/ dye
4mw? Jo 0 0 0

y < 3(ys — y6)°

(x5 — 26)% + (y5 — 3/6)2]5/2

_ 2(y5 - yﬁ) ) ) (Bl)

(25 — z6)* + (y5 — y6)?]/2

Primeiro integramos sem aproximacao nas variaveis ys e yg. O resultado
¢ dado por:

[2
F = Ho / da:r/ dzg| senh ™! bL=b
4rw? |$5*$b|

1 —1 62
‘[<x5—x6> AT (—I)
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_ I 4y
+ senh !
Sett <x5 — x(,-) + [(z5 — 26)% + (3]1/2

Gl
oA B2

Nao podemos utilizar a aproximagao destas integrais nas parcelas que
divergem quando x5 — x4. Precisamos integrar mais uma vez para ver se
a divergéncia desaparece. Como as outras parcelas que nao divergem sao
facilmente integraveis, também vamos calcular as integrais na varidvel xg
sem aproximacao. O resultado é dado por:

I? qw
r o= Ho / dws | x5 senh ~! L=h — (w — x5)senh ™!
drw? Jo Ts -

— xssenh ! (62) — (w — x5) senh ( b ) + x5 senh 1 ( 1)
Ts W — s Ty
1 0
+ (w—x5)senh — [ —— || . B.3)

w — Tp

Na expressao acima podemos expandir os termos do integrando em série
de Taylor na varidvel x5 ao redor de x5 = 0, até primeira ordem em w/¢, com
¢ podendo representar ¢; ou {. Fazendo a expansdo obtemos:

. ,u()IQ /“’ gg E
F = i Jo dacg,[wln( 0 + wln(24)

— s In(as) — (w — 25) In(w — 25) + O (jﬂ . (B4)

O resultado acima é facilmente integravel na variavel xs. Resolvendo as
integrais chegamos ao seguinte resultado:

/1,012 51 62 —El 1 (w>3
F="—1In In In24+-4+0(- . B.5
47 { (w) + ( ly tine 2 + 14 (B.5)
Esta expressao é igual ao componente y da equagao (8.25), que foi calcu-

lado fazendo-se a expansao em série de Taylor até segunda ordem em w/¢ do
resultado exato da integracao da equagao (8.22).
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Assim, mostramos que quando utilizado de maneira correta, levando em
consideragao as divergéncias descritas no Apéndice A, o método de apro-
ximacgao das integrais permite que obtenhamos o mesmo resultado que a ex-
pansao em série de Taylor da integracao exata. Este método é extremamente
1til no caso das integracoes séxtuplas com elementos de corrente volumétricos
para calcular indutéancias e forcas.

Indicamos claramente no livro os cédlculos exatos ou aproximados que rea-
lizamos. No caso de calculos aproximados, sempre explicitamos as condigoes
de validade do resultado.
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