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ORLICZ UZAYLARININ TEORISI VE UYGULAMALARI | 3

1. ON BILGILER

1.1 TOPOLOJIK UZAYLAR

Bu kisimda kitap boyunca kullanilacak gerekli kavramlar tanitilacaktir.

Bir topoloji, anlamli bir siireklilik kavramini desteklemek icin gereken minimum yap1
olarak diisiiniilebilir. Sezgisel olarak bir fonksiyon, tanim kiimesindeki birbirine yakin nok-
talari, goriintii kiimesindeki birbirine yakin noktalara gotiiriiyorsa siireklidir. Dolayisiyla,
x noktasin1 y noktasina esleyen siirekli bir fonksiyon aym1 zamanda x noktasina yeterince
yakin olan tiim noktalar1 y noktasina yeterince yakin noktalara eslemelidir. Buradaki temel
bilesen, noktalar arasindaki uzakliklarin niceliksel olarak degerlendirilmesi degil, yakin ol-
manin niteliksel kavraminin degerlendirilmesidir. Bu kavram hangi kiimelerin "acik” oldugu
belirtilerek bicimsel olarak belirlenir. Buradaki fikir ise topolojik bir uzayin bir alt kiimesinin
bir x noktasin icerdiginde, x’e yeterince yakin olan tiim noktalar1 da iceriyorsa agik olarak
nitelendirilmesidir.

Bu "aciklik” kavramini asagidaki gibi aksiyomatik olarak veriyoruz. Ote yandan, topolojik
uzaylar i¢in aksiyomlar bizim amaglarimiz i¢in fazlasiyla genistir. Sonug¢ olarak, bize gore
ilgisiz olan davramslar1 diglayan ek kosullari belirlememiz gerekmektedir. Thtiyaclarimiza en
uygun iki kosul metriklenebilirlik ve ayrilabilirliktir. Esas olarak bir metrikten kaynaklanan
topolojilerle ilgileniriz. Ote yandan, her topolojinin bir metrik tarafindan olusturulmayacagini
da vurgulayalim.

Bir X kiimesinin alt kiimelerinin ailesi T olsun. Eger 7 asagidaki aksiyomlar1 saglarsa
topoloji olarak adlandirilir.

(i) Bos kiime ve X kiimesinin kendisi 7 ailesine ait.
(ii) T ailesine ait kiimelerin herhangi sayida birlesimi 7 ailesine ait.
(iii) 7 ailesinin sonlu sayida kiimesinin kesisimi 7 ailesine ait.

Bir topolojiyle donatilmis kiimeye topolojik uzay denir. Eger topolojinin belirtilmesi gereki-
yorsa (X, 7) gosterimini kullanacagiz. Yine, 7 ailesinin her elemani, 7 topolojisine gore agik
kiime ya da kisaca agik kiime olarak adlandirilir.

Keyfi X kiimesindeki topolojinin en basit 6rnegi #(X) ayrik topolojisidir. Burada X’in
tim alt kiimeleri agik kiime olarak alinir. Topolojik uzayin bir bagka standart 6rnegi agik
kiimeleri, agik araliklarin sonlu veya sayilabilir birlesimi olan R reel sayilardir.

Tanmm 1.1.1. X bir topolojik uzay ve x € X olsun. Bir U € X kiimesi, eger x € U ve U agik
ise x noktasinin acik komsulugu olarak adlandirilir. Eger bir U kiimesi, x noktasinin bir agik
komsulugunu iceriyorsa x’in komsulugu olarak adlandirilir.

Keyfi x,y € X noktalar i¢cin x # y olmak iizere x’in bir U komsulugu ve y’nin bir V
komsulugu U NV = 0 olacak sekilde varsa X topolojik uzayina Hausdorff uzay1 denir.
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Tamim 1.1.2. X topolojik uzay ve x € X olsun. X’in alt kiimelerinden olusan bir 8 ailesinin
tiim elemanlari, x noktasinin komguluklar ise ve x’in herhangi bir U komgsulugu i¢in V € U
olacak sekilde x’in bir V € B komsulugu varsa, 8 ailesine x noktasinin bir komsuluk tabani
ya da yerel taban1 denir.

Bir topoloji yerel olarak da tanimlanabilir, yani tiim agik kiimelerin ailesinden baslamak
yerine acik komguluklarin tabani ile tanimlanabilir. Bdylece, X kiimesinin her x noktasi i¢in
asagidaki 6zelliklere sahip bos olmayan bir U, kiime ailesi verildigini varsayalim.

(i) EgerU € U, isex € U,
(i) Eger Uy, U, € U, ise Uz C U| N U, olacak sekilde bir Uz € U, vardir,
(iii) Eger U € U, ve y € U ise bir V € U, vardir dyle ki V € U saglanur.

Bu durumda X iizerinde, U, ailelerinin karsilik gelen noktalari icin komsuluk tabani
oldugu bir tek topoloji vardir. Bu topoloji su sekilde verilir.

Eger bir x noktasinin bir U € U, komsulugu A kiimesi tarafindan kapsaniyorsa, x noktasi
A kiimesinin bir i¢ noktasi, eger A kiimesinin tiim noktalar1 i¢ noktalar ise A kiimesi a¢ik
kiime olarak adlandirilir. Bir baska deyisle, bir kiimenin ag¢ik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
noktalarindan herhangi biriyle birlikte, o noktanin komsulugunu da icermesidir.

Tanmm 1.1.3. (X, 1) topolojik uzay ve 8B, X kiimesinin acik alt kiimelerinin bir ailesi ol-
sun. Eger her agik kiime $B’deki kiimelerin birlesimi ise, B topoloji i¢in bir taban olarak
adlandirilir. Bu durumda, bir V' € 7 agik kiimesi verildiginde U C V kosulunu saglayacak
sekilde bir U € B vardir.

Tanim 1.1.4. Bir topolojik uzayin her noktasinin sayilabilir bir komsuluk taban1 varsa bu
topolojik uzaya birinci sayilabilir bir uzay denir.

Eger bir topolojik uzayin sayilabilir bir taban1 varsa bu topolojik uzaya ikinci sayilabilir
bir uzay denir.

Teorem 1.1.5. ikinci sayilabilir her topolojik uzay birinci sayilabilir bir uzaydir.

Ornek 1.1.6. R" iizerindeki OKklit topolojisi ya da dogal topoloji ile ikinci sayilabilir bir
uzaydir.

Tanmm 1.1.7. A, X topolojik uzayin bir alt kiimesi olsun. Eger X \ A tiimleyeni agiksa, A
kiimesine kapal kiime denir.

Sonlu sayida kapali kiimenin birlesimi kapali ve herhangi bir sayida kapali kiimenin
kesigimi kapalidir. A kiimesinin kapanisi, A kiimesini igeren tiim kapali kiimelerin kesisimi
olarak tamimlanir ve A ile gosterilir. Yine A, kapsama bagintisina gore, A kiimesini iceren en
kiiciik kapal1 kiimedir.

Tamim 1.1.8. A, X topolojik uzayinin bir alt kiimesi ve x € X olsun. Eger x noktasinin
her komgsulugu A kiimesinin x noktasindan farkli bir noktasini iceriyorsa, x noktasina A
kiimesinin bir limit noktasi denir. A kiimesinin kapamsi, A kiimesinin noktalarindan ve tiim
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limit noktalarindan olusur. Eger B = A ise A, B kiimesinde yogundur, eger A kiimesi tiim
X kiimesinde yogun yani A kiimesinin kapanigi tiim X kiimesi ise A yogun kiime olarak
adlandirilir.

Tanim 1.1.9. Bir X topolojik uzay1 sayilabilir yogun alt kiime iceriyorsa ayrilabilir denir.

Tanim 1.1.10. Bir X topolojik uzayindan Y topolojik uzayina giden bir f fonksiyonu, eger Y
kiimesindeki her A agik kiimesi icin f~'(A) ongoriintii kiimesi X kiimesinde acik bir kiime
ise f fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir. f : X — Y fonksiyonu birebir, orten, siirekli
ve f~! : Y — X ters fonksiyonu da siirekli ise f fonksiyonuna bir homeomorfizma ya da
topolojik es yap1 doniisiimii denir. Eger iki topolojik uzay arasinda bir homeomorfizm varsa,
bu topolojik uzaylara homeomorfik ya da topolojik olarak es uzaylar denir.

X kiimesinin ilizerinde 7y ve 7, iki topoloji verilsin. Eger 1 topolojisinde a¢ik olan herhangi
bir kiime 7; topolojisinde acik ise tanim geregi 71 topolojisi 7, topolojisinden daha giicliidiir
veya esdeger olarak 7, topolojisi 7; topolojisinden daha zayiftir denir. Bir bagka ifadeyle,
(X, 71) topolojik uzayindan (X, 17) topolojik uzayina giden birim doniigiimii siirekli ise 7;
topolojisi T, topolojisinden daha giicliidiir denir.

Eger bir kiime kapaliysa, daha giiclii herhangi bir topolojide de kapalidir. Buna bagh
olarak, daha zayif bir topolojide herhangi bir kiimenin kapanisi daha giiclii topolojide o
kiimenin kapanigini igerir.

Tanmm 1.1.11. X; ve X, iki topolojik uzay olsun. X| X X, kartezyen carpimu iizerinde, her
x = (x1,x2) € X1 X X3 noktasi i¢cin U, komsuluk tabani olarak bir topoloji tanimlariz. Burada,
U, kiimesi x; € X; noktasinin U, kiimesi x, € X, noktasinin bir komgulugudur. Bu sekilde
tanimlanan topolojiye carpim topolojisi denir ve carpim topolojisiyle donatilmis X; X X,
kiimesine X; ve X, topolojik uzaylarinin ¢arpimi denir.

Tamm 1.1.12. X topolojik uzayinin her agik ortiisiiniin sonlu bir alt ortiisii varsa X topolojik
uzayina kompakt topolojik uzay denir. Daha ayrintili olarak, eger birlesimi tiim X uzay1 olan
acik kiimelerin her U ailesi i¢in, birlesimi X uzayinin tiimii olan sonlusayida Uy, Uy, . .., U, €
U elemanlar1 varsa X kompakt olarak adlandirilir. Bir X topolojik uzayinin bir alt kiimesi A,
indirgenen topolojiye gore kompakt ise A kiimesine kompakt denir.

Asagidaki teoremleri ispatsiz verelim.

Teorem 1.1.13. Bir Hausdorff topolojik uzaym kompakt her alt kiimesi kapalidir. Ayrica,
kompakt her uzayin kapali alt kiimesi kompakttir.

Teorem 1.1.14. (X, 71) kompakt Hausdorff uzayi, (¥, ;) Hausdorff topolojik uzay1 ve f :
X — Y siirekli fonksiyon ise f(X) goriintii kiimesi Y uzayinda kompakttir.

Teorem 1.1.15 (Urysohn Lemmasi). (X, 7) kompakt topolojik uzay olsun. A ve B ayrik
kapali alt kiimeleri i¢in f(A) = 0 ve f(B) = 1 kosullarini saglayan bir f : X — [0, 1] siirekli
fonksiyonu vardir.
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Teorem 1.1.16 (Tietze Teoremi). Bir (X, 7) kompakt topolojik uzayin kapali bir A kiimesi
tizerinde tanimli reel degerli her siirekli fonksiyonu, X uzayinin tamami iizerinde tanimli reel
degerli siirekli bir fonksiyona genisletilir.

Tanim 1.1.17. Bir X topolojik uzay1 ve bir f : X — R fonksiyonu verilsin. Eger her a € R
icin f~1((a, +o0)) kiimesi agik ise f fonksiyonuna alt yar1 siirekli fonksiyon denir. Eger — f
fonksiyonu alt yari siirekli ise f fonksiyonuna iist yari siirekli fonksiyon denir. Bir f : X — R
fonksiyonunun iist yar: siirekli olmast icin gerek ve yeter kosul her a € R icin £~ ((=c0, a))
kiimesinin ag¢ik olmasidir. Bir f : X — R fonksiyonunun siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul alt ve iist yar siirekli olmasidir.

Tanim 1.1.18. Bir X topolojik uzayinin her noktasinin kompakt bir komsulugu varsa X yerel
kompakt topolojik uzay olarak adlandirilir.

Teorem 1.1.19. X bir yerel kompakt Hausdorff uzay, K € X kompakt bir kiime ve U, K
kiimesini iceren bir acik kiime olsun. Bu durumda, kapanisi kompakt bir V agik alt kiimesi
vardir ve K C V C V C U kosulu saglanr.

Tamm 1.1.20. Bir topolojik uzay sayilabilir coklukta kompakt kiimelerin birlesimi olarak
yazilirsa, o kompakt olarak adlandirilir.

Teorem 1.1.21. Her yerel kompakt Hausdorff uzay1 sayilabilir tabana sahip ise o kompakttir.

1.2 METRIK UZAYLAR
Bir metrikten kaynaklanan topolojilerle ilgilendigimizden daha 6nce bahsetmistik. Bu kisimda
metrik uzaylardaki bazi tamim ve teoremler ile ilgili 6zet bilgiler verilecektir.

Tanmm 1.2.1. X bos olmayan bir kiime olsun. Agsagidaki 6zellikleri saglayan bird : X x X —
R fonksiyonuna X kiimesi {izerinde bir metrik denir.

(i) d(x,y) 20,
(i) d(x,y) =0 = x=y,
(>iii) d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi),
(iv) d(x,z) < d(x,y) +d(y, z) (liggen esitsizligi).

Yukarida verilen 6zellikler metrik aksiyomlari olarak adlandirilir. Yine, d(x, y) niceligi x ve y
elemanlar1 arasindaki uzaklik olarak adlandirilir. Bir metrik ile donatilmis kiimeye ise metrik
uzay1 denir. Ozel olarak (X, d) ile de gosterilir.

Bir X metrik uzayinin metrigi ile donatilmig X in bir alt kiimesi, X metrik uzayinin bir
alt uzayi olarak adlandirilir.

Ornek 1.2.2. R" = {x = (x1,X2,...,X,) : x; € R,i=1,...,n} kiimesi iizerinde

N 12
d(x,y) = (Z(Xi - yi)z)
p
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fonksiyonu bir metriktir. Bu d metrigine Oklit metrigi ve bu metrik ile R " kiimesine de Oklit
uzay1 ad1 verilir.

X bir metrik uzay, xo € X ve r > 0 olsun. xo merkezli r yaricapli acik yuvar B(xq, r) ile
gosterilir ve
B(xg,r) ={x € X : d(xp,x) <r}

olarak tamimlanir. Bir xo merkezli yuvar, xg noktasinin bir komguluk tabanidir. Bu nedenle, bir
metrik uzayin topolojisi yuvarlar araciligiyla olugturulur. Bir bagka ifadeyle, X metrik uzayinin
bir A alt kiimesi, her elemanin1 merkez kabul eden bir agik yuvar iceriyorsa a¢ik kiime olarak
adlandirilir. Daha belirgin olarak, her x € A i¢in bir r, > 0 reel sayist B(x,ry) € A olacak
sekilde varsa A kiimesi agik kiimedir. X metrik uzayinda bir (x,) dizisinin bir x elemanina
yakinsamasi ise n — oo icin d(x,,x) — 0 olmasidir. Bir metrik uzay ayn1 zamanda bir
topolojik uzay oldugu icin, tiim temel topolojik kavramlar metrik uzaylarda anlaml kalir.
Metrik uzaylarin 6zelligi, topolojik kavramlarin dizilerin yakinsaklig1 (dizisel tanimlar) ile eg
deger olarak tanimlanabilmesidir. Bazi tanimlar asagida verilmistir.

Tanmim 1.2.3. A, X metrik uzaymnin bir alt kiimesi ve x € X olsun. Eger A \ {x} kiimesinde
x elemanina yakinsayan bir (x,) dizisi varsa x noktasi A kiimesinin limit (yig1lma) noktasi
olarak adlandirilir. Eger bir A kiimesi biitiin limit noktalarin igeriyorsa kapal kiime olarak
adlandirilir. Eger X \ A tiimleyen kiimesi kapali ise A kiimesine a¢ik kiime denir.

Bu nedenle, metrik uzaylarda dizilerin yakinsaklig1 topolojiyi tek tiirlii belirler. Boylece,
metrik uzaylarda siireklilik kavrami dizisel olarak da belirlenir. (X, d;) ve (Y, d>) iki metrik
uzay ve bir f : X — Y fonksiyonu olsun. X uzayinda, keyfi bir (x,,) dizisi ve x elemani igin
n — oo olmak iizere d;(x,,x) — 0 iken d»(f(x), f(x)) — 0ise f fonksiyonu siireklidir
denir.

Tamm 1.2.4. Bir f : X — Y birebir, orten fonksiyonu, metrigi koruyor ise, yani her x,y €
X icin d;(x,y) = d2(f(x), f(y)) gecerli ise izometri veya birebir, 6rten izometri olarak
adlandirilir. Eger X ve Y iki metrik uzay arasinda bir izometri var ise X ve Y izometrik olur
ve X Y ile gosterilir.

Tanmmm 1.2.5. X bir topolojik uzay olsun. X uzayindaki topolojiyi olusturan, X iizerinde bir
metrik varsa X uzayina metriklenebilir uzay denir.

X metrik uzaymndaki bir (x,,) dizisi i¢in n,m — oo iken d(x,, x;;,) — 0 ise (x,) Cauchy
dizisi olarak adlandirilir. Daha ayrintilt olarak sunu sdyleyebiliriz, herhangi bir € > 0 reel
say1st icin x, eleman ciftleri arasindaki tiim uzakliklarin & sayisindan kiiciik oldugu bir N
baslangi¢ dogal sayisi varsa (x,) bir Cauchy dizisidir. Eger (x,,) dizisinin bir x € X limiti
varsa, n,m — oo igin d(x,, X)) < d(xu,x) + d(xy,x) — 0 oldugundan, (x,) bir Cauchy
dizisidir. Eger X metrik uzayindaki her Cauchy dizisinin bir limiti varsa, X tam metrik uzay
olarak adlandirilir. Asagidaki 6nemli teoremi hatirlatalim.

Teorem 1.2.6. Tam bir metrik uzayin herhangi bir kapali alt uzay1 tamdir. Herhangi bir metrik
uzayin tam alt uzay1 kapahdir.
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Genel olarak, topolojik uzaylarda sayilabilirlik kavrami ayrilabilirlik kavramindan daha
giicliidiir, fakat metrik uzaylarda bu iki kavram denktir.

Teorem 1.2.7. X metriklenebilir bir uzay olsun. X uzayinin ayrilabilir olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul ikinci sayilabilir olmasidir.

Onerme 1.2.8. Ayrilabilir bir uzayin siirekli fonksiyon altindaki goriintiisii de ayrilabilirdir.

1.3 OLCU KURAMI VE FONKSiYONEL ANALiZ
Bir kiimenin 6l¢iisii kavrami, R  Oklit uzayindaki bir araligin, integral kavramu ile ilgili klasik
hacim kavramindan kaynaklanir. Bir takim matematiksel kavram ve iglemlerle R " iizerinde
Lebesgue olciisii tanimlanmast miimkiin olur. Her ne kadar Lebesgue 6lgiisii baslangigta Oklit
uzaylarinda gelistirilmis olsa da, temel olarak uzayin geometrisinden bagimsiz olarak soyut
uzaylar i¢in de gecerlidir. Bu, matematikte daha ileri ¢aligmalar ve uygulamalar i¢in gereklidir.
Olgii kurami fonksiyonel analize, olasilik teorisine, dinamik sistemlere ve matematigin diger
pek cok alanina bagariyla uygulanmigtir. Fonksiyonel analiz ise, sonsuz boyutlu vektor uzaylari
lizerinde tanimlanan cesitli yapilarin incelenmesine ayrilmistir. Normlu, Banach ve topolojik
vektor uzaylari, Hilbert uzaylari, fonksiyon uzaylari, Banach cebirleri, operator uzaylari gibi
sayamayacagimiz pek ¢ok alan fonksiyonel analizin temel nesneleridir.

Olcii kurami veya integrasyon ile fonksiyonel analiz birbirinden bagimsiz iki ana konu
olsa da i¢ ice geg¢mis teoriler sz konusudur. Bu kisimda, kitap boyunca kullanacagimiz
0l¢ii kuramina ve fonksiyonel analize iligkin temel kavramlar verilecektir.

Tamim 1.3.1 (o cebiri). X bos olmayan bir kiime olsun. X kiimesinin alt kiimelerinin bir A
ailesi

G 0,X e A,
(i) herAe Aigcin X \ A € A,
(iii) hern € Ni¢in A, € Aise |J A, € A
n=1

kosullarini sagliyorsa, A’ya, X kiimesinde bir o~ cebiri denir. Eger A bir o cebiri ise A’nin
elemanlara olciilebilir kiimeler, (X, A) ikilisine de ol¢iilebilir uzay denir.

Eger A bir o cebiri ise her n € N i¢in A, € A olmak iizere, De Morgan kuralindan

M A, € A oldugunu da belirtelim.

n=1

Tamm 1.3.2. (X, A;) ve (X», Ay) iki o cebiri olsun. X| X X, kartezyen ¢arpimindaki bir
dikdortgen A; € X; ve Ay € X, olmak iizere, A; X A, bicimindeki herhangi bir kiimedir.
X1 X X kartezyen ¢arpim kiimesi lizerinde A; X Ay o cebiri biitiin dikdortgenleri i¢eren en
kiiciik o~ cebiridir.

Tamm 1.3.3. A, X kiimesinde bir o cebiri ve u : A — [0, +o0] bir fonksiyon olsun. Eger

(i) u(0) =0,
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(1) (Ap)nen, A’da ikiserli ayrik kiimeler dizisi icin, ,u( U A,,) = > u(Ay)
n=1 n=1

kosullar1 saglaniyorsa p’ye (A iizerinde bir 6l¢ii denir. Bu durumda, (X, A, u) 6l¢ii uzayi
olarak adlandirilir.

Tanim 1.3.3’te verilen (ii) kosulu o toplamsal ya da say1labilir toplamsal olarak adlandirilir.
Bu nedenle, bazen (X, A, u) sayilabilir toplamsal 6l¢ii uzayr da denir. Yine, bu kapsamda
kolaylik olmas1 bakimindan p, X uzayinda bir 6l¢ii olarak da ifade edilir.

Tamm 1.3.4. (X, A, u) bir 6l¢ii uzayi olsun. Bir X € A i¢in u(X) < co ise u Ol¢iisiine sonlu
olcii ve (X, A, 1) 6l¢ii uzayina sonlu 6l¢ii uzay1 denir. Daha genel olarak, A o cebirinde bir

(A,) dizisi icin X = |J A, olmak iizere her n € N icin u(A,) < oo ise u dl¢iisiine o sonlu
n=1

olcii ve (X, A, ) Olcii uzayma da o sonlu 6l¢ii uzay: denir.

Ornek 1.3.5. X bos olmayan bir kiime ve X’in tiim alt kiimelerinin olusturdugu aile ? (X)
olsun. Eger A = {0, X} alinirsa A, X uzayinda bir o cebiridir. Bundan bagka # (X) en biiyiik,
A ise en kii¢iik o cebiridir.

Ornek 1.3.6. Sonsuz bir X kiimesi icin
A={A e€P(X): Asonluveya X \ A sonlu}

kiimeler ailesi X te bir o= cebiridir.

Tanmm 1.3.7. (X, A, u) Ol¢ii uzay: icin eger u(X) = 1 ise u olasihik dlgiisii ve (X, A, u)
olasilik dl¢ii uzay1 olarak adlandirtlir.

Ornek 1.3.8. (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve A € A olsun. Eger

#A, A sonlu,
u(A) =
+00, A sonsuz

kogsulu saglaniyorsa ¢ sayma ol¢iisii olarak adlandirilir.
Ornek 1.3.9. (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve x € X olsun. Her A € A icin

1, xe€A,

6x(A)={
0, x¢A

fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda, 6 fonksiyonu bir 6l¢iidiir ve x noktasinda Dirac ol¢iisii
olarak adlandirilir. Boyle bir 6l¢ii bir {x} tek nokta kiimesinde yogunlagmis 6l¢iidiir.
Olgii uzaylarinin temel 6zelliklerini veren asagidaki teoremi kanitsiz verelim.

Teorem 1.3.10. (X, A, u) bir 6l¢ii uzayi, A, B € A olsun. Eger A C B ise u(A) < u(B)
kosulu saglanir. Bundan bagka, eger u(A) < oo ise u(B\ A) = u(B) — u(A) gegerlidir.
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Tanmm 1.3.11. (X, A, u) bir dl¢ii uzayl, A € A icin u(A) > 0 olsun. Eger her B € A
Olgiilebilir kiimesi i¢in pu(B) = 0 veya u(A \ B) = 0 ise A kiimesine u Olgiisiiniin bir
atomudur denir.

Eger bir y 6l¢iisii atomlara sahip ise atomik 6l¢ii ve (X, A, w) atomik 6l¢ii uzay1 denir. Eger
X kiimesi, sonlu veya sayilabilir sayida atomlarin birlesimi olarak yazilabilirse, u Olciisiine
tiimiiyle atomik ol¢ii denir.

Eger (X, A, 1) uzayinda hi¢ bir atom yok ise u 6lgiisiine atomsuz veya atomik olmayan
ol¢ii ve (X, A, 1) uzayina atomsuz ol¢ii uzayi denir.

Ornek 1.3.12. (i) X = N, A = P(X) ve u sayma olgiisii olmak iizere, her tek nokta
kiimesi u Ol¢iisiiniin birer atomudur.

(i1) Dirac olg¢iisii tiimiiyle atomik ol¢iidiir.

Teorem 1.3.13. Sayilabilir toplamsal 6zellige sahip her o cebiri, tlimiiyle atomik bir 6l¢iiniin
ve atomik olmayan bir dl¢iiniin toplami olarak yazilabilir. Bu yazilis tek tiirliidiir.

Tamim 1.3.14. (X, A, u) bir 6l¢ii uzayi olsun. Eger p(A) = 0 kosulunu saglayan her A € A
icin B C A iken B € A ise (X, A, u) tam 6l¢ii uzay olarak adlandirilir. Ayrica, u(A) = 0
kogulunu saglayan kiimeye sifir kiimesi denir.

Tamim 1.3.15. (X, A, p) bir 6l¢ii uzay1 olsun. Eger belirli bir 6zellik, p(A) = 0 olacak sekilde
bir A € A kiimesinin disindaki her noktada gecerli ise bu 6zellik X iizerinde ¢ hemen hemen
her yerde gecerlidir denir ve kisaca y h. h. h. seklinde ifade edilir.

Tamim 1.3.16. X bir Hausdorff topolojik uzay olsun. X iizerinde Borel o cebiri X kiimesinin
tiim acik kiimelerini iceren en kiigiik o cebiridir. X tizerindeki Borel o cebirleri B(X) ile
gosterilir ve elemanlar1 da Borel kiimesi olarak adlandirilir.

Tamim 1.3.17. . B(X) Borel o cebiri iizerinde taniml bir 6l¢iiye Borel ol¢iisii denir.

Tanmm 1.3.18. (X, Ax), (Y, Ay) iki ol¢iilebilir uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger
her E € Ay igin f~1(E) € Ax oluyorsa, f fonksiyonuna ol¢iilebilir fonksiyon denir.

Lemma 1.3.19. X ve Y Hausdorff topolojik uzaylar olsun. Eger f : X — Y fonksiyonu
stirekli ise Borel dlciilebilirdir.

Tamm 1.3.20. X bir Hausdorft topolojik uzay ve X iizerinde A o cebiri B(X) C A olsun.
A tizerinde pozitif bir u Ol¢iisii agagidaki kosullar1 saglasin.

(i) Her K € B(X) kompakt kiimesi i¢in u(K) < oo,
(ii) her A € A kiimesi i¢in u(A) = inf{u(U) : A € U ve U agik},
(iii) X’in her agik kiimesi i¢in u(U) = sup{u(K) : K C U ve K kompakt}.

Bu durumda y, A iizerinde regiiler 6l¢ii olarak adlandirilir. B(X) Borel o cebiri lizerinde
tamimli bir regiiler 6l¢ii, X lizerinde regiiler Borel Ol¢iisii olarak adlandirilir. Ayrica (ii)
kosulunu saglayan Sl¢iiye dis ol¢ii, (iii) kosulunu saglayan Sl¢iiye i¢ dl¢ii denir.
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Ornek 1.3.21. R" iizerindeki Lebesgue dl¢iisii regiilerdir. Yine, R iizerindeki her sonlu
Borel 6l¢ii regiilerdir.

Onerme 1.3.22. X yerel kompakt Hausdorff uzay1 sayilabilir bir tabana sahip olsun. u, X
iizerinde bir Borel 6l¢iisii kompakt kiimelerde sonlu ise u regiilerdir.

Teorem 1.3.23. X yerel kompakt Hausdorff uzayi sayilabilir bir tabana sahip ise X iizerinde
her regiiler 6l¢ii o sonludur.

Tanmim 1.3.24. Topolojik bir X uzay: iizerinde tanimli reel veya kompleks degerli siirekli bir
f fonksiyonu verilsin. {x € X : f(x) # 0} kiimesinin kapanisina f’nin destegi denir ve
supp f ile gosterilir. C.(X) ile X tizerinde tanimli kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin
uzay1 gosterilir.

Teorem 1.3.25 (Riesz Temsil Teoremi). X bir yerel kompakt Hausdorff uzay ve F, C.(X)
uzay1 ilizerinde pozitif lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda, X iizerinde bir tek regiiler Borel
u Olgiisti f € Co(X) igin F(f) = f fdu kosulunu saglayacak sekilde vardir.

Asagida integral teorisinin temel limit teoremleri ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 1.3.26. (X, A, u) bir dlgii uzayi ve f, A € A lizerinde integrallenebilen bir fonksiyon
olsun. Asagidakiler gecerlidir.

(i) f, A iizerinde hemen hemen sonludur.
(i) Eger f pozitif ve f fdu =0ise f, A lizerinde hemen hemen her yerde O olur.
A
Teorem 1.3.27 (Monoton Yakmsakhk Teoremi). (X, A, i) bir 6l¢ii uzayt ve (fy)nen, X

tizerinde tanimli [0, +co] degerli 6l¢iilebilir fonksiyonlarin artan bir dizisi olmak iizere hemen
hemen her x € X i¢in lim f,(x) = f(x) ise
n—o0

hg Ful)dy = /ﬂmw

saglanir.

Sonug 1.3.28 (Beppo-Levi Teoremi). (X, A, i) bir dl¢ii uzay1 ve (f;;)nen, X lizerinde tanimli
[0, +00] degerli Olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Bu durumda

/Zﬁw Z/ﬂw

n=1Y%
saglanir.

Sonug 1.3.29 (Fatou Lemmasi). (X, A, u) bir 6l¢ii uzayr ve (fy)nen, X lizerinde tanimlt
[0, +00] degerli dl¢iilebilir fonksiyonlarin bir dizisi ise

/ liminf f,du < liminf / fndu
n—oo n—oo
e

X
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saglanir.

Skaler degerli fonksiyonlarin yakinsamasiyla ilgili temel sonug baskin yakinsaklik (Lebes-
gue baskin yakinsaklik) teoremidir. Monoton yakinsama teoreminden farkli olarak fonksiyon
dizisinin artan olmasi yerine integrallenebilir olmasi istenir.

Teorem 1.3.30 (Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi). (X, A, ) bir 6l¢li uzayr olmak
iizere, g, X iizerinde tanimli [0, +o0] degerli integrallenebilir bir fonksiyon olsun. ( f;;)nen, X
iizerinde tanimli [—oo, +0o] degerli ve bir f fonksiyonuna hemen hemen noktasal yakinsasin.
Egern € Nigin | f,,(x)| < g(x) hemen hemen her x i¢in saglanirsa f ve f;, integrallenebilirdir
ve

lim fndu / fdu

olur.

Sonu¢ 1.3.31. (f,)qen Olgiilebilir fonksiyonlarin bir dizisi, bir f fonksiyonuna noktasal
yakinsasin. Eger bir M > 0 reel sayisi, her n € N igin f fadp < M olacak sekilde varsa
X

f fdu < M saglanir.
X

Iki 6l¢ii uzayinin kartezyen garpinu iizerinde her bir faktériin 6lciisiiyle dogrudan baglan-
tili bir ol¢ii, dolayisiyla bir integral olusturulabilir. O zaman ortaya ¢ikan dogal problem,
bir ¢ift (veya ¢oklu) integralin iki (veya daha fazla) basit integralin hesaplanmasina nasil
indirgenecegidir. BOyle bir soru 6zellikle Lebesgue integrasyonunda ¢ok 6nemli bir rol oynar.
Teorinin temel sonuglari, dlciilebilir kiimeler iizerinde yinelemeli integrallerle, bir cift katl
integral hesaplamak icin yeter kosullari saglayan Tonelli Teoremi ve Fubini Teoremidir. Tonelli
(L. Tonelli, 1885-1946, italyan matematikci) keyfi pozitif lciilebilir fonksiyonlar icin, Fubini
(G. Fubini, 1879-1943, Italyan matematikci) ise integrallenebilir skaler degerli fonksiyonlar
icin gecerlidir. Buna gore, kartezyen carpim iizerinde integrallenebilir bir fonksiyon icin ¢ift
katli integral ile yinelemeli integral esittir.

Teorem 1.3.32 (Tonelli Teoremi). (X, A,u) ve (Y,B,v) o sonlu Ol¢ii uzaylari ve f :

X XY — [0, +00] 0l¢iilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda, f, ve f~ fonksiyonlari hemen

hemen her x ve y i¢in 6l¢iilebilir, x — / fxdvvey— f f?du fonksiyonlar 6l¢iilebilirdir ve
Y X

/f(x,y)d(uXV)=/(/f(x,y)dV)du=/(/f(x,y)du)dv
X Y Y X

XxXY

saglanir.

Teorem 1.3.33 (Fubini Teoremi). (X, A,u) ve (Y,B,v) o sonlu olcii uzaylar1 ve f :
X XY — [—o0,+00] integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda f, ve f> fonksiyonlari

hemen hemen her x ve y i¢in integrallenebilir x — f fxdvvey — f fYdu fonksiyonlari
Y b
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integrallenebilir ve

[ renduxn = [ ( / f(x,y>dv)du= / ( / f(x,y)du)dv
Y X

XxY X Y

saglanir.

Carpim Olciilerinin teorisinin ¢ok kullaniglt uygulamasi asagida verilmistir.
(X, A, u) o sonlu Ol¢ii uzayi, (R, B(R)) lizerinde A bir Lebesgue dlgiisii ve f : X —
[0, +co] fonksiyonu (A 6l¢iilebilir olsun. Yine,

E={(xy) e XxR:0<y< f(x)}

kiimesini tanimlayalim. Boylece, E € A X B(R) ve

(1 x )(E) = / A(E,)du(x) = / F)du(x)
X

X

o)

(1 x V)(E) = / W(EY)dA(y) = / p(fx € X f(x) > y)dA(y)
R 0

olur. Boylece ¢ok kullanigl integral esitligi

o]

/ FO)du(x) = / p({x € X2 f(x) > y)dA()
X

0

bulunur.

1.3.1 Normlu Uzaylar

Fonksiyonel analiz, fonksiyonlar, diziler, limitler gibi analitik nesnelerle ilgilenir ve yaklagimi
ise belirli ozelliklere sahip fonksiyonlar1 ya da dizileri tek basina incelemek yerine, bun-
larin karsilik geldigi uzaylari, alt uzaylar1 veya alt kiimeleri incelemektir. Pek cok analiz
problemi bu yaklagim araciligiyla ¢oziilebilir. Ornegin siirekli bir fonksiyona polinomlarla
yaklagilabilirligi sorusu, polinom uzayinin bir metrige ya da norma gore siirekli fonksiyon-
lar uzayinda yogun olup olmadig1 sorusuna indirgenir. Bu yaklasim, bir ¢6ziim arayisinda,
geometrik diistincelerin kullanilmasina gekil cizilmesine ve sonsuz boyutlu uzaylar i¢in mo-
deller olarak diizlemde veya ii¢ boyutlu uzayda 6rneklerin incelenmesine izin verir. Bu nedenle
dogru pargasi, digbiikey kiime gibi kavramlar i¢in benzer tanimlarin bazilar1 sonsuz boyutlu
vektor uzaylari icin verilecektir.

Ayricabu kistmda normlu uzaylara iligkin temel tanim ve teoremleri 6zetleyecegiz. Normlu
uzaylar, vektor uzaylar ile iligkili oldugundan dogrularin ve alt vektor uzaylarin geometrisine
izin verdikleri icin metrik uzaylardan ¢ok daha fazla ve zengin yapiya sahiptirler. Ayrica X, K
cismi tizerinde bir vektor uzay1 ise K cisminin R veya C uzaym gosterdigini vurgulayalim.
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Tamm 1.3.34. X vektor uzayi, x,y € X ve x # y olsun.
{zeX:z=ax+(1-a)y, a€R}
kiimesine x ve y noktalarindan gecen dogru parcasi denir.
{zeX:z=ax+(1—-a)y, 0<a <1}

kiimesi x ve y noktalarini birlestiren dogru parcasi olarak adlandirilir.

Bir A C X kiimesi, herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini igeriyorsa digbiikey
kiime olarak adlandirilir. Bu agagidaki gibi de ifade edilir.

Tanmm 1.3.35. X bir vektor uzay1 ve A C X olsun. Eger her x,y € A ve her 0 < o < 1 i¢in
ax + (1 —a)y € A ise A kiimesine digbiikey denir.

Onerme 1.3.36. X vektor uzayinda digbiikey iki kiimenin birlesimi disbiikey, herhangi bir
sayida digbiikey kiimenin kesisimi ise digbiikeydir.
n
Tamm 1.3.37. X bir vektor uzayi, her n € N igin x1,x,...,x, € X ve ), @; = 1 olmak
i=1
n
iizere a1, @y, ..., @, > 0olsun. Budurumda x = )| a;x; seklindeki elemana x; elemanlarinin
i=1
digbiikey bilegenleri denir.
Bir A € X kiimesinin elemanlarinin tiim digbiikey bilesenlerinin kiimesine A kiimesinin
disbiikey kabugu ya da disbiikey zarfi denir, bu A kiimesini iceren en kiiclik digbiikey
kiimedir ve co(A) ile gosterilir.

Tanmm 1.3.38. X bir vektor uzayr, K € X digbiikey bir kiime olsun. Eger K kiimesinin
bir x eleman1 K kiimesinin herhangi diger iki elemanin digbiikey birlesimi degilse, yani her
v,z€ Kise0 <a < liginx =ay+ (1 —a)yikenx = y = z kogulunu sagliyorsa x elemanina
K kiimesinin bir u¢ noktasi denir. K kiimesinin biitiin u¢ noktalarinin kiimesi Ext(K) ile
gosterilir.

Tanmm 1.3.39. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve B € X olsun. Eger her x € B ve
|| < 1 olacak sekilde her @ € K i¢in @x € B ise B kiimesine dengeli kiime denir.

Tanmim 1.3.40. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay: ve C C X olsun. Eger her x,y € C ve
||+ 8| < 1 olacak sekilde her @, 8 € K i¢cin ax + By € C ise C kiimesine mutlak digbiikey
denir.

Teorem 1.3.41. X, K cismi lizerinde bir vektor uzayt olsun. Bu durumda, bir C C X
kiimesinin mutlak digbiikey olmasz i¢in gerekli ve yeter kosul C kiimesinin dengeli ve digbiikey
olmasidir.

ispat. Ispat okuyucuya birakilmistir. O

Tanim 1.3.42. X, K cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. X uzayinin her elemaniyla negatif
olmayan bir reel say1y1 esleyen bir x — ||x|| fonksiyonu agagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir
norm olarak adlandirilir. Keyfi bir@ € K ve x,y € X icin
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@ llxl =0 x=0,
(i) llax| = |a| [lxl,
(iii) [lx +yll < [lx]l + [[y]l (liggen esitsizligi).

Bir norm ile donatilmig vektor uzayina normlu uzay denir ve 6zel olarak (X, || - ||) ile gosterilir.
Yine, yukaridaki ozelliklerinden sadece (i) Ozelligini saglamayan bir fonksiyon yar1 norm
olarak adlandirilir.

1

. . n 2
Ornek 1.3.43. R " Oklit uzayi, x € R" olmak iizere ||x|| = ( > X |2) normu ile reel normlu
i=1

uzaydir.

Ornek 1.3.44. K bir kompakt topolojik uzay olsun. C(K), K iizerinde tanimli skaler degerli,
stirekli fonksiyonlarin bir vektor uzayi

1711 = maks| £ (1)

normu ile bir normlu uzay olur.

Bir X normlu uzayinin x ve y elemanlarinin arasindaki uzaklik d(x,y) = |lx — y|| ile
tanimlansin. Boyle tanimlanan d fonksiyonu, X vektor uzay: iizerinde bir metriktir. Bu
durumda, her normlu uzay aym1 zamanda bir metrik uzaydir. Boylece metrik uzaylar icin
tanimlanan acik ve kapali kiimeler, kompakt kiimeler, limit noktalar1 gibi tiim kavramlar
normlu uzaylar i¢in de anlamlidir.

Tanmm 1.3.45. X normlu uzayinda bir (x,,) dizisi, n — oo i¢in ||x,, — x|| — 0 ise x elemanina
yakinsar denir.

Ote yandan, normlu ve metrik uzaylar kavraminda temel bir fark izometrilerin taniminda
ortaya ¢ikar. Normlu uzayda ek kogul olarak doniisiimiin lineer olmasi gerekir. (X, || - ||x) ve
(Y, |l - lly) normlu uzay T : X — Y lineer doniisiim olsun. Her x € X i¢in

ITxlly = llxllx

kosulunu saglayan birebir orten 7' doniisiimii bir izometri olarak adlandirilir. Eger X ve Y
normlu uzaylar arasinda bir izometri varsa X ile Y izometriktir denir.

X normlu bir uzay olmak iizere, X uzayinin normu ile donatilmig bir Y alt vektor uzayima
X normlu uzayinin alt vektor uzay1 denir. Boylece, bir normlu uzayin herhangi bir alt uzayinin
kendisi de bir normlu uzaydir.

X bir normlu uzay, xo € X ve r > 0 olsun. xo merkezli » yaricaph agik yuvar B(xg, r) ile
gosterilir ve

B(xg,r) ={x e X :|lx—xol <r}

ile tanimlanir. Buna gore
B(0,1)={xe X : ||lx|]| < 1}
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birim ag¢ik yuvar,
B[O, 1] ={xe X : |lx]| < 1}

birim kapal1 yuvar ve
SO, 1) ={xeX : [x|| =1}

birim kiire ya da yuvar yiizeyi olarak adlandirilir.

Bir Banach uzayi tam bir normlu uzaydir, yani her Cauchy dizisinin yakinsadigi bir normlu
uzaydir. Banach uzaylar1 normlu uzaylarin en 6nemli stmiflarin olugturur. Uygulamalarda en
sik karsilasilan uzaylardir ve fonksiyonel analizin en 6nemli sonuglarinin ¢ogu Banach uzay1
kavramlari ile ilgilidir.

Normlu uzayda gegerli olan fakat metrik uzayda gecerli olmayan bir diger 6nemli kavram
seridir ve bir tamlik 6l¢iitli olarak kullanlir.

[o) n
X normlu uzayinda verilen bir (x,,) dizisii¢in ), x,, serisinin kismi toplamlar1 S,, = Y xx
k=1

n=1

(o]
dizisidir. Eger | x,, serisinin kismi toplamlar dizisi (S,) bir x elemanina yakinsarsa, seri
n=1

yakinsaktir denir ve bu x € X serinin toplami olarak adlandirilir. Bu durumda, ) x,, = x
n=1

yazilir. Serinin toplaminin limit olarak tanimlandigini vurgulayalim. Eger ), ||x,|| serisiR ’de
n=1

yakinsaksa, »; x, serisi mutlak yakinsak olarak adlandirilir.
n=1

Teorem 1.3.46. X normlu uzayin Banach uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X uzayindaki
her mutlak yakinsak serinin yakinsak olmasidir.

1.3.2 L? Uzaylan

Fonksiyonel analiz ile 6l¢ii ve integral kurami Banach uzaylarinin en 6nemli 6rnekleri olan
LP Lebesgue uzaylarini iiretmek icin bir araya gelir. Ayrica L” Lebesgue uzaylar arasinda L?
ile gosterilen bir Hilbert uzay1 da vardir. LP Lebesgue uzaylar1 ve bazi 6zellikleri amacimiza
uygun olarak bu kapsamda incelenecektir.

Tanmm 1.3.47. (X, A, u) bir l¢ii uzay1 ve 0 < p < oo olsun. X iizerinde tanimli, reel veya
kompleks degerli, p-inci kuvveti integrallenebilen, yani

[isran<es
X

kosulunu saglayan 6l¢iilebilir fonksiyonlarin kiimesi L7 (X, A, u) veya LP (X) ile gosterilir.
Boylece, f € LP(X, A, p) igin || f|| , negatif olmayan reel sayisi

1/p
171l = ( Ifl”du)
/

seklinde tanimlanir.
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Eger p = oo ise L2(X, A, u) veya L(X) ile X iizerinde esasen sinirli ve dlgiilebilir
fonksiyonlar kiimesi gosterilir. Yine, f € £ (X) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir A € A
Olgiilebilir kiimesinin u(A) = 0 ve bir M > 0 reel sayisinin her x € X\A icin [f(x)| < M
olacak gekilde var olmasidir. Bu durumda, f € £%(X) i¢in || f]|c negatif olmayan reel sayisi

[| flleo = inf{M > 0 : p hemen hemen her x € X i¢in |f(x)| < M}

veya
I flleo = eSSS)t(lp{lf(X)I} =inf{M >0 : u({x € X : |f(x) |> M}) =0}

seklinde tanimlanir.

Yukaridaki sekilde tanimli || - ||, fonksiyonu L” (X, A, y) iizerinde bir norm tanimlamaz.
Ciinkii, f € LP(X, A, p) i¢in || f||, = 0 iken

715 = [ \rirau =0
X
ifadesinden, Teorem 1.3.26’dan dolay1 u hemen hemen her yerde f = 0 olur. Bu nedenle,
LP (X, A, p) ile gosterilen agagidaki kiimeyi tanimlayalim.

Tamim 1.3.48. (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve 0 < p < oo olsun. L7 (X, A, u) iizerinde ~ ile
gosterilen denklik bagintisi, f € LP(X), g € LP(X) olmak iizere,

f~ge uhhh f=¢g
seklinde tanimlanir ve f € £7(X) in denklik sinif1 [ f] ile gosterilir.
Tanim 1.3.49. (X, A, 1) o sonlu bir 6l¢ii uzayi ve 0 < p < oo olsun.
LP(X, A, p) = LP(X)/~

olarak tanimlanir. Boylece
gel[flepuhhhg=f

ve her g € [f] i¢in
gl =111y

olur. Buradan, [f] € LP(X, A, u) icin ||[f]ll, = || £l , seklinde tanimlanr.
Daha sonra Minkowski esitsizligi gosterilecek ve boylece, 1 < p < coi¢in (LP (X, A, u),
Il - Il ,) bir normlu uzay olacaktir.

Tanmm 1.3.50. p ve p’ pozitif reel sayilari igin % + # = 1 ise bu iki say1 eslenik say1 olarak
adlandirilir. Uygun olmasi igin 1 ve oo birbirlerinin eglenikleri olarak alinacaktir. Ayrica,
eslenigi kendisi olan tek say1 p = p’ = 2 dir.

Teorem 1.3.51 (Young Esitsizligi). a ve b iki pozitif reel say1 ve 1 < p < oo olmak lizere
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% + 1% = 1 olsun. Bu durumda,

al/ppl/p’ < la+ ib
p P

esitsizligi gecerlidir. Esitlik durumu, ancak ve ancak a = b icin gegerlidir.
ispat. Bir f: [0,1] - R
x— f(x)=x"-nx, O0<n<l

fonksiyonunu goz oniine alalim. Her x € [0, 1] icin,

df (x) —

-n>0
dx "

oldugundan f fonksiyonu [0, 1] aralig1 iizerinde artan bir fonksiyondur ve x = 1 noktasinda
maksimum degerine ulasir. O halde, her x € [0, 1] i¢in

0<x"-nmx<1l-n (1.1)

olur. Eger n = % ve genelligi bozmadan a < b olmak iizere x = £ seklinde alinirsa ve bu
degerler (1.1) esitsizliginde yerine yazilirsa

oldugundan

bulunur. Boylece,

al/Ppllr’ < lct+i,b

1 b

elde edilir. Eger b < aise n = »vex =g < 1 i¢in ayn1 sonug elde edilir. @ = b durumunda

ise esitlik olur. O

Teorem 1.3.52 (Holder Esitsizligi). (X, A, ) bir 6l¢li uzayiolsun. 1 < p < oo ve %+# =1
olmak iizere, f € L (X, A, u) ve g € L' (X, A, p) igin

feeL'(X,A,u) ve /'fg|d,u§”f”p”g”p’
X

gecerlidir. Dahasi, eger 1 < p < oo ise esitligin olmast i¢in gerekli ve yeter kogul X iizerinde
hemen hemen her yerde |g|”" = k| f|? olacak sekilde bir k pozitif sabitin bulunmasidur.

Ispat. ispati, p’nin farkli durumlarini inceleyerek yapalim.
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(i) p =1igin, g € L*(X, A, ) ise X lizerinde hemen hemen her yerde |g| < ||g||c olur.

/ \feldu = / 1llgld < llglle / 1 Fldi = gl A1
X X X

Buradan,

elde edilir.
(ii) p = oo i¢in, ispat birinci duruma benzer sekilde yapilir.

(iii) 1 < p < coicin, f € LP(X, A, u) ve g € LP' (X, A, u) olsun. Eger f = 0veyag =0
ise istenen elde edilir. Kabul edelim ki, f # 0 ve g # 0 olsun. Bu durumda, x € X sabit
olmak tizere,

a=If@IPIFI" ve b=1g@I”llgl”

icin Young esitsizligi uygulanirsa

L@ 1 gl

g , ,
F@s@I =< 1718l | A5 P ligll?,

(1.2)

olur. Esitlik, yalnizca

I = g1 gl

olmasi durumunda, yani k = ||f||[_,p||g||Z: olmak iizere, |g(x)|?" = k|f(x)|? duru-
munda gecerlidir. (1.2) esitsizliginde integrale gegilirse

Ly, L@l

I ()g()ldu < I f1lpllgllp o+ — ;
X/ e [ T

olur. Boylece,

/ el < 1, llgl
X
elde edilir. O

Sonug 1.3.53. (X, A, u) bir dl¢ii uzayt olsun. p > 0, ¢ > 0 ve % = % + }1 olmak {izere,

feLlP(X, A, u)vegeLI(X, A, p)ise fg € L"(X, A, p) ve || fgll- < [Iflpllgllg olur.

Ispat. ispati, p ve ¢’nun farkli durumlari icin yapacagiz.

(i) p ve g sonlu olsun. Bu durumda,

/ el du = / (AP 1P (117 dy
X X
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yazilirsa, &~ + £ = 1 oldugundan g >1ve % > 1 i¢in Holder esitsizligi uygulanirsa

JEE ( / |f|pd#)r/p( / |g|qdﬂ)r/q
X X X

r
q

SN

olur. Buradan

1/r 1/p 1/q
||fg||r=( / Ifglrdﬂ) < ( / Ifl"du) ( / Iglqdu) ~ £l llelly
X X X

elde edilir. Yine, f € LP(X, A, u) ve g € LY(X, A, ) oldugundan || fl,llgllg < oo
olur. Bu nedenle, || fgl| < oo, yani fg € L" (X, A, u) olur.

(i) p = o ve g = o ise r = oo olur. Bu durumda, f € L®(X, A, u) ise X iizerinde hemen
hemen her yerde |f]| < ||fllo Ve g € L®(X, A, u) ise X lizerinde hemen hemen her
yerde |g| < ||g|le olur. O halde, X iizerinde hemen hemen her yerde

1fgl < I lleollglleo

olur. Boylece,

fe e L(X. A ) ve  |Ifgllo < [Iflloliglleo

elde edilir.

(iii) p=ocove g < coise } = %+ 411 oldugundan r = g olur. Bu durumda, f € L*(X, A, u)
ise X iizerinde hemen hemen her yerde | f| < || f|| olur. Buradan,

/ el du = / Feldu < |19 / lgl9du = L F1% 111
X X X

bulunur. Boylece,

fee L"(X, A, ) ve |Ifgllr < Ifllllgllq

elde edilir.
o
Sonug 1.3.54 (Genellestirilmis Holder Esitsizligi). (X, A, u) bir 6l¢ii uzay, py, p2, ..., Pa
n

pozitif reel sayilar olmak iizere, }; pl = 1 olsun. Bu durumda, i = 1,2,...,n i¢in f; €
i=1 "

LPi(X, A, u) olmak iizere fi f> - - - f, € LY(X, A, ) ve

Wfifa- Fally < Ufillp, 20y - 1Sl

olur.
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Uyar1 1.3.55. 0 < p < 1 durumu i¢in, Young ve Holder esitsizlikleri incelenirse, a > 0 ve
b > 0 olmak iizere Young esitsizligi

allPpl/r’ > la+i,b

olur. a = b durumunda esitlik elde edilir. Bu esitsizligin ispati

f:00,1] » R
x— f(x)=x"-nx, neN
seklinde tanimli f fonksiyonunun [0, 1] araliginda azalan oldugu goriilerek, 1 < p < oo
durumuna benzer sekilde yapilir. Yine, 0 < p < 1 ve i + # = 1 olmak {izere, sifirdan farkli

feLP(X,A,u),g e LV (X,A,pu) fonksiyonlar: i¢in 1 < p < co durumundaki ayni ispat
sekliyle,

/ el = 1f 1 llgl
X

elde edilir. Ayrica, k > O reel sabit olmak iizere X iizerinde hemen hemen her yerde |g|?’ =
k|f|? durumunda esitlik gegerlidir. Burada, 0 < p < 1 i¢gin p’ negatif reel sayidir.

Teorem 1.3.56 (Minkowski Esitsizligi). (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere,
felLP(X,A,u)vegeLP(X,A,u) olsun. Bu durumda,

(i) f+geLP(X, A, p),
) f+gllpy < fllp +lgllp
olur.

ispat. Eger f = 0 veya g = 0 ise istenen elde edilir. Kabul edelim ki, f # 0 ve g # 0 olsun.
Burada p’nin farkli durumlarina gore inceleyelim.

() p = lise f,g € LP(X, A, p) igin [|fll1 = [ |fldu < oo ve liglli = [ Igldu < oo
X X

oldugundan

If + gl = / 1F() + g(x) | < / (F ()] + g du
X X
- / o / lg()ldi = £l + llgll < oo
X X

elde edilir.

(i) p=ooise f,g € L*(X, A, u) igin X lizerinde hemen hemen her yerde | f(x)| < || fllc
ve X iizerinde hemen hemen her yerde |g(x)| < ||g||c olur. Buradan, X iizerinde hemen
hemen her yerde

1f (%) + g () < [f)]+ 18] < [[flleo + 118 ]leo
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(iii)

bulunur. || - ||e tanimi geregi

If +8lleo < [1.flleo + 118 1loo

bulunur. Ayrica, f € L*(X, A, u) ise || fllec < 0 ve g € L=(X, A, u) ise ||g]lcc < 0
oldugundan || f + g||cc < co bulunur. Boylece f + g € L*(X, A, ) elde edilir.

1 < p < oo olsun.

|/ (x) + g (0" < 2P maks {| f ()], ()"} < 27 (If ()7 +[g(x)|7)

oldugundan
/ If(X)+g(X)|pd#S2"( / F )P du + / Ig(X)I”du) < oo
X X X

olur ve (i) elde edilir. Yine,

If+gl? =1f +glP ' f +gl <IfIIf +glP~ " +1gllf +glP"

yazilirsa,

/|f+g|”dﬂ3/If||f+g|”‘1du+/Ig||f+g|”‘1du
X X X

olur. Eger p ve p’ eslenik sayilar ise, (p — 1)p’ = p oldugu kullamlirsa, | f +g|P~D?" €
LY(X, A, u) veya |f +g|P?~" € LP (X, A, u) olur. O halde, Holder esitsizligi uygu-
lanirsa,

1/p’
/Ifl|f+g|”‘]dﬂs Ilfllp(/lf+g|”du)
X X

ve

1/p’
/Igllf+g|p‘1dﬂs ||g||p(/|f+g|"du)
X X

1/p’
olur. Ote yandan, ( f |f +glP d,u) =|f+ gllﬁ/ P oldugu kullanilirsa
X

/|f+gl”dﬂ < (111 + llgllp) 117 + gl (1.3)
X

r/p’

elde edilir. (2.3) esitsizligi || f + g||;,'" ile boliiniirse, p — 1% = 1 oldugundan

If+ellp < Fllp +llgllp
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elde edilir. O

Uyanr1 1.3.57. 0 < p < 1 durumunda, f € LP(X,A,u),g € LP(X, A, u) sifirdan farkli
fonksiyonlar olmak iizere, Minkowski esitsizliinin ispatindan || f + g|l, = || fll, + lIgll, elde

edilir. Boylece, 0 < p < 1 oldugundan, || - ||, fonksiyonu L? (X, A, u) uzay: iizerinde bir
norm tanimlamaz.

Teorem 1.3.58. (X, A, u) bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p < oo olmak iizere (LP (X, A, p), || - |1
bir normlu uzaydir.

Ispat. Minkowski esitsizlignden, f,g € L? (X, A, u) icin f + g € LP (X, A, u) ve

If+gllp < f1lp +llgllp

olur. Ayrica, f € LP(X,A,u) vea e K(=R veyaC) icinaf € LP (X, A, u) ve

llafllp = lalllf1l,

olur. Boylece, 1 < p < oo igin LP(X, A, u), K lizerinde bir vektor uzayidir. Dahasi, f €
LP (X, A, u)icin || f|l, = 0 olmasinin ancak ve ancak f = 0 olmas1 durumunda gergeklesecegi
gosterilmisti. Buradan, || - ||, fonksiyonunun, norm 6zelliklerini sagladig1 goriiliir. O halde,
1 < p <ooigin (LP (X, A, ), || - ||,) normlu uzay olur. ]

LP(X, A, ) bir vektor uzay1 ve || - ||, bir norm olmak iizere asagidaki teoremi verelim.

Teorem 1.3.59. (X, A, u) bir 6lgii uzayive 1 < p < ooise (L (X, A, w), || - || ») bir Banach
uzayidir.

ispat. iki farkli durumu inceleyelim.
Durum 1: 1 < p < oo olsun. (f,), LP(X, A, u) de bir Cauchy dizisi olsun. O halde, her
k € N ven > ng igin

1
”fn - fnk”p < Z_k
olacak sekilde (f,, ) alt dizisi bulunur. Her k& € N i¢in

gk = |fm |+ 1fny = fui |+ + oy — el

denirse, (gx) monoton artan negatif olmayan bir dizi olur. O halde Minkowski esitsizligi
kullanilirsa,

k k
1
lgellp < Wfaillp + D Mo = Sl < Whanllp + D7 57 = Mfinllp + 1= €
J=1 J=1

olur. Buradan her k € N icin gy € L? (X, A, ) ve ||gk|l, < C olur. Boylece (gx) artan dizisi
Olciilebilir bir g fonksiyonuna yakinsar. O halde Monoton Yakinsaklik Teoreminden

Jim /gkdu=/gdu
X X
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olur. Bu nedenle
[1strau= [ jim lgelrdn = tim [ 1guiran < cr
X X X

olur. Boylece g € LP (X, A, u) olur. O halde Teorem 1.3.56 (ii) dolayisiyla X iizerinde hemen
hemen her yerde g fonksiyonu sonludur. Dolayisiyla,

i+ D" U fger = |
j=1

serisi X lizerinde hemen hemen her yerde yakinsaktir. Boylece,

fn1 + Z(fnj+1 - fnj)

J=1
serisi X iizerinde hemen hemen her yerde yakinsak olur. Eger
fn1 + Z(fn_,u,] - fnj) = fnk
=1

J

oldugu g6z oniine alinirsa, (fy, ) dizisi X iizerinde 6l¢iilebilir bir fonksiyona hemen hemen
her yerde yakinsaktir. O halde (f;,) dizisi X iizerinde hemen hemen her yerde yakinsak
oldugundan

A={xeX : |]3ijrgofnk(x)|<m}

icin u(X \ A) = 0 olur. Eger

k—o0

o :{ lim f,, (x), x€®A,
0, x¢A

tanimlanirsa, X {izerinde hemen hemen her yerde f,,, — f olur. O halde ( f,,) dizisi X lizerinde
bir Cauchy dizisi oldugundan her n, ng > N icin

”fn _fnk”p <e&

olur. Boylece, Fatou Lemmas1 kullanilirsa

19 = Fully = [ Jim 1oy = olPdye < timint [ 15, = Sl < o

X X

olur. Bdylece her n > N igin (f — f,) € LP(X, A, u) ve lim || f - full, = 0 elde edilir.
n—oo

Diger taraftan, her n € N i¢in f,, € LP (X, A, p) ve LP (X, A, ) bir vektor uzay1 oldugundan

hern > N igin

f: (f_fn)"'fn € LP(X’ﬂ’,u)



ORLICZ UZAYLARININ TEORISI VE UYGULAMALARI | 25

olur. Boylece 1 < p < oo igin L? (X, A, u) Banach uzay: olur.
Durum 2: p = oo olsun. ( f;,), L> (X, A, u) de bir Cauchy dizisi olsun. O halde her k € N
icin bir Ey € A vardir 6yle ki u(Ey) = 0 ve her m.n > Ny ve x ¢ Ey icin

) = )] < ¢ (14

olmasidir. E = U E}. denirse u(E) = 0’dir. Buradan, her x ¢ E icin (f;,(x)),en dizisinin R

(yadaC) uzaymda bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir. R (ya da C) tam uzay oldugundan limit
fonksiyonu f olmak iizere X iizerinde hemen hemen her yerde f,,(x) — f(x) olur. O halde
(1.4) ifadesinde m — oo i¢in limite gecilirse her n > Nj i¢in X lizerinde hemen hemen her
yerde

70~ a0l < ¢

olur. Buradan her n > Ny icin (f — f,,) € L®(X, A, ) bulunur. Yine n > Ny i¢in f =
(f = fu) + fu € L™(X, A, u) olur. Bundan bagka her n > N i¢in

ILf = fallo < k
olur. Bu ise
Jim I = fulleo =0
olmasi demektir. Yani, L*(X, A, u) bir Banach uzayidir. O

Teorem 1.3.60. X bir yerel kompakt Hausdorft uzayi, (X, A, u) bir dl¢ii uzayi1ve 1 < p < oo
ise C¢(X) uzayr LP (X, A, u) uzayinda || - ||, normuna gdre yogundur.

Tamm 1.3.61. X bir yerel kompakt Hausdorff uzay1 ve f : X — C fonksiyonu olsun. Her
& > 0i¢in bir K, C X kompakt kiimesi her bir x ¢ K icin |f(x)| < & kosulunu saglayacak
sekilde varsa f fonksiyonu X iizerinde sonsuzda sifirdir denir.

X {izerinde tiim sonsuzda sifir fonksiyonlarin uzay1 Cy(X) ile gosterilir ve C. (X) € Co(X)
gecerlidir. Eger X kompakt uzay ise bu iki uzay ayndir.

Teorem 1.3.62. X bir yerel kompakt Hausdorff uzay: ise C.(X) uzay1 || f|| = sup |f(x)]
xeX

normuna gore Co(X) uzayinda yogundur.

Teorem 1.3.63. (X, A, u) o sonlu bir 6l¢ii uzay1 ve 1 < p, p’ < oo eglenik sayilar olsun. Bu
durumda, L? (X, A, u) uzaymn dual uzay1 LP (X, A, ) uzayidir. Ozel olarak, L' (X, A, u)
uzayinin dual uzayi ise L (X, A, p) uzayidir.

Tamm 1.3.64. Olgiilebilir bir X uzayi iizerinde tammli, karmagik degerli olciilebilir fonk-
siyonlarin olugturdugu bir (Y, || - ||y) normlu uzayinda, eger her bir f : X — C olgiilebilir
fonksiyonu, bir g € Y icin |f| < |g| esitsizligini yerel olarak hemen her yerde sagliyor iken
feYvel|flly <llglly gecerliise (Y, || - ||y) uzayina kati (solid) uzay denir.
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1.4 SOYUT HARMONIK ANALIZ VE FOURIER ANALIZ

Soyut harmonik analiz, klasik Fourier analizini ¢esitli gruplara genellestiren harmonik analiz
dalidir. Yerel kompakt grup iizerinde Haar Ol¢iisii olarak adlandirilan Gtelemeler altinda
degismez kalan bir dlciiniin varli81, bu ¢esit gruplarda harmonik analiz i¢in temel ara¢ olmusg-
tur. Bir grup ilizerinde harmonik analiz, grup lizerinde ol¢iilebilir fonksiyonlarin ¢alisilmasiyla
temel olarak ilgilenir. Ozellikle, L' (G), L?>(G) uzaylar1 Haar olciisiine gore incelenir. Haar
Ol¢iisiiniin en 6nemli 6zelligi olan Gtelemeler altinda degismez kalmasi, Fourier analizin bir
genellemesi olarak, bu fonksiyon uzaylar iizerinde analiz yapmamiza izin verir.

Fourier analizi, ilk sinyalin tanimladi$1 G grubunun yapisini yansitan basit sinyallerin
dogrusal bilegenleri olarak karmagik bir sinyalin temsilini amaglar. Harmonik analiz, kla-
sik Fourier analizinde iistel fonksiyonlarin roliinii oynayan grup temsilleri teorisinden ayr1
diisliniilemez. Bir bagka deyisle, harmonik analiz R reel sayilarin yerine keyfi bir G grubu
almarak elde edilen klasik Fourier analizin genellegtirilmesidir. Bu nedenle, grup yapis1 baki-
mindan ayirt edilmelidir. Ciinkii, genel olarak gruplar1 degismeli ve degismeli olmayan grup
seklinde siniflarsak, degismeli bir G grubu iizerinde Fourier analizi grup karakterleri aracili-
Siyla tanimlanir. Bununla birlikte degismeli olmayan gruplar iizerinde Fourier analizi i¢in
grup karakterleri yeterli olmaz. Bu bakimdan ayr1 bir teoriye ihtiya¢ duyulmaktadir.

Ote yandan, bir G grubu topolojiklestirilebilir ve bu grup islemlerinin siirekli oldugu var-
sayilir. G grubu topolojik grup olarak diisiiniildiigiinde, soyut harmonik analiz ¢aligilmasi i¢in
gruplar kompakt, yerel kompakt ve kompakt olmayan ile ayrik grup olarak ayirt edilmedilir.
Bu nedenle, soyut harmonik analiz, bu gruplar icin hem degismeli hem de degismeli olmayan
gruplar i¢in tartigilir.

Bunun diginda her yerel kompakt G grubunda ise G hakkindaki temel bilgileri kodlayan
pek cok Banach cebiri olusturulabilir. En 6nemlilerinden biri L' (G) grup cebiridir. Bu L'(G)
grup cebiri girisim iglemi ile G grubu iizerinde integrallenebilen fonksiyonlarin (denklik
siniflarinin) uzayidir. Bu kitabin temel konusu olan ve Lebesgue uzaylarindan farkli, ayni za-
manda genelleyen bir baska Banach cebiri Orlicz cebiridir. Orlicz cebirleri ve temel 6zellikleri
Istanbul Universitesi ekibi tarafindan genellestirilerek literatiire kazandirilmistir[30, 33, 34].
Bu konuyla ilgili caligmalar ileride verilecektir. Ote yandan Banach cebirlerinin temel teorisi
de harmonik analiz caligmalarinin temel araclarindandir.

Bir bagka acidan, yerel kompakt gruplar iizerinde harmonik analiz girisim islemi ile ilgili
caligmas olarak diisiiniilenebilir. Thtiyacimiz olan bu kavramlar1 verecegiz.

1.4.1 Yerel Kompakt Gruplar

Tamim 1.4.1. G bir Hausdorff topolojik uzayi ve ayni zamanda bir grup olsun. G X G kartezyen
carpimindan G’ye (x, y) — xy~! doniisiimii siirekli bir fonksiyon ise G topolojik grup olarak
adlandirilir. Ornegin her grup, ayrik topolojiye gore bir topolojik gruptur.

Eger topolojisi yerel kompakt, yani her x € G noktasinin kompakt bir komgulugu var ise
G’ye yerel kompakt grup denir. Eger G bir degismeli grup ise G yerel kompakt degismeli
grup olarak adlandirilir.

Degismeli yerel kompakt gruplar harmonik analizde, 6zellikle Fourier ve zaman frekans
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analizinde ayrica ilgi ¢ekicidir. Bu ise, degismeli yerel kompakt gruplarda oteleme altinda
degismez olan Haar 0l¢iisiiniin varlig1 ve Pontryagin- van Kampen (L. S. Pontryagin, 1908-
1988, Rus matematikgi; E.R. van Kampen, 1908-1942, Alman matematik¢i) duallik teorisinin
gecerli olmasindan kaynaklidir.

G yerel kompakt grup icin en giiclii aracimiz Haar 6l¢iisii olarak adlandirilan bir fonksiyon
olacaktir. Oteleme altinda degismez kalmak iizere sag ve sol Haar olgiisii olarak iki sekilde
karsimiza ¢ikar. Daha belirgin olarak, bir u sol (sag) Haar 6l¢iisii, her E € G Borel dl¢iilebilir
kiimesi ve x € G icin u(xE) = u(E) (benzer sekilde u(Ex) = u(E)) kosulunu saglayan G
tizerinde sifir olmayan bir regiiler Borel 6l¢iisiidiir. Ayrica, u(E) bir sol Haar 6lg¢iisii olmasi
icin gerek ve yeter kosul E +— u(E~') bir sag Haar olciisii olmalhidir. Degismeli bir G
yerel kompakt grubu i¢in u(xE) = p(Ex) = p(E)’dir. Eger u(G) = 1 ise Haar 0Slgiisiine
normallestirilmis Haar 6l¢iisii denir.

Sol ve sag degismez dl¢iiler arasinda modular fonksiyon adi verilen ve A : G — (0, +o0) ile
gosterilen siirekli bir homomorfizma iligkisi vardir. Eger A = 1 ise G unimodular grup olarak
adlandirilir. Degismeli, kompakt veya ayrik yerel kompakt gruplar unimodular gruplardir.
Ote yandan, p Haar 6lgiisiiniin sonlu olmas igin gerek ve yeter kosul G’nin kompakt grup
olmasidir. Yine, G ayrik ve sonsuz bir grup ise e grubun birimi olmak iizere u({eg}) =1
alinabilir.

Unimodular olmayan en basit grup drnegi ise afin gruptur. Ote yandan, unimodular grup
icin sol ve sag Haar ol¢iisii yerine Haar Olciisii kavrami kullanilir. Biz de kolaylik olmasi
bakimindan sol ve sag Haar Olciileri i¢in basit¢e Haar Olciisii diyelim. Buna gore, agagidaki
iki teorem yerel kompakt gruplar teorisi i¢in ¢ok onemlidir.

Teorem 1.4.2. Her yerel kompakt grup bir Haar 6l¢iisiine sahiptir.

Teorem 1.4.3. Yerel kompakt gruplarin Haar 6l¢iisii pozitif bir skaler carpimi kadar tektir.
Simdi farkli yerel kompakt gruplarin ve Haar dl¢iilerinin birka¢ 6rnegini verelim.

Ornek 1.4.4.

(i) R"™ toplamsal grubu aligilmig topoloji ile yerel kompakt degismeli bir gruptur. R "
iizerindeki Haar olciisii Lebesgue olciisiidiir.
(i) R* = R\{0} carpim grubu yerel kompakt bir gruptur. R * grubu iizerindeki Haar

du(x)
x|

ol¢iisii seklindedir. Burada, du(x) Lebesgue ol¢iistidiir.

(iii) C* = C\{0} carpim grubu yerel kompakt bir gruptur. C* grubu iizerindeki Haar

o dp(x)du(y)

ol¢iis Ty seklindedir.

(iv) Z toplamsal grubu ayrik topolojiye gore yerel kompakt degismeli bir gruptur ve sayma
ol¢iisline sahiptir.

(v) T ={z€C: |z| =1} torus ¢arpimsal ayrica kompakt bir gruptur.

(vi) GL(n,C), n X n tipinde katsayilar1 kompleks terslenebilir matrislerin kiimesidir. Bu
kiimelerin matris carpma iglemi ile olusturdugu gruba genel lineer grup denir. GL(n,R )
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(vii)

(viii)

yerel kompakt bir gruptur. GL(n, R ) grubu iizerindeki Haar o6l¢iisii | det A|7"dA sek-
lindedir. Burada dA, M (n,R) matris grubu iizerindeki Lebesgue Sl¢iisiidiir. Aslinda
G L(n,R) birreel Lie grubudur. Bir reel Lie grubu, piiriizsiiz (smooth) grup islemleriyle
yerel kompakt grup yapisina sahip piiriizsiiz manifoldlardur.

SU(2), 2 x 2 tipinde kompleks katsayili, tersi kompleks esleniginin transpozuna esit ve
determinanti 1 olan matrislerin kiimesidir. Bir bagka deyisle,

SU2) :={A: A = A" ve detA =1}
seklindedir. SU(2), yerel kompakt bir gruptur. f, SU(2) grubu lizerinde integrallene-
bilen bir fonksiyon olmak iizere, Haar ol¢iisii

T m 2n

1
f(x) du(x) = = fo¢(0,0,y)sin® 0 sin g dodedy

SU(2)

seklindedir. Burada, x; = cos#, x, = sinfcos ¢, x3 = sinf sin¢siny olmak {izere,
?(0, ¢,y) = (x1,x2,x3, x4) ile verilir.

O (n), nxn tipinde kompleks katsayili, tersi transpozuna egit olan matrislerin kiimesidir.
Yani,
O(n):={A: Al=A""}

seklindedir ve ortogonal grup olarak adlandirilir. SO (n) ise O(n) ortogonal grubunun
determinanti 1 olan alt grubudur ve

SO(n) :={A: A'=A""ve detA =1}

seklinde yazilabilir. SO (n) kiimesinin matris ¢arpimina gore olusturdugu gruba 6zel
ortogonal grup denir. SO (3), yerel kompakt bir gruptur. f, SO(3) iizerinde integralle-
nebilen bir fonksiyon olmak iizere, Haar ol¢iisii

/ f(x)dy(x)z% / do / do-A(u)f(exp(QT(u)))sinzg
SO(3) 0 S2

seklindedir. Burada, o, S2 birim kiiresi iizerinde normallestirilmig diizgiin 6l¢ti, u(a, b,
¢), (a* + b + ¢ = 1), §? birim kiiresinde bir nokta ve 7' déniisiimii

ay dpy as
T(u)=|by by b3
1 €2 C3

seklindedir.
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Her yerel kompakt G grubu dual grubu olarak adlandirilan G ile iliskilendirilir.
G = {¢:G—>T : ¢ grup homomorfizmasidir.}

Dual grup noktasal ¢carpima gore bir grup yapisina sahiptir. Ayrica, dual grup topolojik uzaylar
arasindaki siirekli fonksiyonlar i¢in kompakt agik topoloji (Gelfand topolojisi) ile donatilmis-
tir. Bylece G dual grubu da degismeli yerel kompakt bir gruptur. Yine, G yerel kompakt
degismeli grubunun dual grubu G grubudur.

Ornek 1.4.5. Asagidaki izomorfizmalar gecerlidir.

79>
1R

@) R.

(i) Z

1R

T.

Gii) T=2z.

1.4.2 Girisim Carpim ve Esitsizlikler

Yerel kompakt bir grup iizerinde bir Haar ol¢iisiiniin varlig1 bir dizi cebir tanimlamamiza
izin verir. Bu tamimlar girisim olarak adlandirilan temel isleme dayanir. Bu kisimda girigim
islemi ve Lebesgue uzaylarina iligkin temel esitsizlikler verilecek, daha sonra da cebir yapilari
tanitilacaktir.

Tanmm 1.4.6. f,g : G — C, bir yerel kompakt G grubu iizerinde 6lg¢iilebilir fonksiyonlar
olsun. f * g girisimi

(f *£)(x) = / FOG 0 du(y)
G

integrali anlamli oldugunda tanmimlanir. Eger G yerel kompakt grup degismeli ise integralin
ici f(y)g(x — y) seklinde olur.

Girisim isleminin taniml1 olacag: asagidaki teoremleri verelim.

Teorem 1.4.7 (Girisim icin Young Esitsizligi). G bir yerel kompakt degismeli grup, 1 <

P, q < oo olmak iizere % = % + é —1 > 0 olsun. Budurumda, f € LP(G) ve g € LY(G) igin

(i) hemen hemen her x € G i¢in y — f(y)g(x — y) Ol¢iilebilir fonksiyonu G iizerinde
integrallenebilir,

(i) (f *g)(x) = [ f(y)g(x — y)du olmak iizere,
G

(fxg) € L"(G) ve |If =gll- < IIflpllgllq
olur.

ispat. Kabul geregi, 1% + é > 1 ise,
l.durum: g = ligin,(a) p=1liser =1,(b) p=o0iser =co,(c) 1 < p < ocoiser = p,
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2.durum: 1 < p <oo,1 <g<cove L+ 1 =1iser=oco,

3durum: 1 < p <oo,l<g<oovedl+l=14+151

1
q

<=

olur. Bu ili¢ durumu agagida sirasiyla inceleyelim.

1.durum: (a) f € L'(G), g € L'(G) olmak iizere

/ I(f * §)(x)ldx = / ’ / F)g(x - y)dyldx < / ( / O lgCx = y)ldy
G G G

G G
< / If(y)l( / Ig(x—y)IdX)dy=|If||1||g||1 < o0
G G

olur. Boylece, y — f(y)g(x — y) fonksiyonu, G iizerinde hemen her x € G igin integrallene-
bilir ve [ |(f * g)(x)ldx < [IfIhllglh ya da
G

I1f gl < 1/ llglhh

elde edilir.

(b) f € L(G),g € L'(G) olsun. Her x € G icin

/ lF DNl (x = y)ldxdy < || llll gllx
G

olur. Boylece, y — f(y)g(x—y) fonksiyonu G iizerinde hemen her x € G i¢in integrallenebilir
ve

ILf = glleo < 1 flleollglln

elde edilir.

(¢)1 < p < wolmakiizere, f € L?(G)veg € L'(G) olsun. f € L?(G)ise|f|? € L'(G)
olur. (a) sikkindan, hemen hemen her x € G i¢in

IFWIPlg(x =)l € LY(G)

yada|f(y) ||g(x—y)|ll7 € LP(G) olur. p, p’ eslenik sayilar olmak iizere, |g('—y)|# e L (G)
1 1
oldugundan | f(¥)||g(x=y)| = |f (V) |lg(x—=y)|? |g(x—y)|P" yazilirsa, Holder esitsizliginden,

/ FO)llg(x = y)ldy < ( / If(y)l”lg(x—y)ldy)p( / |g<x—y>|du)”'
G G G

1
7

= (/ lF )17 1 (x - y)ldy)P llglly
G
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olur. Hemen her x € G i¢in

(N7 < [ 17O IgC = ldyligl?
G

yazilir. Yine, | f|P € L'(G), |g| € L'(G) olmak iizere,

/If(y)l”lg(x—y)ldy= (117 1gl) (x)
G

olur. (a) sikki uygulanirsa,

//If(y)l"lg(x—y)ldydx = MAP = Lgllly < MLAP N gl =15 Ngl
G G

elde edilir. Boylece,
I1f +gllp < 1f1Ipliglh

bulunur. ( p ve p’ eslenik oldugundan £ ;',” = p seklindedir.

2. durum: 1 < p < 00,1 < g < o0 ve p, g eslenik olmak iizere, f € LP(G),g € L9(G)
olsun. O halde, Holder esitsizliginden

/ F O g G = ldy < 11 [lp]| gl < oo
G

olur. Boylece, hemen her x € G ic¢in |(f * g)(x)| < ||fllpliglly oldugundan ||f * glle <
Il f1Ipllglly elde edilir.

3.durum: ;= % + 611 —1ve p’, g’ sirasiyla, p, g nun eslenigi olsun. Boylece,
1 1 1 1 1 1 1 1 1
SEom e, mE o k=
r p g r gqg p r q p

olur. f € LP(G), g € L4(G) oldugundan

I(f * g)(x)] < / IO llg(x = y)ldy = / N OD)IP1Cx = I 7 IF D)1 |g(x = y)| 7 dy
G G

olur. Burada, p; = r,p2 = ¢’,p3 = p’ i¢in (2.7)’den % + % + pl = 1 oldugundan
genellestirilmig Holder esitsizligi uygulanirsa,

I(f * )] < ( / FO)IPlg(x —y)I“dy)r 1AL gl (1.5)
G
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olur. Diger taraftan, Teorem 1.3.33’ten

/(/Wﬂwwmu—www}u=/1ﬂwwpfmu—www}w=ummm@<m
G G

G G
(1.6)
elde edilir. Boylece, hemen hemen her x € G igin
[ 1ot - iy < o (1.7)
G
olur. Ayrica, (1.6) ve (1.7) esitsizliklerinden
17 2¢ll = [ 17 x 9 00l s
G
< / LfDIP1g(x = y)|9adydx| fII 5 llglly
G G
.9 p(l+57 q|1+%
< AN A1 Negly = IIfIIp< ! )Ilgllq( )
elde edilir. Buradan, (1.5)’ten
ILf = gll- <N fllpligllg
bulunur. O

1.4.3 Fourier Doniisiimii

G bir yerel kompakt grup ve G dual grubu olsun. f € L'(G) i¢in f : G — C Fourier
doniisiimii

ﬂw=/fmﬁﬁw,yeé
G

seklinde tamimlanir ve | £ ()| < ||f]]1 gecerlidir. Bu durumda, f € L'(G) olur.

Ote yandan, hemen hemen her x € G i¢in

1w = [ fomdy
G
gecerlidir.

Onerme 1.4.8. Eger f,g € L'(G) ise (f *g) = /8 olur.
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1.4.4 Banach Cebirleri ve Banach Modiilleri

Tanim 1.4.9. A, K (R veya C ) cismi ilizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger A,

AXA— A
(a,b) - ab

doniisiimiine gore bir halka ve her a, b € A ve @ € K i¢in, a(ab) = (aa)b = a(ab) kosulu
saglantyorsa A vektor uzayina K cismi iizerinde bir cebir denir.

Eger, her a,b € A igin ab = ba kosulu saglaniyorsa A cebirine degismelidir denir.
Ayrica, her a € A i¢in ea = ae = a olacak sekilde bir e € A elemani varsa A cebirine birimli
cebir denir. Bu durumda, e elemanina A cebirinin birimi denir.

Tanmm 1.4.10. (A, || - ||) bir normlu uzay ve A, K cismi iizerinde bir cebir olsun. Eger norm,
alt carpimsallik 6zelligini sagliyorsa, bir bagka deyisle her a, b € A i¢in

llabll < llallllb]l

esitsizligi saglaniyorsa A cebirine K cismi iizerinde bir normlu cebir denir.
Eger bir A normlu cebiri || - || normuna gore bir Banach uzayi ise A Banach cebiri olarak
adlandirilir.

Ornek 1.4.11. X bir yerel kompakt Hausdorff uzay olsun.
Cp(X)={f:X—>C : fsirekli ve sinrl }

uzay1, f € Cp(X) igin
1/ lleo = sup [ £ (x)]
xeX

norma ve noktasal carpima gore degismeli ve birimli bir Banach cebiridir.

Tanmmm 1.4.12. (A, || - ||) bir normlu cebir ve (e,) A’da bir ag olsun. Eger her x € A i¢in
lleqx —x|| = 0 (]|xeq — x|| — 0) ise (e4) agma A normlu cebirinin bir sol (sag) yaklasik
birimi denir. Eger (e, ), hem sol hem de sag yaklasik birim ise A cebirinin yaklagik birimi
olarak adlandirilir. Yine, bir (sol ya da sag) yaklagim birim (e ) i¢in bir M > 0 reel sayisi her
a € I igin ||leq|| £ M olacak sekilde varsa (e, ) simirhidir denir.

Banach cebirleri, siirekli bir ¢arpimla donatilmig Banach uzaylaridir. Genel olarak, ii¢ tip
Banach cebiri vardir. Bunlar, Banach uzaylar1 iizerinde taniml lineer ve sinirhi operatorle-
rin olusturdugu uzayin operator normu ve bileske islemine gore Banach cebirleri, topolojik
uzaylar iizerinde tanimli sinirly, siirekli fonksiyonlar uzayinin olusturdugu diizgiin norm ve
noktasal carpima gore Banach cebiri ve bir G yerel kompakt grup iizerinde taniml integ-
rallenebilen fonksiyonlarin girigim islemine gore Banach cebirleridir. Bu kitabin ilgilendigi
Banach cebirleri de son tip Banach cebirleridir.

Tamm 1.4.13. A, K cismi iizerinde bir Banach cebiri ve E,K iizerinde bir vektdr uzayi
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olsun. Eger
AXE —>E

(a,x) — ax
doniisimii i¢in
(i) her a € A i¢in x — ax doniisiimii E iizerinde lineer,
(ii) her x € E icin a +— ax doniigiimii A iizerinde lineer,
(iii) hera,b € A ve her x € E i¢in a(bx) = (ab)x

kogullar1 saglaniyorsa E’ye bir sol A modiilii denir.

Benzer sekilde,
ExA—>E

(x,a) = xa
doniislimii icin
(i) her a € A i¢in x — xa doniigiimii £ iizerinde lineer,
(ii) her x € E icin a +— xa doniigiimii A iizerinde lineer,
(iii) hera,b € A ve her x € E i¢in (xa)b = x(ab)

kogullar1 saglaniyorsa E’ye bir sag A modiilii denir.
Eger E hem sol hem sag A modiilii ve her a,b € A, x € E i¢in

a(xb) = (ax)b
kosulu saglaniyorsa, E’ye bir A ikili modiilii denir.

Tamm 1.4.14. (A, || - ||) bir Banach cebiri ve (E, || - ||) bir Banach uzay1 olmak iizere, E, A
lizerinde bir modiil olsun. Eger bir M > 0 sayisi, her a € A ve x € E i¢in

lax|le < Mlallallx]|e

olacak sekilde varsa, E’ye A lizerinde bir sol Banach modiilii veya sol Banach A modiil denir.
Benzer sekilde,
lxalle < Mllx|lzllalla

kosulu saglaniyorsa E’ye A iizerinde bir sag Banach modiilii veya sag Banach A modiil denir.
Eger E, A lizerinde hem sol hem sag Banach modiilii ise E’ye bir Banach A modiilii denir.

Ornek 1.4.15. A bir Banach cebiri ve E, bir sol Banach A modiilii olsun. Bu durumda, E
modiiliiniin duali E* agagidaki modiil islemiyle birlikte bir sag§ Banach A modiiliidiir.

(x,da) = {ax,A), a€A,x€eE,A€E".
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Benzer sekilde, E, bir sag Banach A modiilii ise E*
(x,ad) = (xa,A), a€A,xe€E,A1€E"

modiil islemiyle birlikte bir sol Banach A modiiliidiir.

Teorem 1.4.16. G bir yerel kompakt grup olsun. L' (G), || - ||; normu ve girisim ¢arpimina
gore bir Banach cebiridir.

L'(G) grup cebiri olarak adlandirilir. Eger G ayrik degilse, L' (G) nin birimi yoktur.
Genel olarak, elemanlar1 C.(G) uzayinda olan iki tarafli sinirh bir yaklagik birime sahiptir.

Teorem 1.4.17. G bir yerel kompakt grup olsun.

(i) L'(G) degismeli Banach cebiri olmas icin gerek ve yeter kosul G grubunun degismeli
olmasidir.

(i) L'(G) birimli Banach cebiri olmast icin gerek ve yeter kosul G grubunun ayrik ol-
masidir.

Teorem 1.4.18. G bir yerel kompakt grup, I < p < oo olsun. L”(G), sol (sag) Banach L'(G)
modiiliidiir. Bir baska ifadeyle, L? (G) x L'(G) — LP(G), (f,g) — f * g siurh ikili lineer
doniistimdiir.
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2. DISBUKEY FONKSIYONLAR

Disbiikey fonksiyonlar fonksiyonel analizde dnemli bir yere sahiptir. Ozellikle, optimizas-
yon problemleriyle ilgilidir. Ote yandan, baz1 uzaylar da disbiikey fonksiyonlar araciligiyla
tanimlamir. Ozel olarak, Orlicz uzaylar1 Young fonksiyonlari ile belirlendigi icin bu fonksi-
yonlarda digbiikeylik 6nemli rol oynar.

Bu boliimde, digbiikey fonksiyonlarla ilgili siireklilik, tiirevlenebilirlik, integral temsili
gibi ozellikler ve aralarindaki iligkiler verilecektir.

2.1 DISBUKEY FONKSIiYONLAR VE OZELLIKLERI

Orlicz uzaylarimi belirleyen Young fonksiyonu digbiikey fonksiyon oldugundan, digbiikey fonk-
siyonlarla ilgili temel Ozellikler bu kisimda verilmisgtir.
I, R reel sayilarin bir araligim gosterecektir.

Tamm 2.1.1. / C R bir aralik olsun. Bir f : I — R fonksiyonu, her x,y € I ve @ € [0, 1]
icin
flax+(1-a)y) s af(x)+(1-a)f(y)

kosulunu sagliyor ise f fonksiyonuna digbiikey denir. Ayrica,

flax+ (1 -a)y) <af(x)+(1-a)f(y)

kogsulu saglaniyor ise f fonksiyonuna kesin digbiikey denir.
Eger — f fonksiyonu digbiikey ise f : I — R fonksiyonuna icbiikey denir.

Ornek 2.1.2. 1 C R olmak iizere, f(x) = |x| mutlak deger fonksiyonu disbiikeydir. Gergekten
de, keyfix,y € I ve @ € [0, 1] i¢in

flax+ (1 -a)y) =lax+ (1 -a)yl < alx[+ (1 -a)ly| = af(x) + (1 -a)f(y)

olur. Boylece, f digbiikeydir.
Teorem 2.1.3. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) Her x1,xp € I ve her a1, a; € [0, 1] igin, @] + @y = 1 olmak iizere f (a1x; + azxy) <

arf (x1) +arf (x2),

(i1) x1,xp € [ igin x; < xp olmak iizere her x € [x1,x3] i¢in P(x) = (x, f(x)) noktasi
P (x1), P (x2) dogrusunun altinda kalir,

(iii) A={(x,y) eR?:xelvey> f(x)} kiimesi, R >’nin digbiikey bir alt kiimesidir,

(iv) herxy,xp,...,x, € Lheray,ay,...,a, € [0, 1]i¢in i @; = 1 olmak iizere f(
i=1

n
aix,') <
i= =1

1

g] a; f(x;) gecerlidir.
i=1
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Gozlem 2.1.4. Eger bir f fonksiyonu, I ve I araliklari iizerinde digbiikey ise /; U I, {izerinde
digbiikey olmasi gerekmez. Ancak, f fonksiyonu I} N [, aralifi iizerinde digbiikeydir.

Ornek 2.1.5. Eger f(x) = —Vx2 — 1 seklinde bir f fonksiyonu alimirsa, f, (—co,—1] ve
[1, +c0) araliklari {izerinde digbiikey olmasina karsin, (—co, —1] U [1, +00) lizerinde digbiikey
degildir.

Teorem 2.1.6. f : I — R fonksiyonu / aralifinda tiirevlenebilir olsun. f fonksiyonunun

digbiikey olmasi icin gerek ve yeter kosul f” tiirev fonksiyonunun artan olmasidir.

Teorem 2.1.7. f : I — R siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun 7
tizerinde digbiikey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x, y € [ icin

xX+y

) < SU@+ )

1l
olmasidir.

ispat. Okuyucuya birakilmistir. O

Teorem 2.1.8 (Disbiikeylik icin ikinci Tiirev Testi). f : I — R iki kez tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun digbiikey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her
x € I igin f”(x) = 0 olmasidir. Ayrica, f fonksiyonu kesin digbiikey bir fonksiyon ise her
x € Ligin f”(x) > 0 olur.

Onerme 2.19. f: 1 — R ve g : I — R disbiikey fonksiyonlar olsun. Bu durumda, 8 > 0
olmak iizere, f + g ve Sf fonksiyonlar1 digbiikeydir.
Uyan 2.1.10. Iki digbiikey fonksiyonun bileskesinin digbiikey olmas1 gerekmez.

Ornek 2.1.11. Eger f(x) = —% ve g(x) = e™* fonksiyonlar1 alinirsa, f fonksiyonu (—co, 0)
aralig1 iizerinde ve g fonksiyonu [0, +c0) arahig1 iizerinde disbiikey fonksiyonlardir. Ote yan-
dan, (g o f)(x) = e!/* bileske fonksiyonuna ikinci tiirev testi uygulanirsa, her x € (—oo, -1

i¢in,

1
(80./)"(x) = —e'*(1+2x) <0

X

olur. Bu durumda, (g o f) bileske fonksiyonu, (—oo, —%) aralig1 iizerinde digbiikey degildir.

Onerme 2.1.12. f(I) C J olmak iizere, f : I — R ve g : J — R fonksiyonlar1 disbiikey ve
g fonksiyonu artan ise g o f bileske fonksiyonu 7 iizerinde digbiikeydir.

Ispat. Keyfix,y € I ve @ € [0, 1] olsun. f disbiikey ve g artan fonksiyon oldugundan,

(go f)lax+(1-a)y) =g(f(ax+ (1 -a)y))
<glaf(x)+(1-a)f(y)
< ag(f(x) + (1 -a)g(f(¥))
=a(go f)x) + (1 -a)(ge fHy)

bulunur. Bu ise, g o f bilegske fonksiyonunun digbiikey olmasidir. O



ORLICZ UZAYLARININ TEORISi VE UYGULAMALARI | 39

Uyar 2.1.13. Onerme 2.1.12’nin tersi dogru degildir. Bunun igin asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 2.1.14. 1 = (0, +c0) arahi1 iizerinde tammli f(x) = e ve g(x) = % fonksiyonlar1
alinirsa, f, g ve (g o f) = e* fonksiyonlari [ iizerinde digbiikey olur. Fakat, g fonksiyonu /7
aralifinda azalandir.

Onerme 2.1.12°den asagidaki sonuglari ¢ikarabiliriz

Sonug 2.1.15. f(I) C J olmak iizere, f : I - R, g :J — R fonksiyonlarinngo f : I - R
bileske fonksiyonu olsun.

(i) g digbiikey, azalan ve f i¢biikey ise g o f digbiikeydir.
(ii) g icbiikey, artan ve f icbiikey ise g o f i¢biikeydir.
(iii) g icbiikey, azalan ve f digbiikey ise g o f i¢biikeydir.
Onerme 2.1.16. Artan ve disbiikey (icbiikey) fonksiyonun tersi icbiikey (disbiikey) olur.

Uyan 2.1.17. Fonksiyon artan degilse Onerme 2.1.16 gergeklenmek zorunda degildir. Bunun
icin agagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 2.1.18. Bir f(x) = % fonksiyonu alalim. Bu durumda, f, (0, +co) araliginda azalan
ve digbiikey olur. Ancak f~! ters fonksiyonu, yine kendisi oldugundan f, (0, +c0) araliginda
icbiikey degildir.

Onerme 2.1.19. f : I —» R ve g : I — R pozitif, disbiikey ve artan (azalan) fonksi-
yonlar olsun. Bu durumda, fg carpim fonksiyonu da pozitif, digbiikey ve artan (azalan) bir
fonksiyondur.

Onerme 2.1.20. A indisleyen kiime olmak iizere, f, : I — R disbiikey fonksiyonlar ailesi

ve f(x) = sup fo(x) olsun. Eger J = {x € I : f(x) < +oo} bos olmayan bir kiime ise J bir
aceA

araliktir ve f, J lizerinde digbiikey bir fonksiyondur.

Reel sayilarin bir aralif1 iizerinde tanimli fonksiyonlarin digbiikeyligi, sinirliligy, siirekliligi
ve integrallenebilirligi ile iligkisi vardir. Asagida bunlar incelenecektir.

2.2 DISBUKEY FONKSIYONLAR VE SINIRLILIK

Tanim 2.2.1. f : I — R fonksiyonu olsun. Bir M > 0 reel sayisi, her x € [ i¢in |f(x)| < M
olacak sekilde varsa f sinirli fonksiyondur.

Onerme 2.2.2. 1 C R bir aralik ve f : I — R bir digbiikey fonksiyon olsun. Eger I kapali
ve sinirh aralik ise f fonksiyonu /7 iizerinde sinirlidir.

Ispat. Genelligi bozmamak icin, I C R kapal ve smurh bir aralik oldugundan a < b
olmak iizere, I = [a,b] alalm. Ote yandan, her bir x € [a,b] ve @ € [0,1] icin x =
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aa + (1 — a)b diyelim. Eger f(a) ve f(b) goriintiilerinden en biiyiigiine M denirse, yani
M = maks{f(a), f(b)} ise her x € [a, b] igin

f)=flaa+ (1 -a)b) <af(a)+(1-a)f(b)<aM+(1-a)M =M

olur. Boylece, f fonksiyonu [a, b] lizerinde M ile iistten sinirhidir.

Ote yandan, |f| < b%“ olmak lizere x = # + t diyelim. Buradan, f fonksiyonun

digbiikeyligi kullanilirsa,

b 1 b 1 b
57 =2 (5 ) (5

bulunur. Diger taraftan

f(x):f(a;b+t) 22f(a;b)—f(a;b—t) 22f(a;b)—M

olur. Boylece, m = 2f (#) — M denirse, her x € [a,b] igcinm < f(x) < M, yani | f(x)| <
maks{|m|, |M|} elde edilir. Bu ise, f fonksiyonunun [a, b] iizerinde sinirli olmasidir. O

Uyar 2.2.3. Onerme 2.2.2’de, I aralig1 kapali ya da sinirh degilse f fonksiyonu sinirli olmak
zorunda degildir. Bunun icin asagidaki drnegi verelim.

Ornek 2.2.4. Bir I = (0, 1] aralig1 iizerinde f(x) = % fonksiyonu digbiikeydir ancak sinirl
degildir.

Uyan 2.2.5. Onerme 2.2.2 nin tersi dogru olmayabilir. Yani, f fonksiyonunun bir / aralig:
iizerinde digbiikey ve sinirli olmasi I’nin kapalt ve sinirli olmasini gerektirmez. Bunun igin
asagidaki ornegi verelim.

Ornek 2.2.6. Bir I = (—c0,0) araligs iizerinde f(x) = e* fonksiyonu simrl ve digbiikeydir.
Ancak, I aralig1 kapal1 ve sinirh degildir.

Onerme 2.2.7. Eger bir f fonksiyonu, bir I aralig1 iizerinde disbiikey ise, her a € I igin

_f) - f(a)

rq(x) =
X—da
seklinde tanimli fonksiyon 7 \ {a} iizerinde artandir.
2.3 DISBUKEY FONKSiYONLARDA SUREKLILIK VE TUREV ILiSKIiSi

Bu kisimda f digbiikey fonksiyonunun tiirev ve siirekliligine iliskin temel 6zellikleri verile-
cektir.

Teorem 2.3.1. Bir / aralif1 iizerinde digbiikey bir f fonksiyonu verilsin. Bu durumda, f
fonksiyonu 7 araliginin biitiin i¢ noktalarinda sol ve sag tiireve sahiptir ve her u € I° i¢in

fL(u) < fi(u)
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olur.

Ispat. Keyfi bir u € I° alalim. O halde, u < « olacak sekilde bir @ € I vardir. Ote yandan,

f disbiikey oldugundan r,(x) = W fonksiyonunun artanlig1 kullanilirsa, her x €

(—oo,u)NIiginr,(x) < r,(a) olur. Boylece, r, fonksiyonu artan ve iistten sinirlidir. Boylece,

sol limiti, yani

- f
)

vardir. Diger taraftan, en az bir § € I vardir dyle ki u > S olur. Her x € (u,+00) N [ igin

hm ru(x) = lim

X—u-

ru(B) < ryu(x) olur. Buise, r,, fonksiyonunun alttan sinirli oldugunu gosterir. O halde, x — u*
icin sag limiti yani,

lim r,(x) = lim M
x—ut

x—ut

= fi(u)

vardir.

Ayrica, her u € I° icin f’ (u) < f](u) oldugunu gosterelim. Her x,y € Iicinx <u <y
olsun. O halde, r,, fonksiyonunun artanligindan r,, (x) < r,(y) olur. Eger y sabitlenir, x — u~
icin limite gegilirse, xllrruli ru(x) < r,(y) ve buradan f’ (1) < r,(y) olur. Ote yandan, y — u*

icin limite gegilirse, f” (1) < f;(u) olur. Bu ise istenendir. O

Uyar1 2.3.2. Teorem 2.3.1 ispatinda kullanilan teorem monoton fonksiyonlarin limiti ile
ilgilidir. Bu teoreme gore, f : (a,b) — R monoton bir fonksiyon ise her xo € (a, b) i¢in
daima f(x}) ve f(x,) vardir ve

f&g) =sup{f(x) : x € (a,x0)}, [f(xg) =sup{f(x) : x € (x0,D)}

seklinde verilir. Yine, sonug olarak eger f fonksiyonu (a, b) araligi iizerinde artan ise her
xo € (a, b) igin

fa3)= s f()S f(x0) S fO5)= nf, f(2)

x€e(a,xg)

olur.
Sonug 2.3.3. [ iizerinde tanimli digbiikey fonksiyonlar /° {izerinde de siireklidir.

Ornek 2.3.4. Bir f : (0,+00) — R, f(x) = x? fonksiyonu (0, +c0) araliginda digbiikey olup
stireklidir.

Ornek 2.3.5. I = (0,2n) iizerinde tanimli f(x) = sin(x) fonksiyonu siireklidir. Ancak, f
fonksiyonu (0, 27) araliginda digbiikey degildir.

Uyan 2.3.6.

(i) Eger I aralig1 aciksa I = I° oldugundan f fonksiyonun digbiikeyligi / a¢ik aralifinda
stirekliligi gerektirir.
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(i) Eger I acik degilse, I lizerinde f fonksiyonun disbiikeyligi siirekliligi gerektirmeyebilir.

] 0, xe(0,1),
f(x)_{l, xe{0,1}

Ornegin,

fonksiyonu [0, 1] araliginda digbiikeydir fakat O ve 1 noktasinda siirekli degildir.

Uyari 2.3.7. I = [a, b] kapali, sinirli araliginda f/(a), f/(b) sag ve sol tiirevi R ’de varsa
f fonksiyonunun disbiikeyligi siirekliligi gerektirir. Fakat bu kosul gerekli degildir. Ornegin,
f(x) = —+/x fonksiyonu [0, 1] iizerinde digbiikey ve siireklidir fakat f7(0) = —co olur.

Teorem 2.3.8. Bir f fonksiyonu / araliginda disbiikey olsun. Bu durumda, /° iizerinde f;
(ayn1 sekilde f’) sagdan siirekli (soldan siirekli) ve artandir.

Ispat. Okuyucuya birakilmistur. O

Tanmm 2.3.9 (Lipschitz Kosulu). / C R bir aralik ve f : I — R olsun. Eger bir K > 0 reel
sayist her x, y € igin | f(x) — f(y)| < K|x — y| olacak sekilde varsa f fonksiyonu Lipschitz
kosulunu saglar denir.

Tanmm 2.3.10. f : I — R fonksiyonu verilsin. Her & > 0 i¢in bir § > 0, her x,y € [ i¢in
[x—y| < §iken |f(x)— f(y)| < € kosulunu saglayacak sekilde varsa f fonksiyonuna [ aralig1
iizerinde diizgiin siireklidir denir.

Teorem 2.3.11. Bir f : I — R fonksiyonu Lipschitz kosulunu saglarsa diizgiin siireklidir.

Teorem 2.3.12. Bir f fonksiyonu / araliginda digbiikey olsun. Bu durumda, f fonksiyonu
[a, b] C I° araliginda diizgiin siireklidir ve Lipschitz kosulunu saglar.

ispat. Teorem 2.3.11 geregi fonksiyonun Lipschitz kosulunu sagladigini géstermek yeterlidir.
O halde, a < u; < up < b olacak sekilde a, b € I° ve u1,u € [a, b] olsun. Yine, r,, ve r,,
fonksiyonlariin artanlig1 kullanilirsa, a < u; olmak iizere,

fu) = fla) _ flua) = fu1)

uy—a Uy —uy

ve u; < b olmak iizere,

fua) = f () _ f(b) = f(u2)

Us — uj b—u

olur. Boylece,
f ) = f@) _ )= f @) _ f(b) = f ()

Ui —a Us — Uy b—u

elde edilir.

Kabul edelim ki, x,y € (a, b) Oyle ki x < u; < up < y olsun. Buradan,

fO = fla) _flu)=f) f)=fO)

xX—a Uy — Uy - b-y
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bulunur. O halde, x — a*ve y — b~ i¢in limit alimirsa

ROREAL S API0 @.1)
un ui
elde edilir. Boylece,
S () = f (1) < maks {|f{(a)|, |f/(b)|} = K
uy —uy

olur. Ayrica, (2.1) esitsizligi, u; = a,ur = b igin de gecerli olacaktir. O halde, en az bir
K > 0 sayist, her uy,uy € [a,b] i¢in |f (u2) — f (u1)| £ K |up — uy]| olacak sekilde vardir.
Bu durumda, f fonksiyonu [a, b] iizerinde Lipschitz kosulunu saglar. Boylece, f fonksiyonu
diizgiin siirekli olur. O

2.4 DISBUKEY FONKSIYONLAR VE INTEGRAL ILISKiSI

Asagidaki teorem ile digbiikey fonksiyonlar icin tiirev 6zellikleri temel alinarak bir karakteri-
zasyon verilecektir.

Teorem 2.4.1. I C R bir agik aralik olsun. Bu durumda, f : I — R fonksiyonunun digbiikey
olmasi icin gerek ve yeter kosul bir g : I — R artan fonksiyonu ve bir ¢ € I noktasinin, her

x € I igin
X

£ f(e) = / g()di

kosulunu saglayacak sekilde var olmasidir.

Ispat. ispaticin, u; < us olacak sekilde keyfi uy, us € I alalim. Teorem 2.3.1 geregi,

fL(uy) < fl(uy) < f (u2) (2.2)

olur. Boylece, f’ ve f; artan fonksiyonlardir.

Monoton fonksiyonlar, en fazla sayilabilir sayida birinci tip siireksizlik noktasina sahiptir.
Buna gore, E_ kiimesi ile f’ fonksiyonunun siireksizlik noktalarin1 ve E, kiimesi ile de
fi fonksiyonunun siireksizlik noktalarim1 gosterelim. Eger £ = E_ U E, denirse, f’ ve
fi fonksiyonlar1 I \ E iizerinde siirekli ve E sayilabilir bir kiime olur. Boylece, f’ ve f
fonksiyonlar1 hemen hemen her yerde siireklidir ve dolayisiyla Riemann integrallenebilirdir.

Ote yandan, u; € I\ E olsun. Eger (2.2) esitsizliginde uy — u; icin limit almirsa,
Sf7 (u1) = f] (u1) bulunur. O halde, her u € I\ E igin f'(u) = f’(u) = f/(u) olur. Yani, f
fonksiyonu [ lizerinde hemen hemen her yerde tiirevlenebilirdir.

Simdi, g = f{ ve ¢, x € I olmak iizere [c, x] araliginin {c = xp < x1,x2 < ... <X, = x}
seklinde bir parcalanigini alalim. Yine, Teorem 2.3.1 geregi,

) = f (xi-1)

Xk — Xk-1

L (xkor) < fl(xpmr) < < f7(xx) < £ (x) (2.3)
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olur. Buradan,

F@ =10 = Y1 )~ f (e = Y | LS e
k=1

| (k= xk-1)
n

< D> () (ke = xp-1) (2.4)
=l

bulunur. Diger taraftan, (2.3) esitsizligi kullanilirsa,

n

OENGOEDY

k=1

fxx) = f (x-1)

Xk — Xk-1

] (xk = Xk-1) = Zﬂ (xk—1) (g = xk-1)  (2.5)
k=1
olur. O halde, (2.4) ve (2.5) esitsizliklerinden
D PGk (o= xk1) < F00) = £(€) € D7 L (k) Ok = x-1)
k=1 k=1

elde edilir. Burada, f; fonksiyonu integrallenbilir oldugundan n — oo i¢in limit alinirsa

[ rwar< - s < [ g
bulunur. Boylece, f(x) — f(c) = fxf;(t)dt = fxg(t)dt elde edilir.

Tersine, f(x)— f(c) = f g(t)dt ve g artan olsun. Eger a+ 8 = 1 olmak iizere «, 8 € (0, 1)

C
alinirsa, x < y olacak sekildeki her x, y € I igin

x ax+py

y
af (¥) +BF(y) — (@ +B)f(ax + By) = a / g(0)di + B / g(D)di — (@ + ) / g()di

X

a / g(dr+ B /y g(t)dt

ax+fBy ax+By
M ax+fBy
5 [ ewdr-a [ g
ax+By *

olur. Buradan, g fonksiyonunun artan ve x < @x + Sy < y oldugu kullanilirsa,

af(x)+Bf () - flax+By) = Bglax +By)(y — (ax + By)) — ag(ax + By) (ax + By — x)
> Bg(ax +By)(a(y —x)) — ag(ax +By)(B(y —x))
> afg(ax +By)(y —x) —afg(ax+By)(y-x) =0
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bulunur. Béylece, af(x) + 8f(y) = f(ax + By) olur. Bu ise, f fonksiyonunun digbiikey
olmasidir. O

Uyar1 2.4.2. Eger I € R aralig1 acik degilse, Teorem 2.4.1 gecerli degildir. Bunun igin
agagidaki ornegi verelim.

Ornek 2.4.3. I = [0 1] aralig1 iizerinde tamimli f(x) = —+/x alalim. Her x € (0, 1) igin,
f(x)=f(e)+ f dx olacak sekilde bir ¢ € (0, 1) vardir. Fakat, f(0) degeri elde edileme-

X
mektedir. Eger f(0) degeri elde edilseydi, f \Fdx genellestirilmis integrali kullanilmasi
0

gerekirdi. Fakat g(x) = fonksiyonu 7 = [0, 1] {izerinde taniml1 degildir. Bdylece, f(0)

Z\f
degeri hesaplanamaz.

Uyar 2.4.4. Teorem 2.4.1, f/(a) ve f’(b) degerlerinin var olmas1 kosuluyla [a, b] kapali
arali1 icin de gegerli olur.

2.5 LOGARITMIK DISBUKEYLIK

Tanmim 2.5.1. 7 Reel sayilarin bir arali§i ve f : I — R kesin pozitif bir fonksiyon olsun. Eger
In f, I kiimesi {izerinde digbiikey ise f fonksiyonuna logaritmik disbiikey (log-disbiikey)
denir.

Uyari 2.5.2. Bu tanim, asagidaki sekilde de verilebilir.
f + I — R kesin pozitif bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun logaritmik digbiikey olmasi
icin gerek ve yeter kosul @ + 8 = 1, a, 8 > 0 olmak iizere, her x, y € [ icin

flax+By) < fY(0) P () (2.6)

olmasidir. Gergekten de, kabul edelim ki f fonksiyonu log-digbiikey olsun. O halde, logaritma
fonksiyonunun 6zelliklerinden

In(f(ax+By)) < aln f(x)+B1In f(y) =In f(x) +In fF(y) = In(f () fF ()

olur. Buise, f(ax +By) < f%(x)fB(y) olmasidur.
Tersi, benzer sekilde gosterilir.

Onerme 2.5.3. Eger bir f fonksiyonu, I C R araligi iizerinde log-disbiikey ise disbiikeydir.

Ispat. Kabul edelim ki, f fonksiyonu I aralig1 iizerinde log-digbiikey olsun. Bu durumda, her
x € I igin In f(x) fonksiyonu / iizerinde disbiikey olur. Ote yandan, f(x) = /) olmak
lizere k(x) = In f(x) ve g(x) = e diyelim. Bu durumda, k, I iizerinde digbiikey ve g
fonksiyonu disbiikey ve artan oldugundan Onerme 2.1.12 geregi, g o k bileske fonksiyonu da
I lizerinde digbiikeydir. Boylece, f fonksiyonu [ iizerinde digbiikey olur. O

Onerme 2.54. I € R olmak tizere, f : I — R iki kez tiirevlenebilir ve kesin pozitif bir
fonksiyon olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun log-disbiikey olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
£f” = (f)? = 0 olmasidir.
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ispat. Kabul edelim ki, f fonksiyonu log-disbiikey olsun. Hipotez geregi, f fonksiyonu iki
kez tiirevlenebilir oldugundan In f fonksiyonu da iki kez tiirevlenebilirdir. Boylece, Teorem
2.1.8 kullanilirsa

7\’ " o_ 72
f f
oldugundan, £ — (f")? > 0 elde edilir.
Tersi, benzer sekilde gosterilir. O

Sonraki teoremi vermeden once oldukca kullanigh bir esitsizligi asagidaki dnerme ile
verelim.

Onerme 2.5.5. Her a,b,c,d,a, B porzitif reel sayilar ve @ + 8 = 1 olsun.
a®bP +c%dP < (a+c)¥(b+d)P (2.7)
esitsizligi gecerlidir.

ispat. Ustel fonksiyonun digbiikeyligi kullanilirsa, her a, b, c, d, @, B pozitif reel sayilar1 ve
a+ B =1icin

aabﬁ — ealnaeﬁlnb — ealna+ﬁlnb < aelna +ﬁelnb = aa +,Bb (28)
bulunur. Diger taraftan, % < 1 oldugu gosterilirse ispat tamamlanacaktir. O halde,
a®bP + cvdP a®bP c?dP

@+0)o(b+d)f  @+0)(b+d)f  (@+0)a(b+d)Pp
() ) ) ()
“\a+ec b+d a+c b+d
olur. Buradan, (2.8) esitsizligi kullanilirsa,
a®bP + c2df _( a )a b '8+( ¢ )a d \°
(a+c)e(b+d)B  \a+c b+d a+c b+d
a b c d
<
_a(a+c)+'B(b+d)+a(a+c)+ﬁ(b+d)

o[£ on (s oeae

Q
+

QU

bulunur. Boylece, istenen elde edilir. O

Teorem 2.5.6. Bir / C R aralii iizerinde tanimli, log-disbiikey fonksiyonlarin kiimesi

toplama ve carpma islemlerine gore kapalidir. Ayrica, eger limit var ve kesin pozitif ise limit
fonksiyonu da log-disbiikey olur.

Ispat. Once carpmaya gore kapaliligi gosterelim. Bunun icin, 7 aralig1 iizerinde log-disbiikey
f ve g fonksiyonlarin1 alalim. Bu durumda, In f ve In g fonksiyonlar1 7 iizerinde digbiikeydir.
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Iki digbiikey fonksiyonun toplami da disbiikey oldugundan In f + In g = In fg fonksiyonu da
I iizerinde digbiikey olur. Boylece, fg fonksiyonu 7 iizerinde log-digbiikey olur.

Simdi, bir (f,,)nen log-disbiikey fonksiyonlar dizisini alalim ve bir f fonksiyonuna nokta-
sal yakinsasin. Her n € N i¢in f,, pozitif olmalidir. Béylece, her x € [ i¢in f(x) > 0 olmalidir.
Eger f(x) = 0ise f(x) = 0 oldugunda In f(x) anlamsiz olur. O halde, her x € [ i¢in
f(x) > 0olur. Simdix,y € I ve a, 8> 0, @ + 8 = 1 olsun. Her bir n i¢in f,, fonksiyonlarinin
log-digbiikey oldugu kullanilirsa,

flax+By) = lim fu(ax+pBy) < lim £7(0) f7 (y)
< lim £7(0) lim 7)< f7 00 @9)
bulunur. Boylece, f fonksiyonunun kesin pozitifligi ve (2.8) esitsizligi kullanilirsa f fonksi-
yonu log-digbiikey olur.
Son olarak, log-digbiikeyligin toplama islemine gore kapali oldugunu gosterelim. Eger f

ve g fonksiyonlarinin 7 aralifinda log-disbiikey oldugu ve (2.7) esitsizligi kullanilirsa, x, y € 1
ve @, >0, a + B =1 olmak iizere,

(f +8)(ax +By) = flax + By) + g(ax + By) < f*(x) P (y) + g% (x)g" ()
< (f)+g))*(fF () +8()?

bulunur. Boylece, f + g toplami log-digbiikey olur. )

2.6 DISBUKEY FONKSIYONLAR VE ESITSIZLIKLER
Onerme 2.5.5 dolayisiyla digbiikey fonksiyonlar yardimiyla asagidaki esitsizlikler bulunur.

G) a,b,a,>0, a+p=1 igin,a“b’g < aa + Bb.

(i) a,b,a,>0, a+pB=1icin, a®bP +c¥dP < (a+c)¥ + (b +d)P.
Genel olarak, daha biiyiik sayida esitsizlikler de disbiikey fonksiyonlar yardimiyla verile-
bilir. Asagida digbiikey fonksiyon 6zelligine dayali bazi onemli esitsizlikleri verelim. Bu

esitsizliklerden bazilar1 fonksiyonel analiz ve 6l¢ii kurami kisminda (Teorem 1.3.52, Teorem
1.3.56) farkli sekillerde verilmisti.

.. n
Onerme 2.6.1. Eger x; > 0 ve @; < 1 olmak iizere, ), = 1 ise
i=l

n n

l_[xim < Zaixi (2.10)
i=1

i=1

esitsizligi gecerlidir. Daha agik yazarsak,
X1 T, < apxy Hagxp + -+ @y

olur.
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Uyar 2.6.2. Onerme 2.6.1 geregi asagidakiler elde edilir.
(1) Eger (2.10) esitsizliginde her i, j icin x; = x; almirsa, esitlik elde edilir.
(i) Egerheri=1,2,...,nicinx; = % alinirsa,
11
(X1x2.. )" < —(X] + X3+ ... + Xp) 2.11)
n

elde edilir. Bu esitsizlik, geometrik ortalama ile aritmetik ortalama arasindaki iligkiyi

veren bagintidir.

(i) Egern =2,a; = %,ﬁi = é, x1 = xP ve x, = y? alinirsa,
1 1
xy < —xP + —y4 (2.12)
p q

elde edilir. Bu esitsizlik, pozitif sayilar icin Young esitsizligi olarak adlandirilir. Tleride

bu esitsizlik Young fonksiyonlar1 i¢in verilecektir.

Onerme 2.6.3 (Holder Esitsizligi). Her bir i = 1,2,...,n icin x; ve y; pozitif reel sayilar
olsun. Eger p > 1 ve % + é = lise

esitsizligi gecerlidir.

ispat. Eger herbiri = 1,...,nicin x; = 0 veya y; = 0 ise esitsizlik aciktir. Kabul edelim ki,
bir i, x; > 0 ve y; > 0 olacak sekilde var olsun. Boylece

u:(ixf)é ve_(iyg)é

i=1 i=1

pozitif sayilari alalim. Bu durumda, her bir i i¢in x = 3 ve y = yv—’ reel sayilarina Young

esitsizligi uygulanirsa,

olur. Buradan, toplama gegilirse,

1 < S lyxiyy o lyiye 11, 11y,
o s () e R B s Dt i D
uv i=1 i:lp u i:lq v pu i=1 qv i=1
11 11 11
<——ulP+——vi=—+-=1
puP q vl P g

bulunur. Boylece, istenen elde edilir. O
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Onerme 2.6.4 (Minkowski Esitsizligi). Her biri = 1,2, ..., nicin x; ve y; pozitif reel sayilar

e ()
i=1

i=1

olsun. Eger p > 1 ise

iN-

<
S
Bl

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Eger p = 1 ise esitlik durumu elde edilir. Simdi, % + é = 1 olacak sekilde p > 1 ve
g > 0 sayilar1 alalim. Bu durumda, p = (p — 1)¢q oldugu kullanilirsa,

n n n n
Z(xi +y)P = Z(xi +y0)(xi+y)P ! = in(xi +yi)P! +Zyi(xi +y)P~h(2.13)
i=1 i=1 '

i=1 i=1

bulunur. Holder esitsizligi (2.13) esitligindeki her bir terime uygulanirsa,

1 1 1
p | n p|n q
[Z(Xi'F.Yi)(pl)q Z)’fl lZ(xﬁyi)(pl)ql
i=1 i=1 i=1
% n . n n

|t e |
i=1 i=1

n [ n

Z(xi +yi)P < foj

i=1 Li=1

[ n
Z(Xi+yz')(p_l)q
[i=1

1
q
+

IA

r n L n n
q 1 1
<| S| [ F (207 ]
L =1 i=1 i=1
olur. Buradan,
n 1—5 n % n )
[Z(xi+}’i)p] < X,P + (Z )’f7
i=1 i=1 i=1
olur. Boylece, istenen elde edilir. O

Yine agagidaki esitsizlik de dnemlidir.

Onerme 2.6.5 (Jensen Esitsizligi). Bir (X, A, u) olciilebilir uzayr p(X) = 1 kosulunu
saglasin ve @ bir digbiikey fonksiyon olsun. Eger f : X — R O0lgiilebilir fonksiyonu icin

/ fdu ve f @(f)du integralleri var ise
X X

@(/fdy) S/d)(f)d,u (2.14)
X X

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Okuyucuya birakilmistir. O
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3. YOUNG FONKSIYONLARI

Orlicz uzaylari, digbiikey fonksiyonlar araciligiyla tanimlanan Young fonksiyonlar ile be-
lirlendiginden Young fonksiyonlarina iliskin bazi temel teoremler verilecektir. Ote yandan,
Young fonksiyonunun varli§ina ve calisilmasina iligkin en gii¢lii motivasyon ise 1915 yilinda
de la Vallée Poussin (1866-1962, Belcikali matematikgi) tarafindan diizgiin integrallenebi-
lirlik kosuluna denk kosul olarak verilmesidir. Diizgiin integrallenebilirlik fonkyionel ana-
liz ve 6l¢ii kuraminda oldukc¢a onemli bir kavramdir. Bu kisim [38] kitab1 temel alinarak
diizenlenmigtir.

3.1 DUZGUN INTEGRALLENEBILIRLIK VE VALLEE POUSSIN TEOREMi

(X, A, p) bir sonlu dl¢ii uzayi olsun. Buna gore, I indeks kiimesi olmak iizere, X {izerindeki
reel degerli, Gl¢iilebilir fonksiyonlarin ailesi ¥ = {f, : X = R, a € I} olsun.

Tanmm 3.1.1. Eger,

(i) C =sup [ |faldu < +eo,
acly

i) lim aldu =0
(i i [ 1faldu

kosullar1 saglanirsa ¥ kiimesi diizgiin integrallenebilirdir denir. Burada, (ii)’de @ € ¥ i¢in
yakinsama diizgiindiir.

Tanim 3.1.1°de verilen kogullar yerine daha makul ve daha etkili bir karakterizasyon
yukarida bahsedildigi gibi de la Vallée Poussin tarafindan agagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 3.1.2. Bir (X, A, p) sonlu 6l¢ii uzay1 iizerinde tanimli, reel degerli 6l¢iilebilir fonk-
siyonlarin bir # ailesi verilsin. Buna gore, asagidaki kosullar denktir.

(1) F ={fa: X — R, € I} diizgiin integrallenebilirdir,

(i) Her @ € I i¢in
/llim / | foldu = 0. (3.1)
[Ifal>A]

yakinsamasi diizgiindiir,

(iii) Bir digbiikey @ : R — [0, +o0) fonksiyonu, ®(0) = 0, ®(—x) = ®(x), lim ) = hoo
ve

C = sup/ O(fo)du < 400 (3.2)
“x

kosullarini saglayacak sekilde vardir.
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ispat. Kabul edelim ki, ¥ = {f, : X — R, € I} diizgiin integrallenebilir olsun. Kolaylik
saglamast igin, A% = [|fo| > A] diyelim. Bu durumda,

1 1 1 1

AYhYy= [ = < = < = <C=

H(Ay) //l/ld/l—/l/lfaldﬂ—/l'/‘lfaldﬂ—c/l
A} A Q

olur. Buradan, 1 — +oo igin limit alinirsa, u(A%4) — 0 bulunur. Kabul geregi, ¥ diizgiin
integrallenebilir oldugundan Tanim 3.1.1 (ii) ifadesinden, @ € [ i¢in

#(A)—0

tim [ 1foldi=0
A

yakinsamasi diizglindiir. Yani, keyfi bir € > 0 verildiginde dyle bir 6, > 0 bulunabilir ki, her
a € Iigin u(A) < 6. kosulunu saglayan her A € A i¢in

/ fuldi < &
A

C
olur. Eger A = 5 A = A% segilirse, kabul geregi u(A%) < 6. olmasi durumunda

€
/ fuldi < &

AI(lZ
saglanir. Burada & > 0 keyfi oldugundan (3.1) ifadesi elde edilir. Bu ise (i) = (ii) olmasidir.

Kabul edelim ki, @ € I i¢in
fim [ Ufalda=0
[l fal>]

yakinsamasi diizgiin olsun. O halde, bir @ fonksiyonunu ingaa etmek i¢in (ii) ifadesine gore,

sup / faldit < B neN (3.3)
[|fal>An]

olacak sekilde 0 < A, < Au41 — +oo secelim. Burada, (B,)nen, 2 Bn < +oo kosulunu

saglayan keyfi bir dizidir.

Ote yandan, (3.1) ifadesindeki yakinsama diizgiin oldugundan A,, terimleri yalmzca
ailesine bagli olup ayr1 ayr1 f, elemanlarina bagl degildir.

Simdi, ag = 0 olmak iizere her bir n € N i¢in a,, ile (3.3)’te verilen [n, n + 1) araligindaki
n

Ay, terimlerinin sayis1 gosterilsin. Buna gore, ¢(n) = 3, aj tammlanirsa, n — oo i¢in ¢(n) /
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+oo olur. Yine, n <t < n+ 1i¢in ¢(t) = ¢(n) ve x € R olmak iizere

|x]

CD(x)z/go(t)dt
0

tanimlayalim. Bu durumda, @ fonksiyonu i¢in

x| [=x|
¢m=/¢mm=/¢mm=mﬁ>
0 0

bulunur. Ayrica, k < x icin Ortalama Deger Teoremi kullanilarak
|x]

o) = — [ oo
k

olacak gekilde bir ¢ € [k, x] bulunur. Burada, ¢ artan oldugundan ¢(k) < ¢(c) olur. O halde

|x
x—k x—k 1 o(x)
o) <o = ¢ [ olnar= 22
X X X X
k
0] -k
elde edilir. Boylece, k < x igin *) > (k) (x ) saglanir. Bu ise k — +co dolayisiyla
X X

X — 400 igin /" +00 olmasidir.

D(x)
X
Simdi, @ fonksiyonunun disbiikey oldugunu, yani @+ = 1 olmak iizere @, 8 € [0, 1] i¢in
D(ax + By) < a®(x) + BD(y) esitsizliginin saglandigint gosterelim. Burada 7(a + 8) = ¢,
ta < tve tf < tolur. Ayrica ¢ fonksiyonu artan oldugundan, ¢(za) < ¢(t) ve ¢(18) < ¢(1)
olur. O halde, degisken degistirme kullanilirsa,

x| |x] alx| [yl [yl By

a/go(t)dtZa/go(at)dtz / p(k)dk ve B/gp(t)dtzﬁ/go(ﬁt)dtz / p(k)dk
0 0 0

0 0 0

bulunur. Buradan,

x| Iyl a|x| Blyl
aCD(x)+,BCI)(y):01/(p(t)dt+,8/ga(t)dt2 / go(t)dt+/<p(t)dt
0 0 0 0
lax+By|
> p(t)dt = ©(ax + By)
/

elde edilir. Boylece, ® fonksiyonu digbiikeydir.
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Simdi, (3.2) ifadesi géz Oniine alinirsa, monotonluktan

(e8]

[otma=3 [ otubwsd [ oman

X "=l 1< fal<n] "=l 1< fal<n]
<>, (n)#(n—1<Ifal<n)‘Z¢’(ﬂ+l)#([n<|fa|<n+1])
n=1 n=0

o [ 1l n

< Y @+ 1) - @u(llfal = n) = Y| [ prdr= [ etdr|uctifal = n)
n=0

n=017 0

—Z /<ﬁ(t)dt ul Ifa|>n)—2¢(n)ﬂ( [fal > 1)

elde edilir. Buradan

[ @Usabdu < 3 etmutisal = n (3.4)
X n=0

olur. Ote yandan,

[e9)

oldu=Y, [ |fa|du22 [

[ fal2n] T= Ay < fol<r41] <) fol<r+1]

(e8] (o)

= > rullr < lfal <r+11) 2 3" p([1fal > r])

r=A, r=A,

bulunur. O halde, ¢ fonksiyonunun tanimi geregi, n iizerinden toplam alinirsa,

Z<P(n)/l([lfal>n =i / =33 ull1fal > 1)
=1

[|fal>n] n=lr=d,
< :E: t/m |f&|dﬂ < ZE:B" < +oo
"= fo 1> 0] n=1
olur. Buradan
D" @m)u([ |fal > n]) < +oo (3.5)
n=1

elde edilir. Boylece, (3.4) ve (3.5)’ten

/ O(fa)du < D @] fal = n) < +o0
n=0

X
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bulunur. Burada « € I keyfi oldugundan sup f D(fo)du < +o0 elde edilir. Bu ise (ii) = (iii)
@ x
olmasidir.

Simdi, (iii) = (ii) ifadesini gosterelim. Kabul edelim ki, (3.2) ifadesindeki kosullar sagla-
D (x)

nacak sekilde bir @ digbiikey fonksiyonu var olsun. Kabul geregi, lim == = +co olur. O
X—00
halde, keyfi bir & > 0 verildiginde k. = % secilirse, x > A,, igin @ > k. olacak sekilde
Ay sayilar1 bulunur. Burada x > 4,, i¢in %{‘) > x olacagindan, x yerine | f, | yazilirsa
1 Ci
|faldu < +— (| faldp < i~ == (3.6)
[Ifal>An] [Ifal>An]
elde edilir. Boylece,
fim [ Ualdu=o0
[ fal>1]
bulunur. Bu ise istenendir.
Kabul edelim ki, (ii) saglansin. Yani, @ € [ i¢in
fim [ Ualdu=o0 (37)

[1fal>1]

yakinsamasi diizgiin olsun. O halde, f | faldu < 1 olacak sekilde bir 2 > 0 segilebilir.

[l fal>A]
Buradan,

/ fldit = / fuldi + / faldu < Au(X) +1 (3.8)
X [Ifal<] [Ifal>1]

bulunur. Dolayisiyla, C = Au(X) + 1 < +co segilirse Tanim 3.1.1 (i) saglanir. Simdi, Tanim
3.1.1 (ii)’nin saglandigini gosterelim. Bir A € A i¢in

[iradae= [ alaus [ ifaldu
A

AN[|fal>a] AN[|fal=1]

< / fuldi + / | fldi

[ fal>A] AN[|fal<]

< / fuldi + / Adu = / fldu + 2u(A)
[Ifal>A] A [Ifal>1]

bulunur. Kabul geregi, /llim f | feldu = 0 oldugundan, keyfi bir & > 0 i¢in bir 1, > 0
7% [lfal>]
sayisi, hera € Ived > A i¢in / | faldu < 5 olacak sekilde bulunur. Boylece, 6 = 55~
[1fal>2]
secilirse, u(A) < 8. kosulunu saglayan A € A i¢in f | foldu + Au(A) < & olur. Diger
[Ifal>]
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bir ifadeyle, @ € [ igin, (lj;r)n o f | fol du = 0 yakinsamas: diizgiindiir. Boylece, (ii)) = (i)
H —Ya
ifadesi elde edilir. O

(X, A, ) 6lgii uzay1 iizerinde integrallenebilir fonksiyonlarin Lebesgue uzay1 L' (u) ve
@ : R — [0, +00) fonksiyonu Teorem 3.1.2 (iii) ifadesindeki kosullar1 saglayan bir fonksiyon
olmak tizere

L®(u) =4 f: X = R olgiilebilir :/d>(|f|)dp < +o0
X

olsun. Bu uzaylar arasindaki iligkiyi Teorem 3.1.2°nin sonucu olarak asagida verelim.
Sonug 3.1.3. (X, A, u) sonlu 6l¢ii uzayi olsun. Bu durumda,

O

S +oo} (3.9)

L' (p) = U {I:‘D(,u) : @ digbiikey, x — +oc0 igin
X

olur.

ispat. Bir ® digbiikey fonksiyonu i¢in, ®(x) > ax + b olacak sekilde a, b sabitleri vardir. O

halde, her f € L®(u) icin

a/W@+wwh/thMWs/¢www«m
X X

X

saglanir. Dolayisiyla, f € L'(u) olur. Boylece Teorem 3.1.2 (iii) kosulunu saglayan tiim
digbiikey @ fonksiyonlart i¢in L®(u) € L' (u) elde edilir.
Tersine, f € L'(u) olsun. Teorem 3.1.2 geregi, dyle bir digbiikey ® fonksiyonu vardir ki,

sup [ @) < 4o

X
saglanir. Boylece, her @ € I icin, fd)(|f(,|)d/1 < +co olur. Buradan, f € L®(u) olup,
L'(u) € L®(u) bulunur. Dolaylslylzf((3.9) esitligi elde edilir.

Baz1 digbiikey fonksiyonlar W. H. Young tarafindan asagidaki gibi karakterize edilmistir.

Bu tip digbiikey fonksiyonlar, ileride tanimlayacagimiz Orlicz uzaylari i¢in onemlidir.

3.2 YOUNG FONKSIYONLARI
Tanmim 3.2.1. Bir ® : R — [0, +o0] digbiikey fonksiyonu agagidaki kosullart saglarsa Young
fonksiyonu olarak adlandirilir.

(i) Her x € R i¢in ®(—x) = D(x),
(i) @(0) =0,

(iii) lim ®(x) = +oo.
X—00
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Tanim 3.2.2. Bir ® Young fonksiyonu i¢in,
W(y) =sup{x|y[ - ®(x) :x 20}, yeR

seklinde tanimlanan ¥ : R — [0, 4+o0] fonksiyonuna @ fonksiyonunun tamlayan Young
fonksiyonu (veya biitiinleyen Young fonksiyonu) ve (®,¥) ikilisine de tamlayan Young
fonksiyon cifti denir.

Onerme 3.2.3. Bir ® Young fonksiyonunun ¥ tamlayan fonksiyonu da bir Young fonksiyo-
nudur. Ustelik ¥, [0, +o0) tizerinde artandir.

ispat. (i) ¥ fonksiyonunun digbiikey oldugunu gésterelim. Bunun icin, @, 8 € (0,1) ve
a+ f =1olsun. O halde, y,z € R ve x > 0icin

xlay + Bz| - ®(x) < ax|y|+ Bx|z| - (x) ax|y| + Bxlz| = (a + B)®(x)
= a(xly| - @(x)) +B(x]z] — P(x))
< OZSUI()){XIyI —Q(x)}+pB SU%{X|Z| - @(x)}

= a¥(y)+B¥(2)
olur. Bu esitsizlikte, x > 0 i¢in supremum alinirsa,

sup {x|ay + Bz| - @(x)} < a¥(y) + B¥(2)

x>0
bulunur. Boylece, ¥ (ay+8z) < a¥(y)+BY¥(z) elde edilir. Bu ise, ¥ fonksiyonunun digbiikey olmasidir.
(ii) Bir y € R igin
W(=y) =sup{x| - y| = @(x) : x = 0} = sup{x|y| - @(x) : x = 0} = ¥(y)
oldugundan ¥ fonksiyonu cifttir. Ote yandan, ® fonksiyonu pozitif degerler aldig1 icin

Y(0) =sup{0—®(x) : x >0} =0

bulunur.
(iii) lim ¥(y) = +oo oldugunu gosterelim. Genelligi kaybetmeksizin, x > 0 kabul edelim. Keyfi
yA)OO
bir M > 0 i¢gin Nps = w
olacagindan x|y|—®(x) > M ve sup{x|y|—D(x) : x > 0} > M saglanir. M > 0 sayis1 keyfi oldugundan,

alalim. Bu durumda, her y > Ny icin x|y| — ®(x) > xNps — ©(x)

lim ¥(y) = +oo elde edilir. Boylece, ¥ bir Young fonksiyonudur.
y—)OO

Simdi, ¥ Young fonksiyonunun [0, +0) iizerinde artan oldugunu gosterelim.
Kabul edelim ki, y;,y> € [0,+00) ve y; < yj olsun. Burada |y;| < |y;| olacagindan, tanimdan
x|yi] = @(x) < x|yz| — ®(x) bulunur. Buradan,

W(y1) = sup{x|yi[ = @(x) : x 2 0} < sup{x|yz| - @(x) : x 2 0} = ¥(y2)

olur. O halde, ¥ fonksiyonu artandir. O

Onerme 3.2.4 (Young Esitsizligi). (®,¥) tamlayan Young fonksiyon cifti olmak iizere, her
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x,y € R i¢in
xy < ®(x) +¥(y) (3.10)

esitsizligi saglanir.
Ispat. Kabul edelim ki, (®,¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti ve x,y € R olsun. Bu
durumda,

D(x) +¥(y) = O(x) +sup{t|ly| = @(¢) : t = 0} = x|y| — D(x) + P(x) > xy

elde edilir. Bu ise istenendir. O

Uyan 3.2.5. Onerme 3.2.4’te verilen (3.10) esitsizligi Young esitsizligi olarak adlandirilir.
Simdi, baz1 Young fonksiyonu 6rnekleri verelim.

Ornek 3.2.6. p > 1 olmak iizere, @ : [0, +c0) — [0, +o0] fonksiyonu ®(x) = x?p ile verilsin
ve x < 0 i¢in @(x) = ®(—x) seklinde tanimlansin. @ bir Young fonksiyonudur. Gergekten
de, tanimi geregi, @ bir ¢ift fonksiyondur. Ayrica, ® artan, ®(0) = 0 ve iistten sinirli olmayan
bir fonksiyon oldugundan xh_r)lgo ®(x) = +o0 olur. Eger ® icin, ikinci tiirev testi kullanilirsa,

®"(x) = (p — 1)xP~2 > 0 oldugu elde edilir. Dolayistyla, ® digbiikeydir.

Ornek 3.2.7. ®; pozitif degerli bir digbiikey fonksiyon olsun ve 0 < a < b olmak iizere,

O(—x), x<0,

0, 0<x<a,
O(x) =

Di(x), a<x<b,

+00, x>b

seklinde taniml1 @ fonksiyonu bir Young fonksiyonudur. Burada 6rnegin, p > 1 olmak iizere
a < x < bigin @ (x) = |x — a|” alabiliriz.

Ornek 3.2.8. Bir x € R icin ®(x) = |x| alahm. O halde, o + 8 = 1 olacak sekildeki her

a,B € (0,1) igin, |ax + By| < a|x| + B|y| olur. Dolayisiyla, @ digbiikey bir fonksiyondur.

Ayrica, x € R i¢in | — x| = |x| ve lim |x| = +o0 oldugundan ® bir Young fonksiyonu olur.
X—00

Buna gore,
Y(-y), »<0,
Y(y) =140, 0<y<l,
+00, y>1

seklinde tanimlanan ¥ fonksiyonu da @ icin tamlayan Young fonksiyonudur.

Gozlem 3.2.9. Bir Young tamlayani, y € R olmak iizere, x > 0 igin xy — ®(x) seklindeki
terimlerin {ist sinirlarinin en kiiciigii oldugundan Young esitsizligini saglayan en kiiciik fonk-
siyondur.

Bir® : R — [0, +co] Young fonksiyonunun tanimi goz 6niine alinirsa, digbiikey, @(0) = 0
ve bir reel sayida +co deger alabilen bir fonksiyondur. Buradan, eger bir a € (0, +c0) i¢gin
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®(a) = +oo ise her x > a i¢in ®(x) = +co olur. Bu durum, ¢(0) = 0 ve x > a igin

©(x) = +o0 kosullart ile Teorem 2.4.1°de verilen temsil, Young fonksiyonlari i¢in asagidaki
sekilde yorumlanabilir.

Sonug 3.2.10. Bir @ : [0, +o0) — [0, +oo] Young fonksiyonu igin,

X

D(x) =/t,0(t)dt, x>0 (3.11)

0

temsili gecerlidir. Burada, ¢ : [0, +00) — [0, +co] fonksiyonu, @ fonksiyonunun sag tiirevi
olmak iizere ¢(0) = 0 kosulunu saglayan, [0, +c0) da artan ve sagdan siirekli bir fonksiyondur.
Ayrica, x > a igin ¢(x) = +ooise x > a > 0 i¢in ®(x) = +co olur.

O halde, (3.11) temsili gbz Oniine alinarak ¥ tamlayan fonksiyonu i¢in de alternatif bir
tanim verilebilir. Burada, ¢ artan ve sagdan siirekli oldugundan tersi

Y(u) =inf{t: o) >u}, u=0 (3.12)

ile tek tiirlii olacak sekilde verilebilir. Bu durumda, ¢ (0) = inf{z > 0 : ¢(#) > 0} = 0 esitligi
saglanir. Ote yandan, i artan bir fonksiyondur. Gergekten, u; < u5 icin

Y(u) =inf{z: @(2) > ur} <inf{r: @(1) > u} =y (u2)

saglanir. Ayrica, ¢ sagdan siirekli ve artan bir fonksiyon oldugundan, {t : ¢(t) > u} =
(¥ (u), +c0) olur. Bunun yam sira, (3.11) ifadesinden, ¢ (1) < ¢ olmast i¢in gerek ve yeter
kosul ¢(t) > u olmasidir. ¢ monoton bir fonksiyon oldugundan {z : ¢(¢) > u} kiimesinin
infimumu olarak tanimlanan ¢ fonksiyonu da Borel dlciilebilirdir. O halde,

y
‘P(y)=/¢r(u)du, y>0 (3.13)
0

ile tanimlanan ¥ bir Young fonksiyonudur. Ustelik ¥ fonksiyonu, ® icin tamlayan Young
fonksiyonudur.

Asagidaki teorem, Young esitsizliginin integral temsilleri ile verilen (®,¥) tamlayan
Young fonksiyon cifti tarafindan saglandigin1 gosterir.

Teorem 3.2.11. Bir @ : [0, +00) — [0, +co] Young fonksiyonu i¢in, ¥ fonksiyonu (3.13)’teki
sekilde verilsin. Bu durumda, her x, y > O i¢in xy < ®(x) + ¥(y) Young esitsizligi gecerlidir.
Ozel olarak, y = ¢(x) veya x = ¢/(y) icin, esitlik durumu elde edilir.

ispat. Eger bir xo € [0, +00) icin ®(x() = +0o veya bir yo € [0, +00) i¢in ¥(y() = +oo ise
x0y0 < ®(xg) + P(yp) = +o0 oldugundan esitsizlik saglanir. Bu nedenle, her x € [0, +o0) ve
y € [0, +00) i¢in ®(x) < +oo ve ¥(y) < +oo olsun. Buradan,

A={u<x,vy:0su<op®), 0 y(u) <v}
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ve
B={u<sx,v<sy:u>¢pW») =0, y(u)=>v=>0}

kiimeleri tanimlansin. Boylece, Fubini-Tonelli Teoremi kullanilirsa,

x Yy
0£xy=//dudv=//dudv+‘//dudv
0 0 A B
x min{y, ¢ (u)} y min{x,y(v)}
=/du / dv+/dv / du
0 0 0 0
x y
< / cp(u)du+/¢/(v)dv =0(x)+¥(y)
0 0
elde edilir. Eger y = @(x) ise, u < x ve ¢ artan oldugundan min{y, ¢(u)} = ¢(u) olur.
Dolayisiyla
x min{y,¢(u)} x
/du / dv = / p(u)du = ®(x)
0 0 0

bulunur. Diger taraftan, ¢ (y) = inf{t > 0 : ¢(¢) > ¢(x)} oldugundan x > ¢ (y) > ¢ (v)
saglanir. Buradan,

y  min{x,y(v)} y
dv / du = / y(v)dv =¥(y)
0 0 0
olur. Boylece, xy = ®(x) + ¥(y) elde edilir. O

Uyan 3.2.12. Egsitsizligin saglandig1 agagidaki grafikle kolayca goriilebilir.

L
x

Sekil 3.1: 3.2.11 esitsizligin grafiksel gosterimi
Onerme 3.2.13. @ bir Young fonksiyonu olmak iizere x > 0 i¢in

%(p (%‘) < @ < o(x) (3.14)
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esitsizligi gecerlidir. Benzer sekilde W tamlayan Young fonksiyonu i¢in

2

1 (x lI‘(x)
(5) === =<vw (3.15)
esitsizligi gecerlidir.
ispat. Sonuc 3.2.10 dolayisiyla, ® Young fonksiyonu icin ¢ artan, sagdan siirekli ve ¢(0) = 0
olmak iizere, ®(x) = / ¢(t)dt integral gosterimi vardir. O halde,
0

29 / (0dr = / pli)dr = / edi= 2oy =30 316

)
)

olur. Yine, ¢ artan oldugundan

X X

202 et < [ ewii=own= [ pwar=p0 @1

X
0 0 0

bulunur. (3.16) ve (3.17) birlestirilirse, istenen elde edilir. Benzer sekilde, (3.15) esitsizligi de
gosterilir. |

3.3 TAMLAYAN YOUNG FONKSiYON CIiFTLERI ARASINDAKI iLiSKi

Bu kisimda, 6zellikle kesin artan siirekli Young fonksiyonlar1 incelenecektir. Eger ® : R —
[0, +00) Young fonksiyonu siirekli ise pek ¢ok onemli 6zelliklere ve siralama bagintilarina
sahip olur. Bunun i¢in agagidaki tanimla baglayalim.

Tanim 3.3.1. Bir ® : R — [0, +00) siirekli Young fonksiyonu,
(i) @ digbiikey ve cift,

(i) ®(x) =0 x =0,

() _ ), lim 2

X—00

(iii) hnz)
kogullarin sagliyorsa, @ Young fonksiyonu N fonksiyonu olarak adlandirilir.
Onerme 3.3.2. @, ve @, iki N fonksiyonu, @, 8 > 0 ise asagidakiler gecerlidir.

(i) a®; + B, bir N fonksiyonudur.
(i) ® = & o ®, bir N fonksiyonudur.

ispat. N fonksiyonu tanimindan istenen kolayca elde edilir. Ispat, okuyucuya alistirma olarak
birakilmigtir. O

Onerme 3.3.3. @ bir N fonksiyonu olsun.
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(i) Keyfix #0ve 0 < @ < 1 igin ®(ax) < ad(x),

(ii) keyfix # 0 ve @ > 1i¢in ®(ax) > ad(x)
ifadeleri gecerlidir.
Ispat. Okuyucuya birakilmistur. O
Sonug 3.3.4. ® bir N fonksiyonu olsun. Eger 0 < x < y ise ®(x) < f@(y) gecerlidir.
Ispat. @ digbiikey oldugundan

D(x) = D(Zy+0) < Zd(y) + (1 - 2)®(0) = ~d(y)
y y y y

bulunur. O

Onerme 3.3.5. (®,¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Bu durumda, ®~' ve ¥~! tersleri
tek tiirlii tanimlanir ve

(i) keyfia, b € [0, +o0) igin ®(a) + ®(b) < ®(a+b) ve d ' (a+b) < O~ !(a) + D! (b),
(i) keyfi @ > 0icin, @ < @~ ()P !(a) < 2«
ifadeleri saglanir.

ispat. Sonug 3.2.10 geregi ¢ fonksiyonu artandir. Boylece, a, b € [0, +o0) igin

a b a a+b a+b
<1>(a)+cI>(b)=/go(t)dt+/¢p(t)dts/go(t)dt+/<p(t)dt=/<p(t)dt=d>(a+b)
0 0 0 a 0

(3.18)
olur. Boylece, (i) ifadesinin ilk esitsizligi elde edilir.
Ote yandan, ® fonksiyonu siirekli ve kesin artan oldugundan ®~! ters fonksiyonu vardur.
Boylece, her € [0, +o0) icin bir tek ¢ € R vardir ve ®~!(a) = a yada & = ®(a) olur. O
halde, @ = ®(a), B = ®(b) ise, ilk esitsizlik dolayisiyla @ + 8 < ®(a + b) olur. Boylece

O la+B) <a+b<d (a)+d (P

elde edilir.
(i) ifadesini gosterelim. Keyfi bira > 0 alalim. Integraller icin ortalama deger teoreminden

o) / o(1)dt =  (t°)

esitligini saglayacak sekilde bir 0 < #* < a sayis1 vardir. Boylece, ¢ fonksiyonunun artanligi
da kullanilirsa,

d)(a)

) /w(z‘)dl— ()z//(t) 0<t <

®(a) ®(a)
( a

= (") < ¢(a)
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bulunur. Buradan ¢ fonksiyonu artan, t' < ¢(a) ve ¢ ile  birbirlerinin tersi oldugundan

¥ (20 2@, ) ¥ °)
a h a

Y (1) < —l(p(a) = a=®(a)

elde edilir. O halde,

¥ (‘Di")) < ®(a) (3.19)

bulunur. Burada, keyfi bir @ > 0 olmak iizere ®(a) = « almirsa, ®~'(a) = a oldugundan
(3.19) ifadesi geregi,

a o _ _ _
‘P(®1(a)) <a= () <¥ )= a<¥ a)® (a) (3.20)

olur. Diger taraftan, @ = ®(a), 8 = ¥(b) ise a = ®~!(a) ve b = ¥~ (B) olmak iizere Young
esitsizliginden,

O )Y "B <a+p (3.21)
bulunur. Boylece, (3.21) esitsizliginde @ = 8 alinirsa, (3.20) esitsizligi ile birlikte

a< ¥ Ha)® (a) <2

elde edilir. Bu ise istenendir. m]

Onerme 3.3.6. Asagidaki N fonksiyonu drneklerini verelim.

(i) Keyfi bir p > 1 igin l + l = 1 olmak iizere ®(x) = | fonk51yonunun tamlayan

fonksiyonu W(y) = olur

(i) ®(x) = el —|x|—1 fonksiyonunun tamlayan fonksiyonu ¥(y) = (1+|y|) In(1+|y])—|y|
olur.

ispat. Kabul edelim ki, p > 1 icin ®(x) = olsun. O halde, x > 0 i¢cin ®(x) = ve

T
buradan, ¢(x) = x?~! olur. Boylece, ¥ (x) = 7T ters fonksiyonu elde edilir. Buradan

y y P
1 yp-l
v0) = [ v - /x dr =2
0 0 -l
olur. Ayrica, % + é = 1 oldugundan g = —=; bulunur. O halde,
= q
yr- y
¥(y) = ==
L q

p-1

elde edilir. Benzer sekilde, x = 0 ve x < O durumlar1 da yapilir. Boylece, p > 1 igin,

D(x) = % ise % + é = licin P(y) = % tamlayan Young fonksiyonu elde edilir.
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(i) Kabul edelim ki, ®(x) = e!*! — |x| — 1 olsun. Bu durumda

e*—-x-1, x>0,
@(x) =10, x =0,

e X+x-1, x<0

olur. Herhangi x > 0 i¢in @ (x) = ¢* — x — 1 oldugundan ¢;(x) = ¢* — 1 bulunur. Buradan,
Y (x) =In(x + 1) olur. O halde,

y
Y(y) =/ln(1 +x)dx=(y+1D)In(y+1)—y
0

tamlayan Young fonksiyonu elde edilir. Benzer sekilde, x = 0 ve x < 0 durumlart da yapilir.
Boylece, ®(x) = e — |x| — 1 fonksiyonu i¢in ¥(y) = (1 + |y|) In(1 + |y|) — |y| tamlayan
Young fonksiyonu elde edilir.

Onerme 3.3.7. (®;,%¥;), i = 1,2 tamlayan Young fonksiyon ¢ifti olsun. Eger x > xo > 0
icin @ (x) < ®Dy(x) kosulu saglaniyor ise yg = ¢; (x9) olmak tizere her y > yo > 0 i¢in
P, (y) < Wi (y) esitsizligi gecerlidir.

ispat. Kabul edelim ki, x > xo > 0 i¢in @(x) < ®,(x) esitsizligi saglansmn. O halde,
y > yo > 0i¢in ¥,(y) < ¥i(y) oldugunu gosterelim. Young esitsizliginin esitlik durumu
kullanilarak

Ua(y)y = @2 (Y2(y) + ¥2(y) (3.22)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde, Young esitsizliginden

Y2(y)y < @1 (Y2(y)) + Wi (y) (3.23)

bulunur. Ayrica, kabul geregi her x > x¢ > 0i¢in @ (x) < ®;(x) oldugundan (3.22) ve (3.23)
ifadeleri kullanilirsa,

D) (Y2 () +P2(y) = 2 (y)y < @1 (Y2(y)) + P1(y) < D2 (Y2(y)) + W1 (y)

elde edilir. Boylece, ¥, (y) < ¥ (y) olur. O

3.4 N FONKSIYONLARININ KARSILASTIRILMASI

N fonksiyonlari arasinda kismi siralama bagintilarindan bahsedilebilir. Bu boliimde bu sira-
lama bagintilarindan bazilar1 verilecektir. Bu karsilastirmalar sonraki caligmalarda oldukca
yararl olacaktir.

Tanim 3.4.1. ®; ve ®, Young fonksiyonlar1 olsun.

(1) Egerx > xo > O igin
D, (x) < @i (ax)
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kosulunu saglayan bir a > 0 ve a’ya bagl xq reel sayis1 varsa ®@; fonksiyonu, ®,
fonksiyonunundan daha kuvvetlidir veya giicliidiir denir ve bu ifade ®; > @, veya
D, < O, ile gosterilir.

(ii) Eger x > xo > O i¢in

D, (x) < @i (ax)

kosulu herhangi a > 0 ve a’ya bagl x( reel sayilar i¢in saglaniyorsa ®; fonksiyonu,
@, fonksiyonundan esasen kuvvetlidir veya giicliidiir denir ve bu ifade ®; >> @, veya
D, << @ ile gosterilir.

(iii) Eger her & > 0 i¢in bir K, > 0 ve xo(&) > 0 sayilari, x > xq i¢in
X
@, (—) < K& (x)
E

olacak sekilde varsa ®@; fonksiyonu @, fonksiyonundan tamamen kuvvetlidir (giiclii-
diir) veya tam olarak kuvvetlidir (gii¢liidiir) denir ve bu ifade ®, K @, ile gosterilir.

(iv) Eger her € > 0 i¢in bir 6, > 0 ve xg(&) > 0 sayilart, x > xg i¢in
1
gdbz(éx) < e®;(x)

olacak sekilde varsa @, fonksiyonu, ®, fonksiyonundan daha hizh artar denir ve bu
ifade @, < @, ile gosterilir.
Uyar 3.4.2. Bir (®, ¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti, Tanim 3.4.1°de verilen kosullardan
birini saglamak zorunda degildir. Burada verilen (i) ve (ii) ifadeleri daha klasik 6zelliklerken
(iii) ve (iv) ifadeleri 1960 yil1 baglarinda T. Ando ((1932,-) Japon matematikci) tarafindan
tanmtilmustir. Ayrica, Tanim 3.4.1°deki ifadeler xg = 0 icin saglaniyorsa evrensel olarak, x > 0
icin saglantyorsa yerel olarak adlandirilir.

Teorem 3.4.3. (®;,¥;), i = 1,2, tamlayan N fonksiyon ¢iftleri olsun ve sirasiyla (¢;, ;)
fonksiyonlari ile iiretilsinler. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) @ < @y,

(i) bir by > 0, ky > 0 ve x; > 0 vardir 6yle ki, x > x1 i¢in @3 (x) < k1) (b1x),
(iii) bir by > 0, k; > 0 ve y; > 0 vardir 6yle ki, y > y; igin kot (b2y) < ya(y),
(iv) ¥; < ¥,.

ispat. Kabul edelim ki, ®; < ®; olsun. Gostermek istedigimiz x > x; i¢in ¢p(x) <
ki1 (b1x) olacak sekilde bir by > 0,k > 0 ve x; = O var olmasidir. Burada, x = 0
oldugunda ¢(0) = 0 olacagindan x # 0 oldugunu kabul edebiliriz. Yine, ¢ fonksiyonunun

artanlig1 kullanilirsa,

2x 2x

xpa(x) = f 2 (x)dr < / o2(1)di = s (2x)

X X
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bulunur. Kabul geregi, bir b > 0 i¢in

2bx 2bx
Dy(2x) < @ (2bx) = / p1(t)dr < / ©1(2bx)dt = 2bxyp (2bx)
0 0

elde edilir. Boylece, @2(x) < 2bg(2bx) bulunur. O halde, x > 0 i¢in by =2b > 0, k| = b,
ve x; = % alinirsa, g2 (x) < k@ (bx) bulunur. Bu ise (i) = (ii)’dir.

Kabul edelim ki, x > x; i¢in ¢3(x) < k¢ (bx) olacak sekilde by > 0,k; >0vex; >0
sayilar1 var olsun. Gostermemiz gereken y > y; icin

ka1 (b2y) < ¥a(y)

kosulunu saglayan b, > 0,k > 0 ve y; > 0 sayilarimin var olmasidir. y; > 0 sayisi,
Wo(y1) = 1 kosulunu saglasin. b, = 2—,1(1 ve kp = bll,y >y alinirsa,

U (2%1) Uy ( T (Wz(y))) <y ( @1 (leZ(Y))) <Y1 (o1 (D1y2 () = b1y (y)

olur. Boylece,
kagri (bay) < ¢a(y)

elde edilir. Bu ise, (ii) = (iii) olmasidir.

Kabul edelim ki, y > y; i¢in kowr; (bay) < ¢a(y) esitsizligini saglayacak sekilde b, >
0,k > 0 ve y; > O sayilart var olsun. Gostermemiz gereken ¥; < W, olmasidir. Yani,
y = yo = 0igin

¥i(y) < WPalcy)

esitsizligini saglayan bir ¢ > 0 sayisinin var olmasidir. Kabul dolayisiyla, b sayisi, 0 < ky <
by, yo =kayi ve c = k% secilirse, genelligi kaybetmeksizin y # 0 olmak iizere y > yq i¢in

cy
2
‘Pz(cy)=/tﬁz(t)dt2 klzwz(z—,fz) > 2y, ( )

kz by ks by
> 2y >y (X222 g
_b2 1( )_ l(bky) 1(»)

elde edilir. Boylece, W2 (cy) > W1 (y) yani, ¥; < ¥; olur. Bu ise, (iii) = (iv) olmasidir.

Kabul edelim ki, ¥; < ¥, olsun. Boylece, bir ¢ > 0 ve yg > 0 icin y > yg > 0 olmak

lizere ‘Pl (y) < ¥2(cy) oldugundan, w = ¥, (cy) ve wo = ¥, (cyo) alimirsa, lI’z_l(w) =cyve
‘P (w)

y = ——— elde edilir. Boylece w > wy i¢in,
¥y (w)

<%l (w)
C
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esitsizligi elde edilir. Ayrica, Onerme 3.3.5 (i) kullanilirsa,

w ‘PQ_I(W)
cd>2‘1 (w)

2w
-1
()

<P l(w) <

olur. Boylece, w > wy igin
(I>l_1(w) < 20(1>2_1(w)

bulunur. Burada xo = @, (wo) ve x = ®;'(w) almrsa, ®'(w) < 2cx oldugundan w <

@ (2c¢x) olur. Boylece, @, (x) < ®@;(2¢x) elde edilir. Bu ise istenendir. O

Teorem 3.4.4. (O;,¥;), i = 1,2, tamlayan N fonksiyon ciftleri olsun ve sirasiyla (¢;, ;)
fonksiyonlart ile iiretilsinler. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) @ << Py,
(i) her & > 0 igin, dyle bir x; > 0 vardir ki x > x; i¢in @2 (x) < g¢; (&x),
(iii) her k > 0 i¢in, dyle bir y; > 0 vardir ki y > y; i¢in k1 (ky) < ¢2(y),

(iV) lP] << Tz,

(v) her 4 > 0 igin, lim %ﬂxx)) -0,

N 62
(Vl) )}I_I)I;lo q)zl_l(y) = 0,

(vii) Oyle bir N fonksiyonu R vardir ki, @ > @, o R ifadesi saglanir.
ispat. Kabul edelim ki, @, << ®; olsun. Gostermemiz gereken, her £ > 0 igin

@2(x) < £¢1 (£x)

olacak sekilde bir x; > 0 sayisinmn var olmasidir. & = 5 olsun. Kabul geregi, bir xo > 0,

x > xg i¢in @y (x) < @ (ex) olacak sekilde vardir. Boylece, x > 3 = x; > 0 i¢in

EX

xp(x) < @y(2x) < Dy (§2x) =® (gx) = / p1(t)dt < exypy (ex)
0
olur. O halde,
©2(x) < g¢y (&x)
elde edilir. Bu ise (i) = (i1)’dir.

Kabul edelim ki, her & > 0 icin bir x; > 0 var ve x > x| i¢in @;(x) < g¢;(&x) olsun.
Gostermemiz gereken k > 0 igin, bir y; > 0 var olmasi ve y > y; i¢in kyrq(ky) < ¢a(y)
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saglanmasidir. Burada y; > 0 sayisi, 5 (y1) = x; ve € = ﬁ alinirsa, y > y; > O icin

0108 < 01 (ke 200 < 01 (koo 000 =1 (301 30200
<un [ir 520 = g2 < a9

olur. Boylece (ii) = (iii) elde edilir.

Simdi (iii) = (iv) ifadesini gosterelim. Kabul geregi, verilen bir 6 > 0 sayi1s1 i¢in k = %
alalim. Hipotezden bir y; > 0 vardir 6yle ki y > y; igin, ¥»(y) > ky1(y) olur. Ayrica,
w > ky| = wq igin

Wi(w) < wyr (w) < 0 (T) < ¥ (%w) = ¥y (ow)

bulunur. Bu ise istenendir.

Kabul edelim ki, ¥; << ¥, olsun. Her A > 0 igin lim —qéf(f )3) =
E

Verilen & > 0 igin 6 = 5 alalim. Hipotezden w > 0 i¢in ¥;(w) < W2(6w) olur. Boylece,
;! (Wi (w)) < 6w bulunur. Eger W) (w) = x alimirsa W' (x) < 6¥; ! (x) olur. Béylece,

0 oldugunu gosterelim.

1 1 20x
1()<‘I’ (x) < 0¥, (x) < l_l(x)

elde edilir. Buradan d)l_l (x) < e®] !(x) bulunur. Yine, x = ®,(y) alimrsa,
x 2 @y (507! (@2(1)).

oldugundan
Dy(y) < Py (sy) vey = B3 (W) (wp)) = x0 (3.24)

bulunur. Boylece (i) ifadesi gecerli olur. O halde, verilen 1 > 0 igin &, = (nd)~! alinirsa
(3.24) ifadesinden bir x,, > 0 dizisi vardir 6yle ki y > x,, i¢in

Dy (y) < D (g,y) = Dy (%%)

olur. Boylece x = 3 X alarak x > X < igin
by 1
Dy (Ax) < @, (—) < —®(x)
n n

bulunur. Buradan istenen elde dilir.

Eger her A > 0 icin lim <1>2((,1x) =0ise
X—00

o7 (y)
1m 1 =
y= O (y)
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oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, bu dogru olmasin. Buradan, bir gy > 0 sayist ve
tn /" +oo olacak sekilde bir dizi vardir 6yle ki n € N i¢gin

o' (1)

—— >0 >0
;! (t,)

olur. Burada, x,, = d>1_1 (tn), Ao = FLO alinirsa kabuliimiiz ile celigir. O halde, kabul yanlistir.
Boylece, (v) = (vi) gegerlidir.

-1
Kabul edelim ki, lim 34 8 ; = 0 olsun. O halde, x = ®; ! (y) déniisiimii yapilirsa,
y—00
D (D(x)
lim ———— =40
X—00 X

olur. Boylece,

X

-1
inf{w:x>t}, t>1,

r(t) =
tr(l), t<1

alinirsa, r(0) = 0, r fonksiyonu artan, siirekli ve tlim r(t) = +oo olur. Béylece R fonksiyonu

X

[0, +c0) araliginda R(x) = f r(t)dt seklinde ve (—o0,0) araliginda ®(—x) = ®(x) seklinde

tanimlanirsa R, reel sayilar i(j)zerinde taniml1 bir N fonksiyonu olur. Ayrica, tanim geregi x > 1
icin
R(x) <xr(x) < <1>2_1 (D (x))
bulunur. O halde x > 1 i¢in ®@;(x) > ®,(R(x)) ifadesi elde edilir. Boylece, (vi) = (vii)
gecerlidir.
Kabul edelim ki, @; > ®; o R olacak sekilde bir N fonksiyonu R var olsun. Gostermemiz
gereken @, << @ oldugudur. Kabul geregi, bir b > 0 ve bir xg > 0 vardir ki her x > x( icin

o (3)) < o
olur. Boylece R bir N fonksiyonu oldugundan, her & > 0 i¢in

R(&x
lim (%)

X—00 X

= 400

olur. Buradan, bir x; sayist x; > xp ve x > x; i¢in x < R (%) olacak sekilde bulunur. O

halde, x > =L igin

D (ex) > D, (R (%)) > @ (x)

esitsizligi elde edilir. Bu ise @ << ®, olmasidir. Boylece, (vii) = (i) elde edilir. m]

Teorem 3.4.3 ve Teorem 3.4.4 g6z Oniine alinirsa bir N fonksiyon ¢iftinin denkligi asagi-
daki gibi tamimlanir.

Tanmm 3.4.5. ®; ve @, N fonksiyonlari olsun. Bir 0 < a < b < oo ve xg > 0 sayilari, her
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X > xp icin
D (ax) < ®y(x) < Py(bx)

kosulunu saglayacak sekilde varsa @ fonksiyonu @, fonksiyonuna denktir denir ve ®; ~ @,
ile gosterilir. Bir bagka ifadeyle,

(1)1 ~(I)2<:>(I)1 <¢2V€@2<@1
olmasidir.

Uyar1 3.4.6. N fonksiyonlar: arasinda verilen ”~” bagintis1 bir denklik bagintisidur.

Sonu¢ 3.4.7. (®;,%¥;), i = 1,2, tamlayan N fonksiyon ciftleri olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(i) @ ~ Dy,
@ii) bira; > 0,i=1,2,3,4 ve x; > 0 sayilart her x > x; > 0 i¢in
a1 (axx) < @2(x) < azg (asx)
kosulunu saglayacak sekilde vardir,
>iii) bir b; > 0,i =1,2,3,4 ve y; > O sayilart her, y > y; > 0i¢in
b1y (b2y) < ¢a(y) < b3y (bay)

kosulunu saglayacak sekilde vardir,

(iv) V) ~ ¥s.

Onerme 3.4.8. ®; ve ®, N fonksiyonlart olsun. Bu durumda, lim g;g; > 0ise & ~ &,
X—00

gecerlidir.

D (x)

Ispat. Kabul edelim ki lim g1

X—00
g;g; < L+ 1 olacak sekilde vardir. Buradan, her x > xg i¢in ®;(x) < (L +1)®;,(x) bulunur.

Ote yandan, Teorem 3.3.3 dolayisiyla keyfi @ > 1 ve x > 0 igin ®;(ax) > a®;,(x) olur.
Boylece, her x > xq icin @ (x) < (L + 1)D,(x) < @>((L + 1)x) bulunur. Buradan ®; < @,
elde edilir.

= L > 0 olsun. Boylece, bir xo > 0 sayist, her x > x¢ i¢in

Ote yandan, lim g?g; = 1 oldugundan bir x; > 0 vardir 8yle ki her x > x; icin
X—00

iigg < % + 1 olur. Boylece, her x > x| icin @, (x) < (% + 1) D (x) < @1((% + 1)x) elde

edilir. Bu ise @, < @ olmasidir. O halde ®; ~ ®, denkligi elde edilir. O

Onerme 3.4.9. (®;,¥;), i = 1,2 tamlayan N fonksiyon ciftleri olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(1) @y < Oy,
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(i) x,y = xg = 0 icin D, (xy) < D (x)P3(y) olacak sekilde bir @3 N fonksiyonu vardir,
(i) ¥ < V.
ispat. Alistirma olarak okuyucuya birakilmustir. O

Bu kisimda verilen onerme ve teoremler géz Oniine alindiginda Tanim 3.4.1°de verilen
bagmtilar N fonksiyonu i¢in agagidaki gibi verilir.

Onerme 3.4.10. @, ve ®,, N fonksiyonlar1 olmak iizere asagidakiler gecerlidir.
(1) Dy << Py ise Dy K D ve Dy < D olur.
>i1) Oy K Dy ise Dy < P ve Dy < Dy ise D, < D olur.

3.5 BUYUME OZELLIKLERININ SINIFLANDIRILMASI

Bu kisimda Young fonksiyonlarinin ve N fonksiyonlarinin biiylime kosullar1 verilecektir.
Biiyiime kosullari ileride tanimlayacagimiz Orlicz uzaylari icin 6nemli rol oynar.

Tanmm 3.5.1. ® : R — [0, +co) bir Young fonksiyonu olsun. Eger bir k > 0 ve xo > 0
sayilari, her x > x¢ > 0 i¢gin
D(2x) < kd(x) (3.25)

kogulunu saglayacak sekilde varsa @ Young fonksiyonu A, kosulunu (xo = 0 durumunda
evrensel olarak) saglar denir ve ® € A; ile gosterilir.

Uyari 3.5.2. x # 0i¢in ®(2x) > 2®(x) oldugundan k > 2’dir.

Ornek 3.5.3. p > 1 olmak iizere ®(x) = |x|? fonksiyonu k > 2 icin A, kosulunu saglayan
bir Young fonksiyonudur. Ustelik, a > O reel sayis1 icin p > 1 olmak iizere ®(x) = alx|?
fonksiyonu da k > 27 i¢in, A, kogulunu saglayan bir Young fonksiyonudur.

D(2x) = a|2x|P =2Pa|x|? =2PD(x) < kD(x)

bulunur. Boylece, @ € A, elde edilir.
Diger taraftan A, kosulunu saglamayan fonksiyonlar da vardir.
Ornek 3.5.4. Dx) = e!*I — 1 fonksiyonu A, kosulunu saglamayan bir Young fonksiyonudur.

Ote yandan, A, kosulunun ters durumu igin 1960 yilinda Ando [1] tarafindan sunulan
asagidaki tanimi verelim.

Tanmm 3.5.5. ® : R — [0, +00) bir Young fonksiyonu olsun. Bir / > 1 ve xo > 0 sayilari,
her x > xp > O i¢in

D(x) < %d)(lx) (3.26)

kosulunu saglayacak sekilde varsa @, V; kosulunu (x¢p = 0 durumunda evrensel olarak) saglar
denir ve ® € V; ile gosterilir.
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Asagidaki teorem, A, ve V, kosullarinin karakterizasyonunu verir.
Teorem 3.5.6. (®,¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
i) @ €Ay,

(ii) bir 1 < @ < oo ve bir xg > 0 vardir dyle ki x > xq igin Xd‘f((xx))

< a,

(iii) bir 1 < B < o ve bir yg > 0 vardir dyle ki y > yo igin y\l‘f’((yy)) > B,
(iv) ¥ € Vs,

(v) bir § > 0 ve bir xo > 0 vardir 6yle ki x > x¢ icin ®((1 + §)x) < 2dD(x),

@ '(x)

T (20 < 1.

(vi) limsup
X—00
ispat. Kabul edelim ki, ® € A, olsun. (ii)’yi gosterelim. A, kosulunun tanimi geregi,

2x 2x 2x

k®(x) > P(2x) = / p(t)dt > / e(t)dt > / px)dt = xp(x)

0 X x

elde edilir. Boylece, k > 1 ve @ > k i¢in

bulunur. Bu ise (i) = (ii) olmasidir.

Simdi (ii) = (iii) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, bir 1 < @ < oo ve x9 > 0

var ve x > xg igin g“’(%) < a@ olsun. Bir yo > 1, ¥(y9) > xo kosulunu saglayacak sekilde

alinirsa, ¢ ve ¢ fonksiyonlarinin 6zelliginden, (¢ (y)) > y olur. Boylece, x = ¥ (y) alinirsa

v

ve lim ﬂ = +oo oldugu kullanilirsa, her y > yo > 0 icin, Young esitsizliginin esitlik

y—ooo Yy
durumundan

xp(x)

WO _eWOWG) - xpl) _ xel) e P

) Flew»)  ¥lewW) xe()-@@k) g a-
bulunur. Boylece (ii) = (iii) elde edilir.

Yo ()

Kabul edelim ki bir 1 < 8 < oo ve bir yg > 0 var ve y > yq i¢in V) B olsun. Simdi
¥ € V; oldugunu gosterelim. Bir / > 1 i¢in, kabul geregi,

ly

ly
¥(ly) Y (1) B, _
(\P(y)) / (t)dtzy/7dt_,81nl

y

bulunur. Eger /! > 2 olarak alimirsa, S1n > In 2/ olur. Buradan y > y icin

W) < 5 ¥ ()
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elde edilir. Bu ise (iii) = (iv) olmasidir.
Simdi (iv) = (i) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki, ¥ € V, olsun. Eger ¥(y) =

1 .
E‘{’(ly) ise, d(x) = Ed)(2x) bulunur. Boylece, kabul geregi y > yo > 0 icin

() = 30 > ¥O)

olur. Buradan, Teorem 3.4.3 geregi, x > xo i¢in ®(x) < ®(x) olur. Boylece, k = 21 > 2
alinirsa x > xq icin @(2x) < kD(x) elde edilir. Bu ise istenendir.

Kabul edelim ki @ € A, olsun. Bu durumda bir xg > 0 ve k > 2, x > x¢ > 0 i¢in
@O (2x) < k®(x) olacak sekilde vardir. Eger 0 < 6 = k !
digbiikeyliginden, her x > xg icin,

< 1 alinirsa, @ fonksiyonunun

®((1+6)x) = D((1 = 8)x +26x) < (1 — §)D(x) + 5D(2x)
< (1= 86)®(x) + 6kDd(x) = 2d(x)

bulunur. O halde, (i) = (v) elde edilir.
Kabul edelim ki (v) gecerli olsun. Yani, bir § > 0 ve xg > 0, her x > x¢ icin @((1+)x) <
2®(x) olacak sekilde var olsun. Eger x = ®~!(y) almirsa (1+6)®~!(y) < ®~!(2y) bulunur.

O halde,
(I)—l
lim sup & <1
x—oo0 @71 (Zx)
elde edilir. Boylece (v) = (vi) bulunur.
Son olarak, (vi) = (i) gosterelim. Kabul edelim ki ® ¢ A, olsun. Bu durumda, bir (x,)

dizisi, hern € N i¢in 1 < x,, ve lim x, = +oo olmak iizere
n—o00

1
o ((1 + ;) xn) > 2®(xy,) (3.27)
olacak sekilde bulunabilir. Burada y, = ®(x,) alinirsa, (3.27) ifadesinden

q)_l(}’n) S n
®1(2y,)  n+l

olur. Boylece,

-1 -1
n . . Q n .
1 > limsup (Yn) thlnf¢2 lim —— =1
el @(2y,) © me ®1(2y,) ~ noe 1
bulunur, bu ise bir ¢eligkidir. O halde ® € A, saglanir. Boylece (vi) = (i) elde edilir. O

Ornek 3.5.7. ®(x) = (1 + |x|)In(1 + |x|) — |x| ise Young fonksiyonunun tamlayani olan
¥(y) = el —|y| = 1 Young fonksiyonu Teorem 3.5.6 ifadesinden @ € A, fakat @ ¢ V, ve
Y € V, fakat ¥ ¢ A, olur.

Teorem 3.5.8. (@, ¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
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(i) @ € V,,
(ii) bir 6 > 0 ve xg > 0 vardir 6yle ki x > x¢ icin ®(2x) > (2 + 6)P(x),

>iii) bir 0 < n < 1 ve x; > 0 vardir 6yle ki x > x; icin ®((2 — p)x) = 2®(x),

(iv) 11m 1nf¢ 1(;)) > %
Ispat. Teorem 3.5.6’ya benzer sekilde yapilir. O

Teorem 3.5.6 (ii) ve (iii) goz Oniine alinirsa sirastyla agagidaki sonlu sayilar tanimlanir.

Tamim 3.5.9. (®, ¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Bu durumda

. xp(x)
be = limsu
o= o)

ag = liminf = (3.28)

X—00
olsun. Benzer sekilde ay ve by sayilar1 da tanimlanir.
Asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonug 3.5.10. (P, ¥) tamlayan N fonksiyon cifti olmak iizere agagidaki ifadeler denktir.
(i) @€ Ay, (i) ¥ € V,, (ili) b < +oo, (iv) ay > 1.

Ustelik, ® € A, N V5 olmast icin gerek ve yeter kogul 1 < agp < bg < 400 olmasidir.

Ornek 3.5.11. ®(x) = (1 + |x|)In(l + |x|) — |x| olsun. Bu durumda, ® fonksiyonunun
tamlayan fonksiyonunun ¥(y) = ¢” — y — 1 oldugu biliniyor. Ayrica, ¢(x) = In(1 + x) ve

Y(y) =e” - 1'dir.

In(1 +
o X)L xR
x=00 ®(x)  x—eo (14 |x[) In(1+ [x]) = |x]
bulunur. Boylece, ap = bp = 1 olur. Ayrica, y > 0 olmak iizere,
Y -1
ay = liminf 2200 jimine 220 _
X—00 (y) x—o0 @Y — y-— 1
W(y)
olur. Benzer olarak by = lim sup ——= W) - = +oo bulunur. Dolayisiyla @ ¢ V, fakat ® € A,
X—00
olur. Yine, ¥ ¢ A, fakat ¥ € V, olur. O halde @ ¢ A, N V; bulunur.
- . . e . xe(x) )
Ornek 3.5.12. Bira > 1igin @(x) = [x|*(1+|In|x||) ise, lim o0 a bulunur. Boylece,
X—00 X

ae = bgp = a olur. Buradan, ® € A, NV, saglanir.

Sonug 3.5.13. ® € A; kosulunu saglayan bir N fonksiyonu olsun. Bu durumda, bir C > 0
ve @ > 1 i¢in x > xp olmak iizere ®(x) < C|x|* kosulu saglanir. Yine, @ fonksiyonunun
tamlayan fonksiyonu W icin ise bir D > Ove 8 > liciny > yo > 0 olmak iizere ¥(y) > D|y|?
gecerlidir.
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ispat. Teorem 3.5.6 (ii) ve (iii)’den y > yo > 0 ve 8 > 1 icin

Yo _ e, _/3/‘” (y)ﬁ

¥(yo) £70)
_ ‘P(yO) B ans . @ o
olur. Burada D = 5 alinirsa, ¥(y) > DyP saglanir. Benzer sekilde, ©(x) < c|x|? oldugu
Yo
gosterilir. |

Sonug 3.5.14. (@, ¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Eger ® € A, (veya ¥ € V) ise
(ap)™" + (bo)~! =1 saglanr.

xp(x)
D(x)

xo > 0 bulunabilir. Teorem 3.5.6 geregi bir yg > O vardir 6yle ki y > yg i¢in

ispat. ay ve bg tammindan, her £ > 0 igin, x > xo iken

< bg olacak sekilde bir

yw(y)> bo+e
Y(y)  (bo+e)-1

b +¢

(bo+e)—1
Her € > 0 i¢in aybg > ay + be gerceklenir.

saglanir. Buradan a¢ > olur. Boylece aybg > ay + bg + aye + € elde edilir.

Diger yandan, ® € A; ise Teorem 3.5.6 kullanilirsa ¥ € V, saglanir. Boylece, Sonug
3.5.10 gere8i ay > 1 saglamir. Dolayisiyla, eSer 0 < 6 < ay — 1 ise bir yp > 0 icin

y > yo oldugunda y\;//((y)) > ay — 0 gecerlidir. Ancak, Teorem 3.5.6 geregince x > x| igin
-0 -0
X () av olacak sekilde bir x; > 0 bulunabilir. Boylece, boy < — bt ve

D(x) (ag —06)—1 (ag —06) -1
buradan aybe < ay+be bulunur. O halde, aybg = ay + bg elde edilir. Bu ise istenendir. O

p q
Ornek 3.5.15. Keyfi bir p > 1 icin ®(x) = L olmak tizere — + - =1liken ¥(x) = ﬂ ve
p q

xep(x) p(x) _
ay = liminf =gq, be = lim sup
x—oo @(x) i W(x)

olur.

Hatirlatma. Genel olarak (®,¥) tamlayan N fonksiyon c¢iftinde, @ fonksiyonunun A,
kosulunu, ¥ fonksiyonunun V; kosulunu saglamasi gerekmez. Asagidaki ornek verilebilir.

Ornek 3.5.16. Bir ¢ : [0, +00) — [0, +c0) fonksiyonu

t, 0<tr<l,
p(t) =
n!', (nm=-D!'<t<n! nz=2
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seklinde tanimlansin. O halde ¢ ters foksiyonu

lﬁ(l)={[’ 0<r<l,

(n=-1!, (m-D!<t<n! n>2

.. 12
olur. Ote yandan, @ ve ¥ fonskiyonlarinin tanimlarindan, ¢ > 0 i¢in ¥(¢f) < — olmak

iizere tamlayan N fonksiyon ¢iftidirler. Ayrica, ¥ ve @ fonksiyonlart A, kosulunu saglamaz.
Gergekten, n > 1 olmak iizere, ®(2n!) > n®(n!) ve ¥(2n!) > n¥(n!) oldugundan ® ve ¥
fonksiyonlar1 A, kosulunu saglamaz.

Bagka biiyiime kosullarini veren agagidaki tanimi verelim.
Tanmim 3.5.17. @ bir N fonksiyonu olsun. Eger bir ¢ > 0 sayisi, her x, y > xo > 0 icin
D(xy) < c@(x)D(y) (3.29)

olacak sekilde varsa, ®@ fonksiyonuna A’ kosulunu saglar denir ve ® € A’ ile gosterilir.

Benzer sekilde, bir b > 0 sayisi, her x,y > xo > 0 i¢in
O(x)®(y) < D(bxy) (3.30)

olacak sekilde varsa, ® fonksiyonuna V’ kosulunu saglar denir ve @ € V' ile gosterilir.

Eger xo =0 (yo = 0) durumda A’ ve V’ kosullar1 evrensel olarak saglanir.

Asagida N fonksiyonlari i¢in A’ kosulunu A, kosulunun bir alt sinifi olarak ifade eden
farkli bir yaklagim verilmistir.

Lemma 3.5.18. Bir ® N fonksiyonunun A’ kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter kosul bir
a > 0, x; > 0 sayilarinin, x, y > x; i¢in

D(axy) < O(x)P(y) (3.31)

olacak sekilde var olmasidir. Bundan bagka, A’ kosulunu saglayan fonksiyonlar A, kosulunu
saglayan fonksiyonlarin 0z alt sinifidir.

. 1

Ispat. Kabul edelim ki @ € A’ olsun. Bu durumda, 0 < ¢ < oo igin @ = min {1, —} olarak
c

alalim. O halde, tanim geregi, x, y > xo > 0 icin

D(axy) < ad®(xy) < ac®(x)D(y) (3.32)

saglanir. Ayrica, ac < 1 oldugundan ®(axy) < ®(x)®(y) elde edilir.
Tersine, ® € A’ oldugunu gosterelim. Ote yandan, kabul dolayisiyla ® € A, oldugunu
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. . - 1 .
gosterelim. Verilen O < & < 1 sayis1 i¢in y; > maks {xl, —} alinirsa x > x; > 0 igin
&0

() (éx) < D(ayix) < O(y)D(x) (3.33)

saglanir. Bu ise, k = ®(y;) > 0 alimirsa @ € A, oldugunu gosterir. Yine, keyfi a > 0 igin
& =+avex > xy > 0igin,

® (%) < ki ®(x) (3.34)

olur. Burada, ¢ = k% ve xo = maks{+/ax|, x,} alinirsa x, y > x¢ igin

x* Y 2
D(xy) <P |—=|D|==]| < kjP(x)D
(xy) (\/E) (\/a) PP (y)
esitsizligi elde edilir. O halde @ € A’ olur. Ayrica, (3.33) esitsizliginden A’ fonksiyonunun A,
fonksiyonu oldugu biliniyor. Dolayisiyla A’ kosulunu saglayan her fonksiyon A, kosulunu da
saglar. O

Uyari 3.5.19. A; kosulunu saglayan bir N fonksiyonunun A’ kosulunu saglamasi gerekmez.
Asagidaki ornek bununla ilgilidir.

)C2

Ornek 3.5.20. ®(x) = ———— fonksiyonu alalim. Bu fonksiyonun tiirevi ®’, [0, +o0)

In(e + |x|)
< o . . . ©(2x)
araliginda artan oldugundan @ bir N fonksiyonudur. Ayrica, lim

X—00 (D(x)
0} 2
kogulunu saglar. Ancak lim )

A’ kosulunu saglamaz. O halde A, fonksiyon sinifi A” fonksiyon sinifindan biiyiiktiir.

< +oo oldugundan A,

= +o0o oldugundan (3.29) ile celisir. Boylece ® fonksiyonu

Onerme 3.5.21. (®;,¥;), i = 1,2,3, tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Asagidaki ifadeler
denktir.

(i) Bira > 0, xg > 0 sayilari x, y > xp i¢in @) (axy) < @, (x)®P3(y) olacak sekilde vardir,
(ii) bir b > 0, yo = 0 sayilari x, y > yq icin ¥, (x)W3(y) < Wi (bxy) olacak sekilde vardir.

Ispat. Kabul edelim ki, (i) ifadesi saglansin ve u = @, (x), v = ®3(y) olsun. Ayrica, ug =
maks{®;(xo),
®D3(xp)} alinirsa, Onerme 3.3.5 (i) ve (ii)’den u, v > uy icin

2uv
‘Pl‘l (uv)

IA

1 1
<@ (w)d;'(v) < ;@fl(uv) -

uv
o w)Prt(v)
saglanir. Boylece u, v > ug i¢in

¥l (uv) < %‘I‘Z_I(u)‘l‘;l(v) (3.35)
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olur. Yine, bu esitsizlikte, x' = W5 (1), y' = ¥ (v), b = 2, yo = maks{'¥ ' (vo), ¥; ' (ug)}
secilsin. Her iki tarafin ¥; altindaki goriintiisii alinirsa, x’,y" > yg icin Wo(x")¥3(y") <
Y (bx’y”) bulunur. Boylece (ii) elde edilir.

Kabul edelim ki (ii) saglansin. Yine, Onerme 3.3.5 (ii) ve kabulden, yeteri kadar biiyiik
u, v igin

2buv

pl <bh¥ 'Yl £ ——mM—
< ¥ () < b% (¥ ) < O ()3 (v)

uv
<1)]‘1 (uv)

1
saglanir. Boylece @ ! ()@ I(v) < 2b<I>l‘1(uv) olur. Burada a = o secilir ve her iki tarafin

@, altindaki goriintiisii alinirsa u = ®,(x) ve v = @3(y) igin

1 _ _
7502 @31 (1) < (wy) ve ®y(axy) < @2(x)Ps(y)
olur. Boylece (i) elde edilir. m]

Sonug 3.5.22. (®;,¥;), i = 1,2 tamlayan N fonksiyon ¢ifti olsun. Bu durumda, ¥, < ¥,
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x, y > yo > 0 i¢in

W3 (x)¥2(y) < Wi(xy)
kogulunu saglayan (@3, ¥3) tamlayan N fonksiyon ciftinin var olmasidir.

Teorem 3.5.23. (@, V) tamlayan N fonksiyon cifti olsun ve sirasiyla ¢,y sag tiirevlerine
sahip olsunlar. Asagidakiler denktir.

(1) ®eAN,

(ii) bird > 0, x; > 0 sayilar1 x, y > xq i¢in ¢(xy) < de(x)p(y) olacak sekilde vardir,
(>iii) birc > 0, y; > O sayilart x, y > y; icin ¢ (x)¥(y) < ¢ (cxy) olacak sekilde vardir,
(iv) P e V.

Ispat. Kabul edelim ki ® € A’ olsun. Lemma 3.5.18 geregi, ® € A, olur. Boylece x,y >
x1 > 0igin

xyp(xy) < ®(2xy) < kD(xy) < ke®@(x)P(y) < kexyp(x)e(y)

saglanir. Burada d = kc secilirse (ii) elde edilir.

Simdi (ii) = (iii) oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki d > 0 ve x; > O sayilarix, y > x|
icin ¢(xy) < de(x)e(y) olacak sekilde var olsun.

Eger x, = maks{2, x; } alimirsa, kabulden k¢ = d¢(x) > 0 olmak iizere y > x; i¢in

@(2y) < @(x2y) < de(x2)@(y) = kop(y) (3.36)
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o(y1)

olur. Burada y; > 0 sayist ¢/(y;) > 2x; olacak sekilde secilirse ve 0 < & < alinirsa

(3.36) esitsizliginden x, y > y; icin

YY) <yl @Y (1)) < v(deW()eW () = ¢ (dkg 90( (w(X))so( S ()
< Y(dkgp(W (x) = )W (y) - €)) < y(dkj ¢(¢(X))<P(¢(y))) = ¢f(dk2xy)

saglanir. Burada ¢ = dk(z) alinirsa (iii) elde edilir.

Kabul edelim ki bir ¢ > 0 ve y; > 0 sayilari x, y > x; icin ¢ (x)¥ (y) < ¢ (cxy) olacak
sekilde var olsun. Yine, ¢ artan bir fonksiyon oldugundan kabulden ¢ > 1 alinirsa a = 2¢ ve
Yo = y1iginx,y = yo igin

Y)Y (y) < xyp(x)yp(y) < exyp () (y) < cxyy(xy) < P (2cxy) = P(axy)

olur. Boylece (iv) elde edilir.

Son olarak kabul edelim ki ¥ € V’ olsun. Diger bir ifadeyle x, y > yo icin ¥(x)¥(y) <
W¥(bxy) olacak sekilde bir » > 0 sayist olsun. Onerme 3.5.21 ifadesinden bir ¢ > 0 ve
xo > 0 sayilart x,y > xo > 0i¢in ®(xy) < c®(x)®(y) olacak sekilde vardir. Bu ise ® € A’
olmasidir. O

Onerme 3.5.24. Eger ® € A’ NV’ ise p > 1 i¢in @, (x) = |x|P iken ® ~ @, saglanir ve tersi
de gecerlidir.

ispat. Eger ® € A’ NV’ ise A’ ve V’ tammmindan 6yle ay, a; > 0 ve xo > 0 sayilari vardir ki
X,y = xp i¢in
@(ajxy) < P(x)®(y) ve D(x)D(y) < P(azxy) (3.37)

olur. Ayrica, @ digbiikey oldugundan, a; > a; icin f;(u) = In CD(all_e“) ve ug = maks(1,log,, xp)
olsun. O halde u, v > ug icin

filu+v) < filw) + fi(v) ve fr(u)+ fa(v) < fr(u+v) (3.38)

olur. Ayrica, dyle birn > 1 i¢in u > v, nv < v < (n + 1)v olacak sekilde kabul edebiliriz.
Boylece (3.37) kullanilirsa,

Aiw < filn+Dy) < (1 DAE) < C2A0)

bulunur. Boylece

lim sup fiGw) = lim sup (M tv i (v)) = Silv) (3.39)
u—0o U—oo u 1% v
olur. O halde
lim sup ——= fl( ) minf M < +00 (3.40)
u—0oo v—»oo Vv
fiw) (u)

elde edilir. Boylece (3.40) geregi p; = lim < 400 bulunur. Ayrica, (3.39) esitsizliginden

1 1
x 2 x; =e"icin, 0 < p; < * olur. Boylece x > 21 igin In(a;x)? < In®(x) olur ve
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buradan
(apx)P' < ®(x) (3.41)

bulunur. Boylece (3.38) kullanilirsa benzer gekilde, x > 2—; ve bir pp > 0 icin

D(x) < (axx)P (3.42)

@(x)

elde edilir. Fakat @ bir N fonksiyonu oldugundan, lim

X—00

= +oo olur. Yine, i = 1,2 i¢in

pi(x) = lim In ®(x) - lim In®(x) ~ lim In ®(x) _

X—00 lnalx x—oo  Inx X—00 loga2 X

D2 (3.43)

bulunur. O halde p = p; = p ve x > z—i icin (3.41) ve (3.42) esitsizliklerinden (a;x)? <
D(x) < (azx)? elde edilir. Bu ise ® ~ @, olmasidir.
Tersine, @, (x) = |x|P ise p > 1 ve x > Oigin ¢(x) = pxP~1 olur. Boylece Teorem 3.5.23
(ii)’den
1 pe 1 _ _ 1
plxy) = pxPlyPl < P pyP! = Se@e()

olur. Burada d = 1% olarak secilirse ® € A’ olur. (Benzer bigcimde x < 0 i¢in de elde edilir.)
Yine, x > 0i¢in

e(N)e(y) = pxP~ pyP ! = p(p(xy)P) < o((p) 7T (xy))

olur. (Benzer bicimde x < 0 i¢in de elde edilir.) Burada ¢ = p(ﬁ) alinirsa, Teorem 3.5.23
(iii)’den @ € V’ olur. Boylece @ € A’ N V' bulunur. O

Yukaridaki onermenin A, durumu asagidaki gibidir.

Onerme 3.5.25. ® bir N fonksiyonu olmak iizere ® € A; N V, olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul bir ® N fonksiyonunun x, y > y icin

LAWY ;
(0] (\/z))CD (\/z) < O(xy) < O(x)¥(y) (3.44)

olacak sekilde var olmasidir. Burada ¥, ® fonksiyonunun tamlayan fonksiyonudur.

ispat. Kabul edelim ki @ € A, N V5 olsun. Oncelikle ® < @ oldugunu gosterelim. ® € A,
oldugundan K > 0 vex > xq sayilar1 vardirki ®(2x) < K®(x) olur. Yine, ® € V; oldugundan
Oyle bir [ > 1 ve x > x¢ sayilart i¢in ®(x) < %(D(lx) olur. O halde

2 1
@ (f) <o(Z) < ko (f) < K—d(x)
e e e 21
olur. Burada C = % olacak sekilde secilirse ® < @ bulunur. Ayrica, Onerme 3.4.9 (ii)’den dyle
bir N fonksiyonu ¥ vardir ki (3.44) ifadesinin sag tarafi ® icin P ile saglanir. Ustelik, ®’nin
tamlayan fonksiyonu ¥ i¢in @ € V; oldugundan Teorem 3.5.6’dan ¥ € A, olur. Boylece dyle
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bir N fonksiyonu W, vardir ki (3.44) ifadesi ® ve ® yerine ¥ ve ¥, icin dogru olur. Boylece
¥ = maks{¥;, ¥2}, wo = maks{xo, x)} alinirsa ¥ bir N fonksiyonudur ve x, y > xq icin

D(xy) < P(x)®P(y) ve WY(xy) <¥Px)¥P(y) (3.45)
elde edilir. Fakat Onerme 3.5.21°den x, y > x icin

®(x)D(y) < ®(bxy) (3.46)

olur. Burada @, ¥ nin tamlayan fonksiyonudur. a = 1 oldugu icin b = % = 2 oldugundan

x,y > maks{wg, V2xo} alinirsa (3.44) saglanir.
Tersine (3.44) saglansin. Sonug 3.5.22 ve Onerme 3.4.9 (iii) geregi ® < ® ve ® < @
oldugundan ® € V, ve ® € A; olur. O

® ve ® denk N fonksiyonlari olsun. Eger ® € A’ veya ® € Ay ise ® € A’ veya d € A,
olur. Gergekten, eger @ € A’ ise bir d > 0 sayis1

D(xy) < dO(x)D(y), x,y=x=0
olacak sekilde vardir. ® ve ® denk N fonksiyonlar1 oldugundan Lemma 2.3.8 kullanilirsa
®(xy) < ®(bxy) < D(x)D(y) < B(ax)®(ay) < B(x)D(y)
elde edilir. Boylece Lemma 2.3.8 geregince ® € A’ olur. Eger ® € A, ise bir K > 0 say1st
O(2x) < K®P(x), x=x0=0
olacak sekilde vardir. ® ve ® denk N fonksiyonlar1 oldugundan
d(2x) < P(2bx) < D(x)

elde edilir. O halde ® € A; olur.
A’ kosulunun A’ evrensel kosulunu gerektirmedigi asagidaki drnekte verilmisgtir.

Ornek 3.5.26. Keyfi bir x € R icin ®@(x) = (1 + |x|) In(1 + |x|) — |x| olsun. Bu durumda,
® fonksiyonu A’ kosulunu saglar. Ancak bu evrensel degildir. Ayrica, ® ~ ® olacak sekilde
evrensel olarak A’ kosulunu saglayan bir @ fonksiyonu yoktur.

Verilen @ fonksiyonunun A’ kosulunu sagladigimi gostermek igin Teorem 3.5.23’ii kul-
lanacagiz. ®(x) = (1 + |x|) In(1 + |x|) — |x| i¢in ¢(x) = In(1 + x) fonksiyonudur. Buradan,
x,y > x9=e?— 1> 0icin

exy) =In(1+xy) <In(1+2xy+xy)=In(1 +x)+In(1 +y) < o(x)p(y)

olur. Boylece, Teorem 3.5.23 geregince @ € A’ oldugu elde edilir. Fakat bu kosul evrensel
olarak saglanmaz.
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Eger evrensel olarak @ € A’ kosulu saglansaydi sabit bir ¢ > 0 sayisi i¢in

D(xy) < xP(x)D(y), x,y>x020

olurdu. O halde her x,y > 0 icin f(x,y) = (%‘iﬁ”) > L > 0 olur. Fakat f(n,1) =
1
(%) oldugundan,
1 D(n)@(L) 1 1 ®(n)
li =) =1 n lim (©(n)® li =0
Hm fln 2 = =5 | T ) A (P )= ®(1) o

elde edilir. Bu ise celigkidir. Boylece, ® evrensel olarak A" kosulunu saglamaz.

Ote yandan, kabul edelim ki ® ~ ® olacak sekilde evrensel olarak A’ kosulunu saglayan
bir ® N fonksiyonu var olsun. O halde bir ¢ > 0 sayis1 her x, y > 0 igin

D(xy) < cD(x)D(y)
olacak sekilde vardir. Ayrica, ® ~ ® oldugundan 0 < a < b < oo ve x > x( > 0 igin
®(ax) < D(x) < D(bx)
olur. Ancak bu esitsizlik gergeklenmez. Aksi takdirde, 0 < x < 1 ve y > = olmak iizere

d(xy) S ®(axy) (1 +axy)In(l +axy) —axy
d(y) ~ @(by)  (1+by)In(l+by) ~ by

olur ve <
[0} 0] N
lim inf (xy) > Ve lim sup N(xy) < cD(x)
yoo B(y) b yooo @(y)
bulunur. Boylece, her 0 < x < 1i¢in
@ ) .
sl < liminf (xy) ve limsup N(xy) < cD(x)
y=o O(y) y—oo )

cT>

olur. Buradan % < ) =0

olmastyla celisir. Béylece, eger @ evrensel olarak A’ kogulunu saglamiyorsa CI) o) olacak
sekilde herhangi bir ® fonksiyonu da evrensel olarak A’ kosulunu saglamaz.

Uyarn 3.5.27. V’ kosulunu saglayan fonksiyonlarin A’ kogulunu saglayan tamlayan fonksi-
yonlari vardir.

Ornek 3.5.28. @ : [0,+00) — [0,+c0) fonksiyonu ®(x) = (1 + x)VIn(+x) _ | ceklinde
tanimlansin. ®(—x) = ®(x) oldugu kolayca elde edilir. Ote yandan, ® € V’ fakat tamlayan
fonksiyonu ¥ € A’ olur.
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3.6 N FONKSIYONLARI iCIN TAMAMLAYICI SONUCLAR

Bu boliime kadar N fonksiyonlarina iliskin pek ¢ok karsilagtirma ve 6zellikler verilmesine
ragmen polinomlar ile karsilagtirilmamigtir. Bu kisimda tamamlayici bazi kargilagtirmalar
verilecektir.

Tanim 3.6.1. @ : [0, +c0) — [0, +co) bir N fonksiyonu olsun.
(i) Eger bir b > 0 sayis1 her x > xp > 0 icin
x®(x) < O(bx) (3.47)

olacak sekilde varsa, ®@ fonksiyonu A3 kosulunu saglar denir ve @ € Ajz ile gosterilir.

(i) Eger bir k > 0 say1s1 her x > x¢ > 0 i¢in
O (x)D(x) < kx® (3.48)
olacak sekilde varsa @ fonksiyonu V3 kosulunu saglar denir ve @ € Vj ile gosterilir.

Burada (3.47) ifadesi x > maks{xg,2b} > 0 i¢in ®(x) < %(D(bx) < ﬁtb(bx) olarak da
verilebilir. Boylece, @ € A3 ise @ € V; elde edilir. Ayrica, ® ~ ® ve @ € A ise ® € A; olur.
Eger xo = 0 ise (3.47) ve (3.48) ifadeleri evrensel kosullar olarak adlandirilir.

Onerme 3.6.2. Eger ® € Aj ise, bir @ > 0 ve x; > 0 sayilar1 vardir yle ki x > x; i¢in
D(x) > xn* (3.49)
olur.

Ispat. Kabul edelim ki ® € A3 olsun. Bu durumda, (3.47) esitsizliginden, x > xo > 0 i¢in
x®(x) < ®©(bx) olacak sekilde bir b > 0 sayis1 vardir. Buradan, b > 1, xg > 1 ve ®(xp) > 1
sayilarini secelim. Boylece, y = Inx ve yg = Inxg alinirsa, y > yo icin, (3.47) esitsizliginden
e?®(e”) < ®(e”b) olur. Buradan,

e(y+]n D(eY)) < eln O (e¥+Inb) (350)
bulunur. Eger f(y) = In®(e”) alinirsa, y > yg i¢in (3.50) esitsiliginden

f(y+Ind) =2 y+ f(y) (3.51)

bulunur. Logaritma ve @ fonksiyonu artan oldugundan, her y > y¢ > 0 i¢in, f fonksiyonu da
artan bir fonksiyondur. O halde,

yo+(n—1)Inb <y <ypg+nlnb (3.52)



84 | ORLICZ UZAYLARININ TEORISI VE UYGULAMALARI

olacak sekilde n > 1 tam sayis1 bulunabilir. Boylece, (3.51) ve (3.52) esitsizlikleri kullanilirsa,
SO =2 f(yo+(n=1)Inb) > yo+(n-2)Inb+ f(yo+ (n—2)Inb)
2 yo+ (Yo+Inb)+---+ (yo+(n—2)Inb) + f(yo)
n—-1)n-2
= - yo+ P D 1 p(y)

(3.53)

\%

%(n -1H(n-2)Inb

T - )

\%

bulunur. Burada, y > y;iciny —yg —21lnb > %y olacak sekilde dyle bir y; > y( bulabiliriz

ki (3.53) esitsizliginden, y > y; icin f(y) > % olur. Boylece, x > ¢! icin

1 2
> .
In®(x) > SInb (Inx) (3.54)
bulunur. Burada, @ = g 1:1 5 vex = e segilirse (3.49) elde edilir. m]

Ornek 3.6.3. ®(x) = eI —|x| -1 veya e -1 fonksiyonlari x > e i¢in A3 kosulunu saglarken,
®(x) = (1 + |x]) VInU+IxD) _ 1 fonksiyonu A3 kosulunu saglamaz.

Simdi, Az ve V3 i¢in denk kogullar1 verelim.
Teorem 3.6.4. (®,¥) tamlayan N fonksiyon cifti olsun. Asagidaki kosullar denktir.
(i) @ € As,

(i1) bir ky > 0 ve xq > 0 sayilar1 vardir 6yle ki x > x7 icin, x¢(x) < ¢(k1x),

(iii) bir ko > 0 ve y; > 0 sayilar1 vardir 6yle ki y > y; i¢in, & (y¥ (y)) < kot (y),

(iv) ¥ € V;,

(v) bir k > 0 ve yg > 0 sayilar1 vardir dyle ki y > yg icin ¥(y) < ky®~'(y),

(vi) birc > 0vex > X > 0icin ¥(P(x)) < ®(cx) olur. Yani, ¥ o ® < .
Burada, ¢, ¢ fonksiyonlart, sirasiyla @, W N fonksiyonlarinin sag tiirevidir.
ispat. Kabul edelim ki ® € A; olsun. Bu durumda, her x > xo > 0 igin, bir b > 0 sayist

vardir yle ki x®(x) < ®(bx) olur. Ote yandan, Onerme 3.3.7 kullanilirsa,

xp(x) < ©(2x) < %@(be) < %2bx¢(2bx) =2by(2bx) (3.55)

bulunur. Bu ifade, her x > xq i¢in dogru oldugundan x > 5} i¢in de dogru olacaktir. Boylece,

(3.55) esitsizliginde, x yerine 2bx yazilirsa, x > ;—g icin

2bxp(2bx) < 2bp(2b2bx) = 2bg(4b%x)
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olur. Burada, ki = 4b?% ve x| = maks{é“—f), 2b} secilirse, x > xj igin
x@(x) < 2bp(2bx) < x@(2bx) < @(4b*x) = @(kix)

bulunur. Boylece, (i) = (ii) elde edilir.

Kabul edelim ki, bir k; > 0 ve bir x; > 0 sayilari, her x > x| i¢in xp(x) < ¢(kx) olacak
sekilde var olsun. Buradan, ¢ artan bir fonksiyon oldugundan k; > 1 alalim.

Eger ¢ (y;) > maks{x;,2} ise y; > 0 alabiliriz. Ote yandan, k, = kf denirse, (ii)’den
y>yvel<e< %go(kza,//(y)) alinirsa,

1
kiy(y)

< w(%so(kzllf(y))) <Y (plkay (y) — &) < Y (plkoy () = ko (y)

Yy (y) <Y (e (MY () < ge(kiy () < ¥( e(kiw (y))

olur. Boylece, (ii)=(iii) elde edilir.

Simdi, kabul edelim ki, bir k, > 0 ve bir yo > 0 sayilari, her y > y; icin ¢ (yy(y)) <
kay (y) olacak sekilde var olsun. Bu durumda, ¢ (%2) > 2 olacak sekilde bir wg > 2y sayisim
alahm ve k = 4k3 olsun. Bdylece, w > wy i¢in, Onerme 3.3.7 kullanilirsa,

wW (P (w)) < W(wy(w)) < w2y (w)g (wyr(w)) < wkay? (w)
W2 W W 3 Wio o W 2
< 4k2(5) v (EW(E)) < 4k2(§) v (5) < kW (w)
olur. Béylece, y = ¥(w) ve yo = W(wq) alimrsa, her y > yg icin, ¥~ (y)¥(y) < ky? olur.
Boylece, (iii) = (iv) elde edilir.

Kabul edelim ki ¥ € V3 olsun. Yani, her y > yo > 0 i¢gin bir £ > 0 say1s1 vardir oyle ki
¥-1(y)¥(y) < ky? olur. O halde, Onerme 3.3.5 geregi y > yq icin

ky?
P-1(y)

¥(y) < < ky® '(y)

olur. Boylece, (iv)=(v) elde edilir.
Kabul edelim ki (v) gecerli olsun ve ¢ = 2k ve & = ®~!(yo) alalim. Bu durumda, Young
esitsizligi kullanilirsa, x > ¥ > 0 icin,

P(D(x)) < 2%(D(x)) < 2kD(x)D 1 (D(x)) = 2kxD(x) < O(2kx) + P(D(x))

bulunur. Boylece, x > ¥ i¢in (¥ o ®)(x) < ®(cx) olur. O halde, (vi) elde edilir.
Simdi, (vi) dogru olsun. Bu durumda, ¢ > 1 alinirsa, Young esitsizliginden,

xDP(x) < D(x) + P(D(x)) < O(x) + D(cx) = D(cx) + P(cx) =2D(cx) < D(2¢x)

bulunur. Eger b = 2c¢x secilirse, (i) elde edilir. Bu ise, (vi)=(i) olmasidir. m]
Sonug 3.6.5. ® bir N fonksiyonu olsun. Eger ® € V3 ise @ € A olur.

Ispat. Kabul edelim ki ® € V3 olsun. Bu durumda, ¥, ® fonksiyonunun tamlayan Young
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cifti olmak iizere, Teorem 3.6.4 (iv) ifadesinden ¥ € Aj olur.
Ote yandan, ¥ € Az ise ¥ € V, olur. Boylece, Teorem 3.5.6 geregi @ € A, elde edilir. O

Tanmm 3.6.6. ® bir N fonksiyonu olsun. Eger ® ~ @2 ise, yani bir b > 0 ve bir xg > 0
sayilar1 her x > xg i¢in
@’ (x) < O(bx) (3.56)

olacak sekilde varsa, ® fonksiyonu A kosulunu saglar denir ve ® € A? ile gosterilir.

Ornek 3.6.7. 6 > 1 olmak iizere,
d(x) = e’ — 1 (3.57)
seklinde alman N fonksiyonu A” kosulunu saglar. Gercekten, her x > 0 icin,
@ (x) = 21T ol < Q2N = o ({2x)
bulunur. Burada, b = 2 secilirse, @ € A? olur.

Ote yandan, (3.57) ile verilen ® fonksiyonu, A3 kosulunu saglar. Bunun i¢in, herx > xq > 0
icin x®(x) < ®(bx) olacak sekilde bir b1 > 0 sayisinin var oldugunu gosterelim. Burada,
® € A? oldugundan, dyle bir b > 1 ve x > xo > 0 sayilar1 vardir. Boylece ®?(x) < ®(bx)
saglanir. O halde, her x > x; icin ®(x) > x alinirsa, x > maks{xg, x| } i¢in,

x®(x) < ®*(x) < @(bx)
bulunur. Boylece, @ € A3 elde edilir.

Uyan 3.6.8. Bir N fonksiyonu A3 kosulunu sagliyorsa, A> kosulunu saglamak zorunda
degildir. Bu, ileride gosterilecektir.

Onerme 3.6.9. Eger bir ® N fonksiyonu, A> kosulunu sagliyorsa, bir a > 0 ve bir x; > 0
sayilari, x > x; icin @(x) > ¢*" olacak sekilde vardir.

ispat. Kabul edelim ki ® € A? olsun. O halde, bir b > 0 ve bir xo > 0 sayilar1 vardir 6yle
ki her x > xq i¢in ®?(x) < ®(bx) olur. Yine, ® fonksiyonunun digbiikey oldugu kullanilirsa,
b>2vexy>1igin

2In®(x) = In®*(x) < O(bx) (3.58)

olur. Ote yandan, her x > xq igin, bir n > 1 tam sayis1 vardr ki
b"xg < x < b"™'xg (3.59)

olur. Boylece, (3.58) ve (3.59) esitsizliklerinden

n n x \os _ In®(x0) e
In®(x) > Ind(b"xp) = 2" InD(xp) > [—— In®(xp) = ———x"% (3.60)
b (bxo)'°%5
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elde edilir. Yine, 0 < a < log,2g ve x1 > xo olmak lizere, x > x; i¢in

o (bxg)'o%h

log, * > 22 3.61
* ~ In®(xp) (3.61)
olur. Boylece, (3.60) ve (3.61) esitsizliklerinden
In®(x) > Mxlogi > x?
(bxo)'os
bulunur. Bu ise, ®(x) > ¢** olmasidir. O

Simdi, A% kosulunun tersi olarak ifade edebilecegimiz V? kosulunun tanimini verelim.

Tamim 3.6.10. @ bir N fonksiyonu olsun. Eger bir ¢ > 0 ve bir xg > 0 sayilari, her x > xg
icin

O(x) _ (VX

<c

x SR

saglayacak sekilde varsa, ® fonksiyonu V2 kosulunu saglar denir ve ® € V? ile gosterilir.

(3.62)

Uyar13.6.11. Tanim 3.6.6 ve Tanim 3.6.10 geregi, bir N fonksiyonunun bu kosullar1 saglamasi
gerekmedigi gozlemlenebilir. Asagida A? ile V2 kosullarmin karakterizasyonu verilmistir.

Teorem 3.6.12. (P, ¥) tamlayan N fonksiyon ¢ifti olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(i) @ € A?,
(ii) bir k1 > 0 ve bir x; > 0 sayilari, her x > x; icin 902 (x) < ¢(kyx) olacak sekilde vardir,
(iii) bir ko > 0 ve bir y; > 0 sayilari, her y > yy i¢in ¢ (y?) < ko (y) olacak sekilde vardir,
(iv) ¥ e V2.

Ispat. Kabul edelim ki, ® € A? olsun. Bu durumda, Onerme 3.6.9 ifadesinden ® € Aj olur.
Ote yandan, Teorem 3.6.4 geregi, bir b > 1 ve xo > 1 sayilar1 vardir yle ki her x > x igin

x@(x) < o(bx) ve ®*(x) < ®(bx) (3.63)

saglanir. Ote yandan, x > 0 icin, xp(x) < ®(2x) esitsizligi kullamhir ve k; = 2b? alinirsa,
x > xo > 1ig¢in, (3.63) esitsizliginden,

1 1 1
©*(x) < —2<D2(2x) < —2®(2bx) < —22bxg0(2bx) < 2bxp(2bx) < ©(2b%x) = (k1x)
X X X

bulunur. Boylece (i) = (ii) elde edilir.

Kabul edelim ki (ii) saglansin. Buradan, bir k1 > 0 ve x; > 0 sayilari, her x > x; i¢in
©?(x) < @(kix) saglayacak sekilde vardir. Ote yandan, y = ¢(x) ve ky = 4k, alinirsa, her
y = y1 = ¢(x1) igin

W (y?) = g (@*(x) < Y(p(kix)) = kix < 2k1x < 4k (y) = katr ()
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bulunur. Boylece (ii) = (iii) elde edilir.

Kabul edelim ki (iii) saglansin. O halde, y > y¢ = maks{2y;, 4} i¢cin
v =) <u((2)) <) (3.64)
olur. Eger ¢ = 2k? alinirsa, her y > yy i¢in
YO?) < YU (?) < kay’w(y) < 263y50(3) < ey¥(y)

bulunur. Boylece, (iii) = (iv) elde edilir.

Simdi (iv)’yi, yani ¥ € V2 oldugunu kabul edelim. Bu durumda, bir ¢ > 0 ve bir xo > 0
‘I’(X) Y(vx)

sayilar, her x > xg icin —— < ¢ 7 olacak sekilde vardir. Ote yandan, W bir N fonksiyonu
oldugundan,
lim m =0ve lim M = +00 (3.65)
yo0 Y yoeo y
BY

gecerlidir. Eger £(y) = ‘P(y ) tanimlanirsa, ¥ (y) = f &(t)dt bir N fonksiyonu olur. Ger-

cekten de, ¥; fonksiyonu d1§bukey olup ¥1(0) = 0 ve Yi(-y) = ¥(y) oldugunu gérmek
kolaydir. Yine, (3.65) kullanilirsa,

limlPl—(y) =0ve lim lPl—(y) = 400
y—0 y y—o00 y
kolayca bulunur. Ayrica,
[yl ¥(y)
0 = [ e < yety) =y =2 = () (3.66)
0
ve
2y
Y1(2y) = Yf(y) =¥(y) (3.67)

oldugundan, ¥ ~ ¥, olur. O halde, y > yj icin, ¥ € V2, (3.66) ve (3.67) kullanilirsa,

Yi(y) ‘P(y) b‘P(\/_) b‘P(2\/?)
y y VY T2y

bulunur. Eger xo = maks{y,2+/y} alinirsa, ¥; € V2 olur. Béylece, Onerme 3.3.7 ve (3.68)

kullanilirsa, ¥Y(+/y)
_ W) _ ¥
&(y) = y < VY

olur. Buradan, y = ¢! (w) olmak iizere, % < &(y/&~1(w)) ve 71 (%) < Y&é~1(w) elde edilir.

(3.68)

=bé(Vy)
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O halde, ¢;(x) = £~ '(x) denirse, x > x icin
¢1(x) < @1 (bx) (3.69)

elde edilir.

Ote yandan, Onerme 3.6.9 ve (3.60) kullanilirsa, bira > Ovex > x; > Oicin, ¢ (x) > ¢*”
olur. O halde, bir x; > 0 vardir ki x > x; i¢in ¢1(x) > x olur. Eger x, = maks{xg, x } olarak
secilirse, ¢’ye kargilik gelen N fonksiyonu ®; olmak iizere, (3.69) esitsizliginden

D7 (x) < X207 (x) < x01(bx) < x01 (X)@1 (bx) < x¢1(bx) ¢y (bx) = x¢7 (bx)
< x¢1(k*x) < k%x@1 (k*x) < @ (2k>x)

bulunur. Bu ise, ®; € A? olmasidir. Boylece, ®; ~ ® oldugundan ® € A? bulunur. O halde
(iv) = (i) elde edilir. m]

Sonuc 3.6.13. @ bir N fonksiyonu olsun. Eger ® € V2 ise ® € V; olur.
Onerme 3.6.14. @ bir N fonksiyonu olsun. Eger ® € A? ise ® € V’ olur.

Ispat. Kabul edelim ki ® € A? olsun. Boylece, bir b > 0 ve xo > 1 sayilar1 vardir ki her
x > xg igin ®*(x) < ®(bx) olur. Ote yandan, ® monoton oldugundan, her x > y > xo > 1
i¢in,

D(X)D(y) < D(x)D(x) = P*(x) < D(bx) < D(bxy)

olur. Benzer sekilde, @’nin monotonlugundan y > x > xo > 1 i¢in
D(x)D(y) < O(y)D(y) = D*(y) < P(by) < P(bxy)

bulunur. Boylece, her x,y > xp icin ®(x)D(y) < D(bxy) elde edilir. Bu ise, ® € V’
olmasidir. O

Uyan 3.6.15. Simdiye kadar yapilan kogullar asagidaki gibi diyagramla kisaca ifade edebi-

liriz.
A? = As V=V,
! ve Il
V = V2 N = AQ

Ote yandan Aj; ile V' veya V3 ile A" arasinda bir karsilastirma yoktur. Yine, bu gerektir-
melerin tersi mevcut degildir. Ters drnekleri 1960 yilinda Ando tarafindan verilmistir.
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4. ORLICZ FONKSIiYON UZAYLARI

Orlicz uzaylar1 W. Orlicz (1903-1990, Polonyali matematik¢i) tarafindan 1932 yilinda, LP
(1 < p < o) Lebesgue uzaylariin genellemesi olarak verilmistir [26]. Bu genellemede
LP? uzaylar1 tanimindaki x” fonksiyonu yerine N fonksiyonu olarak adlandirilan daha genel
bir digbiikey @ fonksiyonu alinmig ve bu uzay iizerinde bir norm tanimlanmistir. Orlicz
uzaylarina iligkin ayrintili ilk calisma ise 1961 yilinda M. A. Krasnosel’skii ve Ya. B. Rutickii
tarafindan yapilmig ve @ fonksiyonu N fonksiyonu olarak alinmistir [24]. Bununla birlikte bazi
kaynaklarda N fonksiyonu Young fonksiyon olarak adlandiriimaktadir [25]. Ote yandan, Orlicz
uzaylarina iligkin uygulamalar1 da kapsayan daha genis ¢calismalar 1991 ve 2002 yillarinda M.
M. Rao ve Z. D. Ren tarafindan verilmisgtir [38, 39].

Bu boliimde, Orlicz uzaylar ve temel 6zellikleri verilecektir. Bu kisim boyunca Young
fonksiyonu ve keyfi 0l¢ii uzayi alinacaktir. Orlicz uzaylar iizerinde birbirine denk olan Orlicz
ve Gauge (Luxemburg) normunun varlig1 ve Orlicz uzaymin bu normlara gore bir Banach
uzay1 oldugu gosterilecektir. Burada [38] kitab1 temel alinmigtir. Orlicz uzayi ile ilgili ayrintili
caligmalar Boliim 5’°de verilecektir.

4.1 OLCU UZAYLARINDA ORLIiCZ SINIFLARI

Oncelikle keyfi 6l¢ii uzaylarnda Orlicz uzaylariin yapisini kurarak baslayalim. Boylece
bu fonksiyon uzaylarmin genel teorisindeki bazi kisitlamalar kaldirilacaktir. (X, A, ) bir
Ol¢ii uzayi1 ve @ : R — [0, +c0) bir Young fonksiyonu olsun.

Tamm 4.1.1. Z®(p), f : X > R, A &lgiilebilir ve [ (| f])du < +oo kosulunu saglayan
X

tiim fonksiyonlarin kiimesi olsun. Diger bir ifadeyle

L2 ={f:X >R : f, A dlgiilebilir fonksiyon ve /CI)(|f|)du < +oo}
X

olsun.

Uyan 4.1.2. £®(u) kiimesinde sadece reel fonksiyonlar1 goz oniine alacagiz, ancak komp-
leks degerli fonksiyonlara da dogal olarak genisletilebilir. Kompleks degerli fonksiyonlarla
calisacagimiz zaman bu ayrica belirtilecektir. Ayrica, kitabin geri kalan kisminda tekrardan
kacinmak i¢in u Olciisiiniin sonlu alt kiime 6zelligini sagladigin1 kabul edelim. Yani, E € A
icin u(E) > 0 iken bir F € A kiimesi F C E, 0 < u(F) < oo olacak sekilde vardir. Bu,
A =0 icin u(A) =0ve A # 0 igin u(A) = +oo durumlarini ortadan kaldirir. Aksi takdirde
teorinin genelligi bozulmaz.

Uyar14.1.3. £®(u)’de bir u ol¢iisii icin p(X) = +oo iken evrensel olarak @ € A saglaniyorsa
ve p(X) < oo iken yerel olarak @ € A saglaniyorsa bu durumda A (veya V) kosulu regiilerdir
diyecegiz. Bundan sonra tekrar etmeksizin y boyle alinacaktir.
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Simdi £® kiimesinin yapisim verelim. Asagidaki teorem £®(u) kiimesinin genel olarak
bir vektor uzay1 olmadigini ifade eder.

Teorem 4.1.4. @ bir Young fonksiyonu olsun. Asagidakiler ger¢ceklenir.

(i) £2(u) uzay1 mutlak disbiikeydir. Diger bir ifadeyle, f,g € £®(u) ve |a| +|B] < 1
kosulunu saglayan «, 8 skalerleri i¢in a f + Bg € L£®(u) olur. Ayrica, h € £®(u) ve f
olciilebilir fonksiyonu igin | f| < |A| ise f € £®(u) olur.

(i) Eger u(X) = +ooigin evrensel olarak ® € A; ve u(X) < oo igin yerel olarak ®@ € A; ise
L% (u) vektor uzayidir. Tersine eger p, pozitif lciiye sahip bir kiime iizerinde atomsuz
ise A kosulu (evrensel ve yerel olarak) gereklidir.

ispat. (i) f,g € £®(u) olsun. O halde,

/ O fl)du < +00 ve / (gl < +00

X X

olur. Boylece @ artan ve digbiikey oldugundan, 0 < y = || + |8 < 1 i¢in

O(laf+pg) < <I><|a||f|+|ﬁ||g|)=d>(y%|f|+y@|g|)
< ycb(%|f|+':i'|g|)s|a|<1>(|f|)+|ﬁ|<b(|g|) 1)

olur. Ayrica, esitsizligin sag taraf1 integrallebilir oldugundan,

/ O(af + Bel)du < |a| / (1) du + 18] / (gl < +o0
X X

X
saglanir. Boylece a f + Bg € L£®(u) olur.
Yine, h € £®(u) ise f D(|h])du < +oo gegerlidir. Kabul geregi | f| < |h| ve ® fonksiyo-
X

nunun artanligi kullanilirsa,

/<b<| 1D du s/wndﬂ < oo

X X

elde edilir. O halde f € £®(u) bulunur.

(i) £®(u) vektor uzay: oldugunu gostermek icin her bir f € £®(u) icin 2f € £®(u)
oldugunu gostermek yeterlidir. Ciinkii o zaman, her n € Z icin nf € £®(u) ve boylece
(i)’den her @ > 0 icin af € L£®(u) olur. Buradan, i = 1,2 olmak iizere her f; € £®(u)

b ~
iciny = |a|+|b| >0ikenafi +bf, =y (gfl + —fz) € £%(u) olur. Bu nedenle, sadece
Y Y
f e L) icin 2f € £%(u) oldugunu gostermek yeterlidir. Eger ® € A, regiiler ise
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u(X) = +oco durumunda £ > 0 olmak iizere ®(2|f|) < k®(|f]|) olur. Boylece

/ O du < k / (| f)du < +oo

X X

oldugundan 2f € £®(u) bulunur. Ote yandan, u(X) < +co durumunda ise her x > xo > 0
icin ®(2x) < k®(x) olur. Simdi

_ f’ |f|§x0,
f‘_{o, /1> xo

ve f» = f — f1 olsun. Boylece,

O2f]) = P2IAD + P2l L2]) < ®2|fi]) + KD(| f2])

olur. O halde f € £®(u) ve u(X) < oo oldugu kullanilirsa,

/ O\ f|)du < / S Aidu+K / ® (1)) du < / ® (20) du + K / (| fl)du

X X X X X

= d(2xo)u(X) + K / O (| fal)du < D(2x0)u(X) + K / (1) du < +oo
X X

esitsizliginden 2f € £®(u) elde edilir. Bu ise istenendir.

Tersine, kabul edelim ki £®(u) vektor uzayi olsun. E € A pozitif 6lciiye sahip bir kiime
olsun. Kabul edelim ki, u atomsuz olsun ve ®, A, regiiler olmasin. Bu durumda, f € £®(u)
kosulunu saglayan bir f fonksiyonu kurup 2f ¢ £ (u) celiskisi elde edecegiz.

Eger 0 < @ < u(E) < oo ise p atomsuz oldugundan F C E olacak sekilde bir F € A
vardir 6yle ki u(F) = @ < oo olur. Boylece F kiimesi araciligiyla aranan f fonksiyonunu
kuracagiz. Ote yandan, ® ¢ A, oldugundan n € N icin x,, > n dizisi vardir 6yle ki ®(2x,,) >
n®(x,) saglanir.

Her n > ng icin

1
D(x,) > 1ve Z—2<a
n

n=ngp

1
olacak sekilde bir ny € Z alalim. Yine, u atomsuz oldugundan u(Fy) = 3, — < @ olacak
n>ny N

sekilde Fy € F kosulunu saglayan bir Fy € A vardir. Benzer sekilde, D; C Fp olacak
sekilde bir D € A bulabiliriz ve u(D;) = no~? elde edilir. Atomsuzlugun tanimindan
u(Fo \ Dy) > 0 saglamir. Bu islemi tekrar uygularsak, u(D3) = (ng + 1)~ olacak sekilde
D, C Fp \ D) kosulunu saglayan bir D, € A bulabiliriz. Bu metodu uygulayarak, n > 1
icin u(D,) = (ng +n — 1)7% olacak sekilde ayrik D, € A kiimeleri bulunabilir Simdi

Fy C Dy. Fy € A kiimeleri u(Fy) = A28

> ( ) olsun. Ayrica, f fonksiyonunu f = Z XnXp,
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olarak alalim. O halde f fonksiyonu 6l¢iilebilirdir ve

/®(f)dﬂ=/¢> ganFn

X X

- i‘f@(xn)‘;fg:)) =Y uD = Y <o

n=1 nzngp

dp= ) ® ()t (Fy)

n=1

oldugundan f € £®(u) olur. Ote yandan,

[oend=Y 0@uuE) > Y 10w
n=1

X nxngp
B u(Dy) _ _ 1 _ l_
= Z n®(x;) () Z nu(Dk) = Z n; = Z - = +00
n>ngp nxng n>ngp nxngp

oldugundan 2f ¢ £®(u) olur. Bu ise vektor uzayi olmasi ile gelisir. O halde, ® € A, kosulu
saglanir. O

Uyan 4.1.5. Teorem 4.1.4’te (i) kosulu geregi £® (1) uzay1 mutlak disbiikey ve kati uzaydir.
Diger bir ifadeyle f € £®(u) ise mutlak degeri 1 olan herhangi bir 4 fonksiyonu igin
hf € £2(u) saglanir.

O halde asagidaki sonucu verelim.

Sonuc 4.1.6. £®(u) skaler degerli fonksiyonlarin mutlak disbiikey ve kat1 bir simfidir ve
vektor uzay1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul pozitif sayilarla ¢carpiminin kapali olmasidir.

Uyan 4.1.7. Teorem 4.1.4’te (ii)’nin gerekliligi i¢in u Olciisiiniin pozitif dlcliye sahip bir
kiime tizerinde atomsuz olmasi kogulu 6nemlidir. Asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek4.1.8. X = {1,2,3,---}, A = P(X) ve u sayma dl¢iisii olsun. O halde ®(x) = e -1
fonksiyonu bir N fonksiyonudur. Ote yandan, ®’nin A, kosulunu saglamadigim gostermek
kolaydir.

L®(u) bir vektor uzaydir. Oncelikle, f € £®(u) oldugunu gosterelim. Yine, 4 sayma
oOl¢iisii oldugundan,

/ ®(f)du = i ®(f(n) = i (e‘f(")‘2 - 1) < +00
X n=1 n=1

oldugundan f € £®(u) bulunur. Ote yandan, f O (2f)du < +oo0 oldugu da benzer sekilde
X
gosterilir. Boylece £® (1) bir vektdr uzayidir. m]

Tanim 4.1.9. (X, A, p) bir olciilebilir uzay ve £®(u) Tanim 4.1.1°de verilen fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Bir @ > 0 i¢in a f € £®(u) kosulunu saglayan dlgiilebilir f : X — [—c0, +o0]
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fonksiyonlarimin uzay1 Orlicz uzay1 olarak adlandirilir ve £®(u) ile gosterilir. Boylece
agagidaki gibi ifade edilebilir.

L) =4 f: X = [—o0, +00] Slciilebilir : / ®(af)dy < +o0, Ja>0}.  (4.2)
X

Asagidaki 6nemli 6nermeyi verelim.

Onerme 4.1.10. £®(u) bir vektor uzayidir. Ustelik, her f € £®(u) i¢in bir @ > 0 sayist
vardir ve a f € Bg olur. Burada Bo,

Bo=3g€ L% : / D(g)du < 1 (4.3)
X

seklinde tanimlanan mutlak digbiikey ve kat1 bir kiimedir.

ispat. Kabul edelim ki fi, o € L£®(u) olsun. O halde, tammdan i = 1,2 i¢in o;f; €
L% (u) olacak sekilde e; > 0 vardir. Yine, @ = min {@, a»} denirse & > 0 olur. Ayrica, ®
fonksiyonunun artanligi ile digbiikeyligi kullanilirsa,

/cb(%(fmfz))dus% /d>(af1)dﬂ+/d>(afz)d#)<+°°

X X X

bulunur. Béylece 5 > 0 oldugu igin, (4.2) dolayisiyla fi + f> € L% (u) olur. Ozel olarak, her
f € L2(n) igin2f € LP(u) olur. Dolayistyla, tiimevarim metodu kullanilirsa her n € N igin
nf € L£P(u) olur. Béylece herhangi bir 8 € R icin 8f € £®(u) bulunur. O halde £% () bir
vektor uzayidir. Diger yandan £®(u) vektor uzayi oldugundan mutlak digbiikey ve kati bir
kiimedir. Ayrica, B¢ kiimesi de bu 6zellige sahiptir.

Son olarak (4.3) ifadesinin gerceklendigini gosterelim. Bir @ > 0 i¢in af € £®(u)
olacak sekilde bir f € L®(u) alalim. Keyfi bir a, \, 0 dizisi alalim ve her n € N icin
a, = min{a, a, } olsun. Boylece, @, \, 0ve ®(a, f) < ®(af) olur. Eger @ siirekli bir Young
fonksiyonu ise ®(a,, /) — 0 olur. Baskin Yakinsaklik Teoremi geregi f ®(a, f)du — 0olur,

X

Oyle ki bir nyp € N i¢in / D(ay, f)du < 1bulunur. Boylece, @y, f € Bg olur. Eger x > xp > 0
X

icin ®(x) = +oo ise her f € L£P(u) simrhdir ve dolayistyla yine istenen elde edilir.
Simdi Orlicz uzay: teorisi i¢in énemli rol oynayan, klasik L'(u) ve L®(u) Lebesgue
uzaylarina iligkin iki 6zellik verilecektir.

Onerme 4.1.11. (a) (X, A, u) bir sonlu 6l¢ii uzayi olsun. O halde,
(i) £L'(w) =U{L®() : ® tiim N fonksiyonlar1},

) L=(w) =N {.E(D(/,l) : @ tim N fonksiyonlan}.
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(b) (X, A, u) herhangi bir 6l¢ii uzayi ve (®, ¥) tamlayan N fonksiyon ¢ifti olsun. O halde,
L) = LP(u) L¥ () olur. Burada, L®(w) L¥ () = {fg : f € L(w), ¢ € L¥ ()}
seklindedir.

ispat. (a) (1) Sonug 3.1.3’te verilmisti.
(ii) Keyfi bir f € L£%(u) alalim. u(Xp) = 0 olmak iizere her w € X \ Xj i¢in, | f(w)| <
k < oo saglanir Oyle ki herhangi N fonksiyonu @ icin

/ ®(f)du < / ®(k)du = DKYu(X) < +o0

X X

olur. Boylece
L2(w) <N {fq)(u) : @ tim N fonksiyonlan}

bulunur. Simdi, bu kapsamanin kesin oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her N fonksiyonu
® icin f € £®(u) olmasina karsin esasen smirli olmayan bir f fonksiyonu bulunabilir. Bu
kabul altinda f ¢ £%0(u) olacak sekilde bir N fonksiyonu @ oldugunu gosterelim.

Keyfi bir k € N i¢in X} = {w : ng < |f(w)| < ng41} olmak tizere u(Xg) = pu(Xgq1) > 0
olacak sekilde, tam sayilarin artan bir (n;) dizisi alinsin. Burada, f esasen sinirli olmadigindan
bu secimleri yapmak miimkiindiir. Ayrica, X; € A kiimeleri ayrik oldugundan k§ 1(Xp) <

=1

u(X) < oo bulunur. Dolayisiyla & — +oo icin u(X;) — 0 olur. Simdi

2t ny
nl/’(an), 0St< 2>
wo(t) =
1 Nk Ni+1 >
a2 St< k=l

tanimlayalim. Bu durumda, ¢ artan, ¢((0) = 0 ve t — +o0 igin ¢y(t) — +co olur. Boylece
x|

Dy(x) = / o (t)dt seklinde tanimlanan bir N fonksiyonudur. Diger yandan,
0

[ @t ) JEXGE S @y(nu(x)
k=1

% k=ly

elde edilir. Yani f ¢ £®0(u) olur ki bu ise istenendir.

(b) Kabul edelim ki (X, A, u) herhangi 6l¢ii uzay1 ve (®, ¥) tamlayan N fonksiyon cifti
olsun. Bir 0 < h € £!(u) alalim. Burada |h| = hsgn(h) oldugundan, genelligi kaybetmek-
sizin & > 0 kabul edilebilir. Boylece, A} = {w : 0 < h(w) < o} ve Ay = {w : h(w) = 0}
olmak iizere
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O '(h(w), weA,

f(w) =40, w € Ay,
+00, weX\ (A UAy)
ve
%, w € Ay,
g(w) =10, w € Ay,
+00, weX\(AUAy)

tammlayalim. Buradan, & = fg olur. Diger yandan, & integrallenebilir oldugundan u(X \
(A1 U Aj)) = 0dir. O halde,

[ ethau= [ ordu= [ hdu<se0

X Ay X

ve Onerme 3.3.5 (ii) ile ® fonksiyonunun kesin artanlig1 kullanilarak

X/ly(g)dyzflp(q)#(h))dus/l}'(w—l(h))dﬂzxfhdy<+oo

A] A]

elde edilir. Yani, f € £®(u), g € £¥(u) olur. Boylece, £L'(1) € L (u) LY (1) elde edilir.
Diger taraftan, bir f € £®(u) ve g € £¥ (1) alindiginda, Young esitsizliginden

/ Fegldu < / (| ) du + / W (gl < +oo
X

X X

bulunur. Boylece, £!(u) = £2(u) LY (1) esitligi elde edilir.

Uyar1 4.1.12. Eger 1 < p < oo igin ®(x) = |x| alinirsa, klasik Lebesgue uzayi teorisi i¢in
Onerme 4.1.11°deki (a) sikkina benzer bir sonug gegerli degildir.

L®(u) Orlicz uzaylarin motivasyonu, £P(u) Lebesgue uzaylarinin bir genellemesi
olmasina karsin, bu uzaylar arasinda ileride belirtecegimiz bazi 6nemli farklar s6z konusudur.
Benzerlik ise 1 < p < oo icin @ (x) = |x|? almrsa £®(u) = LP () olur. Yine ®g(—x) =
@ (x) olmak iizere

{0, 0<x<l,
Dy (x) =
+oo, x>1
olarak almirsa £%(u) = £ () bulunur. Yani, @ bir Young fonksiyonu olmak iizere £ ()
Orlicz uzaylar ailesi, 1 < p < oo i¢cin L? (u) Lebesgue uzaylarii kapsar.

Ornek 4.1.13. X = {1,2,3,- -}, A = P(X) ve u ise sayma Ol¢iisii olsun. Bu durumda,
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Orlicz dizi uzay1

= {(a,,)nEN : ). O(alag)) < +o0, Far > o}

neN

seklinde tanimlanir.

4.2 ORLICZ UZAYLARININ TEMEL YAPISI
Tamm 4.2.1. Her f € £®(p) icin I,(£®(w) = I} == {k 2 0: kf € £®(u)} ve ks =
sup{I(J;} € [0, +o0) olsun. Yine, k € I£ icinly : k — f @O (k f)du olarak tanimlanacaktir.

X

Burada [, £ kiimesi ve [y fonksiyoneli, £? Lebesgue uzaylarinda verilmeyen ancak Orlicz
uzaylari icin yeni ve ilging yorumlar saglayacaktir.

0% feLPpu)ve I£, Iy Tamm 4.2.1°de verilen fonksiyonlar olsun. Asagidaki 6nermeyi
verebiliriz.

Onerme 4.2.2. 0 # f € £®(u) olmak iizere [ f Ié; — [0, +o0] fonksiyonu artan ve [0, k r)
aralifinda siirekli bir fonksiyondur. Ayrica, klinkl (k) < oo olur. Diger taraftan, bir u pozitif
—ky

oOl¢iisii bir E € A kiimesinde atomsuz ve keyfi 0 < @, f < oo sayilar1 verilsin. Bu durumda
bir ® Young fonksiyonu ve ky = a, Iy (ky) = § kosulunu saglayan bir f € L% () bulunur.
Bundan baska, kg = a ve [4(kg) = +00 kosulunu saglayan bir g € £ () bulunur.

ispat. @ vel r fonksiyonlarinin tanimindan f € L% (u) olmak iizere
1) = [ @) (4.4
X
olur. Buradan, ® artan bir fonksiyon oldugundan 0 < k; < k» < k¢ igin
1k = [ oafiau s [ @tkasdu=17(k)
X X
olur. Boylece, [0, k r) iizerinde / fonksiyonu artan bir fonksiyondur.

Eger lim k, = ko € [0, ky) ise ko < ks icin monoton yakinsaklik teoreminden

ly(kn) / Ly (ko) (4.5)

olur.
Eger ko = kg ise I (kn) = [ @ (ko f)du < [ @(kof)du = 17(ko) oldugundan
X X

lim sup lf(kn) < lf(k()) (4.6)

n—oo

bulunur. Diger taraftan ® pozitif fonksiyon oldugundan ®(k,f) > O olur. Yine, (4.5)
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geregince hemen hemen her yerde lim ®(k,f) = ®(kof) gecerlidir. Ayrica, Fatou Lem-

masindan

liminf 1, (k,) > / lim inf & (k,, f)dju = / ® (ko f)du = 17 (ko) 4.7)
X X

elde edilir. Yine, (4.6) ifadesinden,

hmlnflf(k ) <limsuply(k,) < I7(ko)
n—o00
oldugundan lim [r(k,) = Ily(ko) gegerlidir. Bdylece, [ fonksiyoneli siireklidir. Ayrica,
n—oo
pozitif olgiiye sahip bir kiime iizerinde f # 0 iken, ® kesin artan ve siirekli ise / s fonksiyoneli
de kesin artan ve siirekli olur.

Son olarak, u dl¢iisii pozitif ve bir E € A iizerinde, atomsuz ve keyfi 0 < @, 8 < oo olarak
verilsin. Young fonksiyonu ®(x) = ¢!*! — 1 alalim. Ayrica, ® € A, oldugu agiktir. Kabul
geregi, bir E € A kiimesi vardir ki u(E) > 0 olur ve u 6l¢iisii atomsuz oldugundan Gyle bir
F C E vardir ki, 0 < u(F) < oo olur. Ayrica, 6l¢ii kurami kullanilirsa,

LO(F, A, p) = L2(1,8,2)

olur. Burada I = [0, u(F))’dir. A, o cebirinin F kiimesine kisitlanig1 ve (I, B, 1) Lebesgue
araligidir. Boylece, (X, A, u) ol¢ii uzay1, J = [0, u(F)) ve (J, B, ) olmak iizere £ (u)
yerine £® () alalm. Buradan, J kiimesinden her n € N icin

0<x1<xp< -+ <xp<-+-

kosulunu saglayan bir (x,,) dizi se¢elim Oyle ki x,—; — x, olsun. O halde,

_ B
T n(n+l)(2nt1-1)
_ 1 - n+1
f== Z(logZ X () (4.8)
s

olarak tanimlayalim. Buradan,

Xn+l

(4.9) / ®(af)dl = / ("™ _ ha

J

3 n+l _ B _
Z::l @ n(n+1)(2"+1—1) =F



100 | ORLICZ UZAYLARININ TEORISI VE UYGULAMALARI

olur. Diger taraftan her 0 < € < 1 i¢in, benzer sekilde,

1
n(n+1)(2n+1 - 1)

/ O((1+e&)af)dr= BZ ((2(1+8)(n+1) _1)
J n=1
28(n+1)
ﬁz (n(n+ 1)) +oo
olur. Burada, @ = ks ve 8 = ly(ky)’dir. O halde, (4.8) ifadesinde f = g ve her n > 1 igin

Xp4l —Xp = m ve ®(x) = el*l — 1 olmak iizere,

0o Xntl

/CD(ag)dﬂ:Z/ (EIHZ’”‘_ ) =i

N n=1 Xn n=1

olur. Fakat 0 < £ < 1 i¢in

B a (2(1—8)(n+l) _ 1)
/ ®((1 -¢&)ag)dd = Z (W
N4 n=1
©0 2- (n+l)e
< Z ( ) < 400
n=1
olur. Boylece, kg = a ve I (kg) = +oo olur. ]

Simdi £® (u) fonksiyon uzayinin iizerinde bir norm tanimlayacagiz. Bu normun taniminda
Onerme 4.1.10°da tanimladigimiz B kiimesini kullanacagiz. £® (u) iizerinde asagidaki gibi
bir fonksiyon tanimlayalim.

)du < 1}. (4.10)

»I\

I/llo = inf {k >0 ¢ € Bo} =int (k> 0: [ o

X

Asagida || - || fonksiyonunun bazi 6nemli 6zelliklerini verecegiz. Burada vurgulamak gerekir
ki, Lebesgue uzaylarinda oldugu gibi birbirine denk fonksiyonlar1 6zdes sayarak asagidaki
teoremi elde ederiz. Bunu ileride verecegiz.

Teorem 4.2.3. (L%, || - |lo) bir normlu uzaydir. Ustelik, || f||¢ < 1 olmasi icin gerek ve yeter

kosul [ ®(f)du < 1 olmasidir.
X

ispat. Ilk olarak || - || fonksiyonunun £®(u) iizerinde bir norm oldugunu gosterecegiz.
(i) Her f € L£®(u) igin

I fllo = inf {k >0 /Q(g)dy <1}>0

X

olur. Boylece, || f||le > O olur.
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(i) Her f € L£®(u) igin || f|le = 0 olmast icin gerek ve yeter kosulun hemen hemen her
yerde f = 0 oldugunu gosterelim.

Eger hemen hemen her yerde f = 0 ise || f|lo = O oldugunu gostermek kolaydir. Kabul
edelim ki, bir dl¢iilebilir kiime tizerinde |f| > O olsun. Bu durumda, bir 6 > 0 say1s1 vardir
Oyle k1 A={x: |f(x)| > &} kiimesi i¢in (A) > 0 olur. Ote yandan, (4.10) geregi her k > 0
icin * k € Bg olur 6yle ki, her n € N icin nf € Bg olur. Buradan, her n € N icin

@(né),u(A)z/@(né)dﬂS/CID(nf)d,uS/CD(nf)d,uSl

A A X

olur. Yine, u(A) > 0 ve lim ®(nd) = +oo oldugundan p(A) = 0 olmast miimkiin degildir. O
n—oo
halde istenen elde edilir.
(iii) Her f € £®(u) ve a # 0 skaleri icin

||af||q):inf{k>0:/ (f)d,u<1} |a|1nf{%>0 /@ 1}
X X

=|a/|inf{,8>0:X/<I>(£)d/1S 1}=|a|||fllq>

elde edilir.
(iv) Her f,g € L£L®(u) icin || f + gllo < || fllo + llglle oldugunu gosterelim. Kabul edelim
ki, u = ||f|le ve v = ||glle pozitif reel sayilar olsun. Yine, ® fonksiyonunun digbiikeyligi

kullanilirsa,
f+g u f v g
(D d = (I) —_— —= d
/ (u+v)'u (u+vu u+vv)ﬂ
X X
< /(1)( / § )du < + =1
u+v v u+v u+v
X X

olur. Boylece, || - ||¢ fonksiyonunun tanimindan, ||f + gllo¢ < u + v elde edilir. Bu ise,

If+gllo < Ifllo + llgllo olmasidir.

Ayrica, Onerme 4.1.10°dan £®(u)’niin bir vektor uzayr oldugunu biliyoruz. Boylece,
|| - |lo fonksiyonu £® () iizerinde bir normdur.

Son olarak ||f|l¢ < 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun f O(f)du < 1 oldugunu

X
gosterelim. Kabul edelim ki || f|lo = inf {k > 0: [ ®(L£)du < 1} < 1 olsun. O halde,
X

Jowans [o (HA )d“‘
X X ®

olur. Boylece, / O(f)du < 1'dir.

Tersine, kabul edelim ki ftl)(f)d,u < 1 olsun. || - ||e tamimindan |||l < 1 olur. Eger
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| flle > 1 olsayds, /CD(”f%)d,u < 1 olur fakat f@(f)d,u = +oo olur ki bu ise kabul ile
X X

gelisir. O halde, [ ®(f)du < lise, || fllo < 1 olur. O
X

Uyar1 4.2.4. £%(u) iizerinde tamimlanan || - || normu, Orlicz uzaymin gauge normu ya da
yaygin kullanimi ile Luxemburg normu olarak adlandirilir. Cogunlukla N (-) ile gosterilir.

Onerme4.2.5. £®(u) uzaymdabir ( f,,) dizisi, hemen hemen her yerde lim f, = f € £®(u)

olsun. O halde, ®(x) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x = 0 olmasidir. Bu durumda,
I llo < liminf ||, o

olur. Yani, Luxemburg normu £® (u) iizerinde alt yar1 siireklidir.

Ispat. Kabul edelim ki f # 0 olsun. O halde, || f|lo > O olur. Bdylece, yeteri kadar biiyiik
n dogal sayisi igin || f,|le > O dir. Eger kg = linli£f||fn||q, = +oo alinirsa, ||f|le < +o0
olur. Dolayisiyla, 0 < ko < oo olarak kabul e(ilebiliriz. Fakat kg = 0 ise (f,) dizisinin
llgg | fu; llo = O olacak sekilde bir (f,,) alt dizisi vardir. Boylece, @’ nin digbiikey olmas1 da

kullanilirsa, i > ig icin || fy, |lo < 1 ve

! /®(|fni|)dusx/cb( Jo )du < 1

”fn[-”(D ”fn,-”tb

X

olur. Buradan, i — +oo0 icin

0< / O, Nt < [l llo — 0 @11
X

bulunur. Diger taraftan hemen hemen her yerde lim |f,,| = | f| oldugundan ve |x| > 0 i¢in
1—00

@(x) > 0 oldugu icin Fatou lemmasindan

0< [ @(shau= [ tim @(Ls, D < timint [ (15, e =0

X X X

olur. Bu ise bir ¢eligkidir, dolayisiyla 0 < ko < oo olur.

Son olarak, keyfi 0 < kg < ¢ < oo olsun. O halde, bir i i¢in kg < k; < t olmak iizere

/@(%)d,u =/ili_)r£10d)(%)d/.t < 1iirgg1f/q>(%)dy < liirgglf/d)(%)dy <1

b b b X
(4.12)
olur. Fakat, (4.12) ve infimum 6zelligi (4.10) dan, || f||e < tdir. Yine, k¢ <  keyfi oldugundan
Iflle < ko = liirgglf |l fullo olur. Aksi halde, || f|le > # celiskisi elde edilir. Boylece, || - ||lo

fonksiyonu alt yar siireklidir. O
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4.3 ORLICZ VE LUXEMBURG NORMLARI ARASINDAKI iLiSKi

Orlicz uzay: lizerinde bir diger norm olan Orlicz normu verilecektir. Bunun i¢in Oncelikle
Orlicz uzaylari icin Holder esitsizliginden baslayalim. Burada, (®, ¥) normallestirilmis Young
fonksiyon ¢ifti olsun. Bu durumda, ®(1) + ¥(1) = 1 olur. Yine, £®(u) ve £¥(u) Orlicz
uzaylarinin normlarint sirasiyla || - || ve || - ||y ile gosterelim.

Onerme 4.3.1. (®,¥) normallestirilmis Young fonksiyon ¢ifti olsun. Eger f € £®(u) ve
g€ L¥(w) ise,
[ 176lds < slollele @13
X

olur.

ispat. Eger ||f]lo = O veya ||g|ly = O ise hemen hemen her yerde f = 0 veya g = 0 olur.
Boylece, (4.13) igin esitlik durumu saglanir. O halde, || f|le > O ve ||g|ly > O olsun. Young
esitsizliginden w € X ig¢in,

|f8l(w) L/ gl
I fllollgllw : (D(||f||¢)(‘”) +T(|lg||w)(‘”) (4.14)

olur. Boylece, (@, ¥) normallestirilmis Young fonksiyon ¢ifti oldugundan, (4.14) esitsizligi
kullanilirsa,

/ (L) du < ®(1)+¥(1) =1 (4.15)
J Il fllollglle

elde edilir. O

Uyan 4.3.2. Eger (®,¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti, normallestirilmis degil ise bu
durumda,

/ el < 20 fllollgle 4.16)
X

bulunur.

Tamm 4.3.3. (X, A, ) olgiilebilir bir uzay olsun. Bir f : X — R 0lgiilebilir bir fonksiyon
ve (@, W) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti verilsin. Bu durumda, £ (u) Orlicz uzay iizerinde

17115 = sup { / Feldu - / W(lghdu < 1} @.17)
X

X

seklinde tanimlanan || - ||g, fonksiyonu bir normdur. Bu norm, Orlicz normu olarak adlandirilir.

Simdi, || - || ile || - |lo¢ normlarimin denk oldugunu gosterelim. Bunun igin, asagidaki
Onermeyi ispatsiz verelim.

Onerme 4.3.4. Eger bir f € £L®(u) igin lfllg # Oise,

/@(Lo)dy <1 (4.18)
J I flg
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olur.

Onerme 4.3.5. @ bir Young fonksiyonu olmak iizere, her f € £®(u) i¢in

Iflle < 11fllp < 20 flle (4.19)
gecerlidir. Ayrica, (®, ¥) normallestirilmis Young fonksiyon ¢ifti ise, her f € £®(u) icin
QDI fllo < 1fllp < 2l fllo (4.20)

olur. Ustelik, her iki durum icin || - || ve || - |lg artan fonksiyonlardir.

Ispat. istenen (4.19) esitsizligi, Young esitsizligi ve (4.18) kullanilarak kolayca elde edilir.

Simdi, kabul edelim ki (®, ¥) normallestirilmis Young fonksiyon cifti olsun. Eger a =
@(1) alinirsa, 0 < @ = ®(1) < ®(1) + ¥(1) = 1 olur. Boylece, (4.18) esitsizligi ve ® Young
fonksiyonunun digbiikeyligi kullanilirsa,

/CID( afo)d,uSa//cI)( fo)d,ugagl
J 17115 g Al

QDI fllo < 1flle (4.21)

elde edilir. Esitsizligin sag tarafi i¢in, Young esitsizligi kullanilirsa, Luxemburg normu tanimi

bulunur. Buradan,

geregi

_ L pin
X/ Ifgldu—llfllcpx il < ||f||<1>( X/ () du+ X/ ‘P(Igl)du)

< Iflleo(@(1) +1) < 2] fllo

bulunur. Eger f ¥(|g|)du < 1 kosulunu saglayan her g € £¥ (u) icin supremum alinirsa,
X

Iflle <20 fllo (4.22)

olur. Boylece, (4.21) ve (4.22) esitsizliklerinden istenen elde edilir. m]

Uyar1 4.3.6. (4.17) ve (4.20) esitsizliklerinin bir sonucu olarak, (4.16) ile verilen Holder
esitsizligi asagidaki sekilde verilir.

Her f € L®(u) ve g € LY (u) icin,

/ Fgldu = llglhe / AIE N < Neloll £ 4.23)
X X
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olur. Eger @ ile ¥ fonksiyonlar1 yer degistirilirse,

/Ifgldu < min {[I flleliglg, Nglwllflg} (4.24)
X

elde edilir. Eger (®,¥) normallestirilmis Young fonksiyon cifti ise, (4.24) ifadesi (4.13)
esitsizligine doniisiir, yani

/ Feldu < 1715 gl
X

olur.

Uyar14.3.7. Eger (®, ¥) normallestirilmis Young fonksiyon ¢ifti ise, (4.17) esitligi ile verilen
Orlicz normu

1115 = sup{l / Fodu| - lglle < 1}
X
seklinde ifade edilir.

Simdi, Onerme 2.2.9°da oldugu gibi, ® nin disbiikeyligine gerek duymadan asagidaki
sonug elde edilir.

Lemma 4.3.8. Her bir i = 1,2, 3 i¢in, ®@; : [0,+00) — [0, +00] artan ve sag siirekli Young
fonksiyonlart, her x > 0 icin
o7 ()@ (x) < @ () (4.25)

esitsizligini saglasin. Bu durumda, her x > 0 ve y > 0 i¢in

D3(xy) < Dy(x) + Da(y) (4.26)

olur.
Burada, her i = 1,2,3 i¢gin ®; ! (x) = inf{y : ®;(y) > x} ve inf(0) = +co seklindedir.

ispat. Oncellikle, ters fonksiyon tanimidan, her bir i i¢in
(@7 (x)) < x < @' (P;(x)) (4.27)

olur. Simdi, keyfi x, y € [0, +o0) elemanlarini sabitleyelim ve ®@; (x) < ®,(y) oldugunu kabul
edelim. O halde, (4.27) esitsizligi kullanilirsa

xy < @71 (@1(x) D5 (D2(y) < @7 (D2(y) D5 (D2(y)) < B3 (D2(y))

bulunur. Boylece,
P3(xy) < @3(P5 (P2())) < P2(y)

olur. Eger @, (y) < ®;(x) olsaydi, ®3(xy) < @ (x) elde edilirdi. Buradan,

D3 (xy) < maks{®D;(x), P>(y)} < P1(x) + D2(y)
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olur. Boylece, istenen elde edilir. Bu ise Young esitsizligini genellestirir. O
Asagidaki teorem Holder esitsizligini genellestirir.

Teorem 4.3.9. Her biri = 1,2, 3 i¢in, ®; : [0, +00) — [0, +00] Young fonksiyonlar
o7 ()@ (x) < @3 (x), x20 (4.28)
kosulunu saglasin. Eger fi € L' (), f> € L2 (u) ise fi o € LP(u) ve

Ifi22llos < 20 fille, Il 2]l0, (4.29)

gecerlidir.

ispat. Kolaylik icin i = 1,2 igin || fillo, = 1 alalim. O halde ®; fonksiyonlarinin digbiikey
olmasi ve (4.26) kullanilirsa

[o ('flfz') < 2/‘1)3(|f1||f2|)d/1<%L/‘I’l(|f1|)d#+/‘b2(|f2|)d#] <3+D=1
X X

olur. Buradan || fi f2|le, < 2 olup (4.29) elde edilir. O

Uyar14.3.10. Teorem 4.3.9’te %+$ ,p q,r > 1 olmakiizere @ (x) = =—, Dy (x) = IXI

ve ®3(x) = @ alinirsa agsagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.3.11. Eger f; € LP(u), f» € L9(u) ise fif» € L™ (u) ve

1A f2llr < 20 A0 11 f2llg (4.30)

saglanir.

Uyar14.3.12. Eger 0l¢ii uzayinda grup yapisi varsa, Teorem 4.3.9’te verilen sonug f; f> yerine
Ji1 * f> girisim carpimi ile verilir. Asagidaki teorem bununla ilgilidir.

Teorem 4.3.13. Her biri = 1,2, 3 i¢in, ®; : [0, +00) — [0, +o0] Young fonksiyonlari
o' ()@ (x) < x®3'(x), x>0 4.31)

kogulunu saglasin. G bir yerel kompakt unimodular grup, A Borel o cebiri, p Haar 6l¢iisii ol-
mak iizere (G, A, u) 6lcii uzay1 olsun. Bu durumda i = 1,2, 3 olmak iizere, f; € £ (u) icin
fi# fo € LP(u) olur ve

ILf1 =+ Lolloy < 2M1 fillo, | f2]lo, (4.32)

saglanir.

ispat. Onceki ispatta yapildig1 gibi x > 0,y > 0 i¢in @;(x) < ®,(y) ya da ®,(y) < @ (x)
gecerlidir. Kabul edelim ki ®(x) < ®,(y) olsun. Buradan x < ®; 1(®;(x)) olur. Boylece
(4.31) geregince

x®5 (@1 (x)) < @7H(D(x))D5 (@1 (x) < Dy (x)D;' (Dy(x))
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elde edilir. Esitsizligin her iki yam @5 L(®, (x)) ile boliiniirse ve fonk51yonunun artan

o7 (
oldugu kullanilirsa x > 0 igin

< q)z_(lb(lT%q);l(q),(x)) (4.33)
ve
D (x) < D, (y) < D, (y) (4.34)
o1 (@1(x)) ~ @31 (D2(y)) y
elde edilir. (4.33) ve (4.34) ifadeleri kullanilirsa
xy < @2(y) 3 (@1(x)) (4.35)

bulunur.
Benzer sekilde, eger @ (x) > Dy(y) ise, D, (y) ve @ (x) fonksiyonlarinin rolleri degisti-
rilerek
xy £ &1 (003 (®2(y)) (4.36)

elde edilir. Bu durumda xy ifadesi (4.35) ve (4.36) ifadelerinin maksimumu ile sinirlidir ve
xy < @1 ()03 (D2(y) + P2(») D5 (P (x)) (4.37)

elde edilir.
(4.32) esitsizligini elde etmek igin kolaylik acisindan i = 1,2 i¢in || f;||o, = 1 almabilir.
Oncelikle girisim isleminin f(x) = (fi * f)(x) = f fi(t) fo(t"'x)dt oldugu goz Oniine
G

alinirsa,
[eGhan< [ 3 / AW 1d0) ()
G G

< [ @3 [ @A @a6 0D

G G

v/ <1>2(|f2(f]x)|)<1>3_1(<I>1(|f1(f)|))dﬂ(l)]dﬂ(x)

G

<

/ @a( / d>1(|f1(r)|><1>;1(d>2<|fz(r-1x)|>>du<r>)dy(x>+

G

| —

+

N —

G
/ q>3( / q’z(lfz(t_lx)D‘Dg_l(‘Dl(|f1(l)|))du(l))d#(x)
G

G
1
- Ln+n) (438)

olur. Simdi j = 1,2 i¢in I; < 1 oldugunu gosterelim. Simetriden dolay1 [y i¢in gostermek
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yeterlidir. @ = f @ (| f1(2)])du(t) olsun. Yine, 0 < @ < 1 igin
G

I = / c1>3( / q)l(lfl(l)l)fbg_l(‘I>2(|f2(l_1x)|))d#(l))dﬂ(x)

G G

<a / d>3( / @;1(d>2<|fz(r-1x)|>>dv<r))du(x>

G G

olur. Burada v(A) = % f @ (| f1])du(t) olasilik Sl¢iistidiir. O halde
A

L<a / CD3( / @;1(c1>2<|fz(z—1x>|>>dv(z>)du(x>

G G

30‘/ (/‘1>3(®3_1(d)z(lfz(t_lx)|)))dV(t))du(x) SQG/G/q>2(|f2(,—1x)|)dv(t)dﬂ(x)

G G
=a ( <I>2(|f2(t_1x)|)d,u(x))dv(t) <a | ldv()=a <1
I /

olur.
Benzer sekilde I; < 1 dir. Boylece (4.38) dolayisiyla f (O] (%) dy < 1 bulunur. Buradan
G

I flo; < 2 olup (4.32) elde edilir. O
Teorem 4.3.14. (L®(u), | - ||lo) normlu uzay1 bir Banach uzayidir.

Ispat. £®(u) uzayinda bir (f,)nen Cauchy dizisi alalim. Buna gore, lim || f, — fllo =
0 kosulunu saglayan bir f € £®(u) bulmak istiyoruz. Ote yandan, ® Young fonksiyonu

oldugundan iki durum s6z konusudur.

Oncelikle, xg = sup{x € [0,+c0) : ®(x) = 0} olsun. O halde 0 < xg < co oldugundan
@’nin tanimi geredi K = {x € [0,+c0) : ®(x) = 0} kiimesinin kapanisi kompakttir. Yine,
. }3200 | fu = fmllo = O kabuliinden, k,,, > O vardir dyle ki k,,}, < || f — fnllo ve

/ Okl i — )t < 1 439)

X

saglanir. Ote yandan, A,,.,, = {w : kpnlfu = fml(W) > xo} € A kiimesi u i¢in o sonludur.
Gergekten, eger By = By = {w : kpnl|fu — fml(w) > xo + k~'} olarak tamimlanirsa,

Apn = U By olur. Boylece, her k > 0 igin
k=1

1
H(Bi) < B+ k1) / @ (knlfn = fml)dp <1
By
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oldugundan u(By) < co olur. Boylece her bir A,,,, o sonludur. Ayrica, A = |J Aum
n,m=1
oldugundan A kiimesi de o sonludur. X \ A kiimesinde k| f — fin|(W) < xo oldugundan

w e X\ A igin ligoo | frn(w) = fin(w)| = 0 yakinsamasi diizgiindiir. Boylece, Ol¢iilebilir bir
goeX\A fonk:ir;onu ILH; Ja(w) =go(w) vew € X\ Aicin |go| < x¢ olacak sekilde vardur.

Bir an i¢in A = X glarak alalim. O halde (f,,)nen, £® (1) uzayinda bir Cauchy dizisidir
ve her bir B € A ve u(B) < oo oldugundan,

u(Bp N Al fu = finl 2 &}) = (B NAP(kpnl fr = fml) = ®(kimne)})

1 -1
= W/q)(kmnlfn — fml)du < (®(kpne))
B

olur. Bu ise k;;;, — o0 ve & > 0 sabit oldugundan (fy),en dizisinin bu sekildeki her

bir B iizerinde yu olgiisiine gore Cauchy dizisi oldugunu gosterir. Ote yandan, o sonluluk

kullanilirsa ( f,),en dizisi 6l¢iisel Cauchy dizisi oldugundan 6l¢ii i¢inde lim f, = f olur. O
n—o0

halde (f,)nen dizisinin bir (f;,;);en alt dizisi vardir ki, hemen hemen her yerde lim f,, = f
1—00
olur. Buradan, f = fy AT 80Xx\a olsun. Boylece, hemen hemen her yerde lim f,,, = f olur.

Ote yandan, ( fy,)nen dizisi || - || normuna gore bir Cauchy dizisi oldugundan, lim || f,|le = p
n—oo

ve lim || f;,; ]l = p olur. O halde Fatou lemmasindan,
1—00

/QNMMQ@M/@(M)ng

p i—eo I fn: llo
X

olur. Boylece f € £®(u) elde edilir. Son olarak lim || f,— f|le = 0 oldugunu gosterelim. Eger
n—00
m sabitlenirse ve k > 0 alinirsa hemen hemen her yerde lim @ (| f, — fu;1k) = @(|f = fu, k)
1—00

olur. Boylece, eger ng > 1 say1si, n;, nj > ng olarak segilirse &, = k olur ve

/ O fo — fo, KVt < / O f — fo k)bt < 1 (4.40)

X X

elde edilir. Boylece, n; — oo alinirsa, Fatou lemmasindan || f = fu; llo < % bulunur. O halde
k > 0 keyfi oldugundan lim ||f,; — fllo = 0 olur. Eger lim || f,; — f’|lo = O olacak sekilde
Jj—oo Jj—oo
baska bir alt dizi secilirse hemen hemen her yerde f = f” olur. Boylece lim ||f,, — fllo =0
n—oo

elde edilir. Buise (L®(u), ||-|lo) uzayindaki her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gosterir.

O halde (£®(u), | - ||lo) bir Banach uzayidr. |
Uyan 4.3.15. Benzer sonug || - ||, Orlicz normu igin de gegerlidir. Ancak bu durumda u
olgiisiiniin atomsuz oldugu kabul edilmelidir. Aksi halde || - ||g, bir yar1 normdur.

Asagidaki onermeyi ispatsiz verelim.

Onerme 4.3.16. y atomsuz bir 6l¢ii olmak iizere (L®(u), || - llg) normlu uzay: bir Banach
uzayidir.
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Uyan 4.3.17. Teorem 4.2.3 (ii) sikki nedeniyle || - ||¢ fonksiyonu £®(u) iizerinde bir norm
degildir. Bu nedenle £®(u) uzayi iizerinde bir "~ denklik bagintis1 f,g € £®(u) olmak
lizere,

f ~ g © hemen hemen her x € X igin f(x) = g(x)

seklinde tammlansin ve f € £®(u) icin denklik sinif1 [ f] ile gosterilsin. Boylece, L® (i) =
L2 1)/~ olarak tanimlanir. Burada, g € [ f] olmasi i¢in gerek ve yeter kosul hemen hemen her
x € X i¢in g(x) = f(x)'dir ve ||gllo = || fllo olur. Boylece, [f] € L®(w) iin [I[f1llo = Ifllo
ile tanimlanir. Boyle tanimlanan L% (u) uzay1 Orlicz uzay: olarak adlandirilir. Bu nedenle
Teorem 4.2.3 geregi, || - || fonksiyonu L®(u) uzayinda bir normdur ve yaygin kullanimi ile
Luxemburg normu olarak adlandirilir.

Uyari 4.3.18. Bir ® Young fonksiyonu A, kosulunu saglarsa, asagida ispatsiz verecegimiz
onemli teoremi elde ederiz.

Teorem 4.3.19. @ bir Young fonksiyonu ve L®(u) Orlicz uzayi olsun. Eger ®, A, kosulunu
saglarsa basit fonksiyonlar L® () uzayinda yogundur.
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5. ISTANBUL UNIVERSITESI EKIiBININ
CALISMALARI

Bu béliim, bu kitabin yazarlarinin Orlicz uzaylari lizerine yapmis oldugu bilimsel ¢alismalara
ayrilmigtir. Bu ¢alismalarin 6nemli kismi Orlicz uzaylarinin soyut harmonik analizi, zaman-
frekans analizi ve geometrisi iizerinedir. Ozellikle agirlikli Orlicz uzaylar ilk kez literatiire
kazandirilmig, yeni ve aktif bir calisma alanmi tanitilmistir. Agirlikli Orlicz uzaylan klasik
(agirlikli) Lebesgue uzaylarinin genellestirilmesidir. Yerel kompakt bir G grubu iizerinde
tanimli L' (G) uzayimn ve agirhkl L} (G) uzaymin girisim islemine gore Banach cebir
yapisi ve bu cebir yapisindan gelen temel dzellikler literatiirde mevcut iken agirlikli L (G)
Orlicz uzayinin girisim islemine gore Banach cebir yapisi bilinmemekteydi. 2013 yilinda
Istanbul Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Doktora tezi [28] ile A. Osangliol ve S. Oztop
tarafindan 2015 yilinda yapilan uluslararasi yayinla agirlikli Orlicz cebirleri tanitilmigtir [30].
Bu calisma temel alinarak Orlicz uzaylarinin yapisi genisletilmig, girisim ¢arpimi disinda
biikiilmiig (twisted) carpima gore Banach cebir ve operator cebir yapilari kapsayici sekilde
incelenmistir. Bu calismalarda grup yapisi ile Orlicz cebirleri arasinda iligkiler kurulmus ve
Banach cebirinin homolojik ve es homolojik 6zellikleri incelenmistir [33, 34, 35, 36]. Yine,
agirlikli Orlicz uzaylarinin Banach modiil yapisi kullanilarak ¢arpanlari, degismez alt kiimeleri
ve homolojik 6zellikleri literatiire kazandirilmigtir [48, 49, 50]. Orlicz uzaylar yerel kompakt
grup diginda agir1 gruplar (hypergroup) iizerinde tanitilarak Banach cebir yapist ve temel
ozellikleri calisilmigtir [37]. Agirlikli Orlicz uzaylan tizerinde tanimli baz1 6zel operatdrler
icin ayrik gecislilik, agir1 dongiisellik (hypercyclic) gibi lineer dinamik 6zellikler ¢alisilmigtir
[8, 9]. Yine, yar1 Orlicz uzaylar1 ve modiilasyon uzaylar1 ¢aligilarak siireklilik, kompaktlik
gibi temel ozellikler incelenmistir [44, 45]. Afin gruplar ve yerel kompakt gruplar iizerinde
tanimli agirlikli Orlicz uzaylari i¢in Wiener amalgam uzaylari ve 6zellikleri ayrintili olarak ele
alimmigtir. Lebesgue uzaylari i¢in iyi bilinen Wiener amalgam uzay yapisi ve ozellikleri yerel
kompakt gruplar iizerinde tanimli agirlikli Orlicz uzaylar i¢in de kapsamli olarak incelenerek
literatiire kazandirilmistir [2, 3]. Ote yandan, Orlicz uzaylarimin bilineer carpanlari ve Fourier
carpanlar incelenerek Lebesgue uzaylarinin disinda daha genis fonksiyon sinifina bu ¢arpanlar
genisletilmigtir [6]. Orlicz uzaylarinin farkli normlara gore geometrik yapilari da kapsamli
olarak ele alinmig ve uc noktalar1 karakterize edilerek literatiire kazandirilmigtir [4, 5, 47, 51].
Harmonik analizin 6nemli operatorlerinden biri olan Hardy- Littlewood maksimal operatdrler
iizerine Orlicz uzaylarinda ¢aligmalar karsilagtirmali olarak incelenmistir [46].

Simdi bu kitabin yazarlan tarafindan yapilan, ortak yazarlar ¢esitli lilkelerden de olan
bilimsel ¢calismalardan bazilarini kisaca gézden gecirelim.

5.1 AGIRLIKLI ORLiCZ UZAYLARI

Bu kesimde, @ bir Young fonksiyonu, G bir yerel kompakt degismeli grup ve w bir agirlik
fonksiyonu olmak tizere LE (G) ile gosterilen agirhikli Orlicz uzaylari tanitildi. Bu kisimda
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Orlicz uzaylar1 agirlikli Orlicz uzaylarina genisletilmistir. Agirlikli Orlicz uzaylarina iligkin
temel yap1 kapsamli olarak [28, 29, 30] calismalarinda verilmisgtir.

Tamm 5.1.1. G iizerinde taniml pozitif degerli, Borel 6l¢iilebilir ve her x, y € G igin

w(x+y) < w(X)w(y)

kosulunu saglayan fonksiyona bir agirlik fonksiyonu denir.

Ayrica, w agirlik fonksiyonu genelligi bozmaksizin icin siirekli olarak kabul edilebilir
[20, 40].
Ornek 5.1.2. G =R ve @ > 0 olmak iizere her x € R i¢in w(x) = (1+]x|)® ve w(x) = etXI”
fonksiyonlar1 R iizerinde birer agirlik fonksiyonudur.
Ornek 5.1.3. G = R" igin § : R" — [0,+00) siirekli fonksiyonu her x,y € R” icin
6(x +y) < 8(x)+6(y) kosulunu saglasin. Bu durumda @ > 0 olmak iizere her x € R " i¢in
w(x) = (1+6(x)*

R ™ iizerinde bir agirlik fonksiyonudur.

Tanmim 5.1.4. G bir yerel kompakt degismeli grup, w bir agirlik fonksiyonu ve ® bir Young
fonksiyonu olmak iizere L® (G) ile gosterilen agirlikli Orlicz uzay1

L®(G)=1f:G - K : f olgiilebilir, 3o > o,/ @ (a|f (x)w(x))du(x) < +oo
G

seklinde tanimlanir.

Burada K, reel sayilar R veya karmasik sayilar C cismini, @ > 0 sayist ise f fonksiyonuna
bagli bir sabiti gdstermektedir. Yine, agirlikli Orlicz uzay1 L® (G), en az bir a > 0 igin

/ (0 ()] £ () du(x) < +oo

G

kosulunu saglayan f fonksiyonunun, Lebesgue uzaylarinda oldugu gibi hemen hemen her
yerde esit olma bagintisina gore belirledigi denklik siniflarindan olugsmaktadir. Ayrica, L®(G)
Orlicz uzay1 ve L (G) agirhikl Orlicz uzay1 tanimlar1 géz dniine alinirsa

felL®(G) o fweL®(G)

denkligi gecerlidir. Boylece agirlikli Orlicz uzayinin bir vektor uzayi oldugu kolayca goriiliir.

Onerme 5.1.5. Her f € L®(G) igin

A1, = sup / @@ ldu() : v e L¥(G), / W) du(x) < 1} < +oo
G G
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seklinde tanimli || - ||3)’w fonksiyonu L (G) agirliklhi Orlicz uzay: iizerinde bir normdur.

Ote yandan, (L®(G), || - ||$) Orlicz uzayinin Banach uzay1 olmast ve her f € L®(G) igin
1%, = Ifwllg esitligi kullanilirsa (L2 (G). || - [l$. ) agirlikli Orlicz uzayr Banach uzay1
olur. Ayrica, f +— fw doniisiimii ile L2 (G) agirlikli Orlicz uzay1 L®(G) Orlicz uzayina

Banach uzayi olarak izomorftur. Yine, (L (G),|| - ) uzay1 tammindan f € L®(G)

Il
olmasi icin gerek ve yeter kosul || f| |3)’w < 00 olma51d1rc.pyw
Daha onceden belirtildigi gibi Orlicz uzaylar1 Lebesgue uzaylarinin genellestirmesidir.
Benzer sekilde agirlikli Orlicz uzaylarinin da agirlikli Lebesgue uzaylarinin genellestirmesi
oldugunu gosterelim.
G bir yerel kompakt degismeli grup ve w bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda,

1 < p < oo olmak iizere LY, (G) ile gosterilen agirlikli Lebesgue uzayi

1/p

LY(G)={f:G — C : féliilebilir ve || ]| p,o = / |f (X)w(x)|Pdx < +o0}
G

seklinde tanimlidir. Ayrica, p = co ise

LY(G)={f:G — C : folgiilebilir ve || f]]co,w = esssup|f(x)w(x)] < +oo0}
xeG

seklinde tanimlidir ve esasen sinirli fonksiyonlar uzay1 olarak adlandirilir. Burada, 1 < p < oo
icin % + é =1 (p = lise g = ) olmak iizere LY (G) uzayinin dual uzaymnin LZ)?I(G)
oldugu biliniyor. Yine, Hahn-Banach teoreminden her f € L%, (G) icin

l/p

L lp.w = lfllp = / |f()w(x)|Pdx | = sup f If(w)v(x)|dx - |vllg < 1
G G

biliniyor [40].

Simdi w, G yerel kompakt degismeli grubu iizerinde agirlik fonksiyonu olmak iizere
L2 (G) agirlikli Orlicz uzayinda x > 0 igin ®(x) = XTP, (1 < p < o) Young fonksiyonunu
g6z 6niine alalim. Bu durumda, L® (G) uzay tanimindan

p
f € L®(G) ancak ve ancak bir a > 0 icin / Mdu(x) < 400
p
G

gecerlidir. Bu ise

/ |f ()w(x)[Pdu(x) < +oo
G

olmasina denktir. Boylece, fw € LP(G) ve f € L% (G) olur. Buradan L2 (G) = LY (G)
oldugu elde edilir.

Dikkat edilecek olursa, L2 (G) agirlikli Orlicz uzayinda f fonksiyonuna bagh olarak
bulunan @ > 0sayis1 ®(x) = xpi araciligiile LY, (G) agirhikl Lebesgue uzaylarina gegildiginde
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Onemini yitirmektedir. Bu durum ®(x) = %’ Young fonksiyonunun A, kosulunu saglamasin-
dan kaynaklanmaktadir.
Teorem 4.1.4 (ii) goz Oniine alinirsa @ Young fonksiyonu A, kosulunu saglamak iizere

/ ®(|f (x)w(x)])du(x) < +oo ancak ve ancak bir a > 0 igin / ®(a|f () w(x))du(x) < +oo
G G
esdegerligi elde edilir.
Ayrica, | < p < o0 olmak lizere ®(x) = p ,x > 0 Young fonksiyonununun tamlayani
% é = 1li¢in P(x) = fonk51yonudur. Boylece, || - ||®’w tanimindan her f € L2 (G) igin
11,0 = 17olly =supd [ I atveoldr: [ wvehd <1
G

G

= sup /lf(x)w(x)v(x)Idx:/%d <l
G G

=sup{q'/? ‘f(x)w(x) v(x) dx : ’1—/ <
q q
q
= q”qnfwup = 4" fllp.w
bulunur. Burada || - [|g, , ve || - ||p,o agirlikl normlart esit degildir. Fakat bu iki norm

esdegerdir.
Ozel olarak p = 1 durumunda ise ®(x) = x Young fonksiyonu i¢in L2 (G) agirlikh Orlicz
uzay1 LL)(G) Lebesgue uzayidir. Bu durumda, her f € L?;(G) icin || fllo.w = || fl1,0 olur.

0, 0<x<l,
®(x) ={ :
+oo, x>1

Yine p = o ise

Young fonksiyonu i¢in L2 (G) = L2(G) esasen sinirlt fonksiyonlar uzay: elde edilir. Yine,
burada || - ||c, = || - |0, esitligi gecerli olur.

Uyan 5.1.6. Ote yandan, L® (G) agirlikli Orlicz uzayinda

(i) w agirlik fonksiyonu her x € G icin w(x) = 1 olarak secilirse L?(G) Orlicz uzay1,

xP

(i) w = 1l iken 1 £ p < oo olmak iizere ®(x) = oo X 2 0 Young fonksiyonu i¢in de

L?(G) Lebesgue uzaylari elde edilir.

L®(G) Orlicz uzayr iizerinde || - || Orlicz normundan bagka || - [|¢ Luxemburg normunun
var oldugu biliniyor. Benzer sekilde, agirlikli Orlicz uzay1 L®(G) iizerinde de yukarida
tammlanan || -||g, , normundan bagka, Orlicz uzayindaki Luxemburg normuna benzer sekilde
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her f € L (G) igin

U(x)bﬂ)d,u(x) <1p <+

[|fllo,w = inf b>0:/<D(

G

normu da tanimlanir ve bu iki norm arasinda her f € L® (G) igin

1o, < 1,0 < 211 low
denkligi gecerlidir. Dolayisiyla (L® (G), || f||o.«) uzay1 da bir Banach uzayi olarak elde edilir.
Onerme 5.1.7. Eger ® Young fonksiyonu A, kosulunu saglarsa C.(G) kompakt destekli

siirekli fonksiyonlar uzay1 L® (G) uzayinda yogundur.

5.1.1 L%(G) Uzayinda Kapsamalar

Bu kesimde, G bir yerel kompakt degismeli grup, w; ve wy G lizerinde iki agirlik fonksiyonu,
@, ve @, iki Young fonksiyonu olmak iizere Lﬁ‘l (G) ve Lf,zz (G) uzaylar arasindaki kapsama
iligkileri incelenmistir. Bu kapsama iligkileri 6zel olarak L®(G) Orlicz uzaylar1 ve L?(G)
Lebesgue uzaylari i¢inde gegerlidir.

Tanim 5.1.8. w; ve w; G iizerinde iki agirlik fonksiyonu olmak iizere bir ¢ > 0 sayis1 her
x € Gigin
wi(x) < cwa(x)

olacak sekilde varsa w; < wj ile gosterilir. Eger w; ve w, agirlik fonksiyonlar: i¢in hem
w1 < wy hem de wy < w ise wy ve wy agirliklar esdegerdir denir ve w1 ~ w, ile gosterilir.

Ornek 5.1.9. R iizerindeki w;(x) = (1 + |x]), x € R ve wy(x) = e, x € R aguhk

fonksiyonlar1 i¢in ¢ = 1 olmak iizere w; < w; oldugu kolayca goriiliir.

5.1.2 Kapsamalar ve Normlar Arasindaki fliski

Bu kisimda, Lf,ll (G) ile Liﬁ(G) uzaylar arasindaki kapsamalar, bu uzaylar tizerindeki || -
[, Ve || - ||®,,w, normlar: aracilifi ile incelenmistir.

Onerme 5.1.10. @, ®, iki Young fonksiyonu ve w;, w; iki agirlik fonksiyonu olmak iizere
Lg)fz(G) - Lﬁg (G) ancak ve ancak bir ¢ > 0 ve her f € LE)ZZ(G) icin || fllo,,w, < cllflld,.w,
olmasidir.

Sonug 5.1.11. G bir yerel kompakt degismeli grup, w bir agirlik fonksiyonu ve @ bir Young
fonksiyonu olsun. Eger L® (G) C L! (G) ise en az bir ¢ > 0 sayist her f € L2 (G) igin

1o < cllflle.w

olacak sekilde vardir.
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5.1.3 w Agirlik Fonksiyonuna Gore Kapsamalar

Bu kisimda @ Young fonksiyonu, w; ve w, de agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere Lg))]] (G) ile
L‘f}z(G) uzaylari arasindaki kapsamalar @; = @, = @ i¢in incelenmistir.

Teorem 5.1.12. @ Young fonksiyonu, w; ve w, agirlik fonksiyonlar1 olmak iizere
w1 < w; ise L?i)z(G) c L?)](G)

gecerli olur.

Sonug 5.1.13. @ Young fonksiyonu ve w, w, de G iizerinde agirlik fonksiyonlar1 olsun. Bu
durumda
W) ~ Wy ise L%l (G) = L‘f,z(G)

gecerlidir.

5.1.4 ® Young Fonksiyonuna Gore Kapsamalar

Bu kisimda @; ve @, iki Young fonksiyonu ve w, G yerel kompakt degismeli grup iizerinde
bir agirlik fonksiyonu olmak iizere Lill (G) ile L%(G) uzay1 arasindaki kapsama iligkileri
W] = wy = w i¢in incelenmistir.

Onerme 5.1.14. @, ve @, iki Young fonksiyonu, w da agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda
@, < D, ise L22(G) € L2 (G)

gecerlidir.

Uyan 5.1.15. Onerme 5.1.14’{in tersi dogru degildir. Yani
L®(G) c L?(G) =» @, < ®,.

Teorem 5.1.16. G kompakt grup ve @, @, iki Young fonksiyonu olmak iizere ®; < @, ise
L‘f,z(G) - Lf,‘ (G) olur.

Son olarak agirlikli Orlicz uzaylarimin Young fonksiyonu ve agirlik fonksiyonuna gore
karsilagtirmasi agagidaki teoremde verilmisgtir.

Teorem 5.1.17. @, ®, Young fonksiyonlari ve w;, w; agirlik fonksiyonlar: olmak iizere
D) < Dy ve w; X wy ise LS)ZZ(G) c L:g‘l (G)

olur.

Uyar1 5.1.18. Teorem 5.1.17’nin tersi dogru degildir. Yani,

ngz(G) < L(ill(G) ise ®; < Dy ve w; 5 wo

saglanmas1 gerekmez.
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Ornek 5.1.19. G kompakt degismeli grup olmak iizere w; ve w,, G iizerinde agirhk fonksi-
yonlar1 olsun. O halde x > Ove 1 < p; < py < oo igin

xpl xp2
Qi (x) = —, Dox)=—
Pi p2

fonksiyonlar1 alinirsa istenen elde edilir.

Lemma 5.1.20. G bir yerel kompakt degismeli grup, w bir agirlik fonksiyonu ve ® bir Young
fonksiyonu olmak iizere xo > 0 i¢cin ®(xg) > 0 olsun. Bu durumda, bir ¢ > 0 sayis1 vardir
Oyle ki her x > x¢ igin @(x) > cx olacak sekilde bulunur.

Sonug 5.1.21. G kompakt grup ve ® Young fonksiyonu ise L (G) € L}, (G) gecerlidir.

Teorem 5.1.22. G bir yerel kompakt degismeli grup, w bir agirlik fonksiyonu ve ® bir Young
fonksiyonu olmak iizere @, (x) > 0 olsun. Bu durumda, L (G) C L, (G) gegerlidir.

Teorem 5.1.23. G bir yerel kompakt grup, w bir agirlik fonksiyonu ve ® bir Young fonksiyonu
olsun. Eger L2 (G) € L! (G) ise L® (G) girisim islemine gore bir Banach cebiridir. Ustelik,
G degismeli bir yerel kompakt grup ise (L® (G), *) degismeli bir Banach cebiridir.

Sonuc 5.1.24. Eger @/, (0) > 0 ise L2 (G) girisim islemine gore bir Banach cebiridir.

Teorem 5.1.25. G bir yerel kompakt grup, w bir agirlik fonksiyonu ve ® bir Young fonksiyonu
olsun. Bu durumda, L®(G) € L%(G) olmas igin gerek ve yeter kosul G grubunun ayrik
olmasidir.

5.2 ORLIiCZ UZAYLARINDA BiLESKE OPERATORLER

Matematiksel analizin 6nemli operatdrlerinden olan bileske operatorlerinin Orlicz uzaylarinda
caligmas1 kapsamli olarak incelenmistir [13]. Bu kisimda (X, A, u) bir 6l¢li uzayr ve @
fonksiyonu, Young fonksiyonunun 6zel bir hali olan Orlicz fonksiyonu olarak alinmigtir.

Tamim 5.2.1 (Orlicz Fonksiyonu). Bir ® : R — [0, +oo] digbiikey fonksiyonu asagidaki
kosullart saglarsa Orlicz fonksiyonu olarak adlandirilir.

(i) Her x € R i¢in ®(—x) = O(x),
(i) ®(0) =0,
(i) lim ®(x) = +oo,
(iv) birxg € (0, +00) igin ®(xg) # 0 ve ®(xg) # +oo,
(v) co =sup{u > 0: ®(u) < +oo} noktasinda soldan siirekli.

Ayrica @ Orlicz fonksiyonu icin bir diger sabit op = sup{u > 0 : ®(u) = 0} seklinde
tanimlanir.

Tamim 5.2.2. (X, A, ) bir 6l¢ii uzay1 ve T : X — X doniisiim olmak iizere, eger her S € A
i¢in 71(S) € A ise T doniisiimiine dl¢iilebilir doniisiim denir.
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Tamm 5.2.3. (X, A, u) bir olcii uzay1 ve T : X — X Olgiilebilir doniisiim olsun. § € A
olmak iizere eger 1 (S) = 0igin u (T‘1 (S)) = 0 kosulu saglaniyor ise T dniisiimiine singiiler
olmayan doniigiim denir.

Tanim 5.2.4. T singiiler olmayan bir doniisiim olmak iizere uT~! 6lgiisii her S € A igin
' ($) = p (17(9))
seklinde tanimlanur.

Onerme 5.2.5. L°(u) 6lciilebilir fonksiyonlarin olusturdugu bir vektor uzay1 olmak iizere,
eger T : X — X singiiler olmayan doniisiim ise her f € L®(u) icin

Crf=foT
seklinde tammlanan Cy : L®(u) — L°(u) doniisiimii iyi tantimlidir.

Asagidaki 6rnek 7 singiiler olmayan doniigiim olmadiginda Cy doniigiimiiniin iyi tanimli
olmadigini gosterir.

Ornek 5.2.6. X = [0, 1] ve

=)
A A
= =
A IA

T(x) = { Z]x,

=

olmak iizere, u({1}) = 0 olup
= (@) = 51]) = 3

oldugundan T singiiler olmayan doniisiim degildir. Ayrica, f(x) = X0 1)()c) ve g(x) =
X{o.1] (x) segilirse,
p{x e X: f(x) #g(x)}) =u({1}) =0

oldugundan hemen hemen her x € X icin f = g olur. Boylece,

0.0~ ¥[o.;

°2

CTf=fOT=X[0,1) 0T=)(T7] ) ve CTg=g0T=,\([O’1] OT:XT"[O,]] =X[0’1]

bulunur. Buradan, Cr f # Crg olur. O halde Cr iyi taniml degildir.

Tamm 5.2.7. T singiiler olmayan doniisiim ve f € L®(u) olmak iizere,
Crf=foT

seklinde tanimlanan Cr doniisiimii L®(x) uzaymdan L®(u) uzayina smirh ise Cy doniisii-
miine Orlicz uzay1 iizerinde T doniiglimii tarafindan belirlenen bileske operatdrii denir.

Tanmm 5.2.8. (X, A, u) dlgii uzay1 ve Y € Aicin T : Y — X olgiilebilir doniisiim olmak
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iizere her f € L®(u) icin,

(feT)(x), xeV,

Crf(x) ={
0, xéY

doniisiimii tanimlansin. Eger Cr : L®(u) — L®(u) sinirli ise Cr doniisiimiine genellestiril-
mis bileske operatorii denir.

Uyar15.2.9. Singiiler olmayan her doniisiim Orlicz uzaylarinda bilegke operatorii olusturmaz.
Eger Orlicz fonksiyonu olarak x > O ve 1 < p < oo igin ®(x) = x? seklinde alinirsa Orlicz
uzayinin L? Lebesgue uzayi oldugunu biliyoruz.

Ozel olarak X = R, u Lebesgue olgiisii, 7(x) = e* ve 1 < p < oo igin @ (x) = x” olsun.
LP (u) uzayinda T'(x) = ¢* doniigiimii singiiler olmayan bir doniisiimdiir.

Uyar1 5.2.10. 1 < p < oo olmak iizere L? (u) uzayinda singiiler olmayan her 7 : X — X
doniigtimii Cr bilegke operatoriinii tanimlamaz fakat L*°(u) uzayinda singiiler olmayan her
doniisiim bileske operatorii tanimlar.

Asagidaki teorem ile Cr operatoriiniin modiiler sinirli olmasi igin gerek ve yeter kosul
verilecektir.

Teorem 5.2.11. T : X — X singiiler olmayan doniisiim olmak iizere
(i) Eger0 < g = cp < 0o ve O(f) < +o0 ise
@ (Crf) =®(f)
esitligi gerceklenir.
(i) Eger 0 < 0 < cp < 0o ve O(f) < +o0 ise
@ (Crf) < KO(f)
esitsizligi saglayacak bir K > 0 sayisinin var olmast i¢in gerek ve yeter kosul
uT~'(A) < Ku(A)
esitsizliginin p(A) < co kogulunu saglayan her A € A kiimesi i¢in gegerli olmasidir.

Asagidaki teorem, Orlicz uzaylarinda Cr operatoriiniin modiiler siirlilig1 i¢in Teorem
5.2.11°de bulunan gerek ve yeter kosulun gerceklendigi durumda Cr operatoriiniin bileske
operatorii oldugunu belirtir.

Teorem 5.2.12. T : X — X singiiler olmayan doniisiim olsun. Eger

HT™'(A) < Ku(A)
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esitsizligi bir K > 0 say1s1 ve u(A) < oo olacak sekilde her A € A kiimesi i¢in saglantyor ise
Cr : L®(u) — L®(u) bileske operatoriidiir. Bu ise, bir M > 0 sayis1 igin

ICrflle < Ml fllo

esitsizliginin her f € L®(u) fonksiyonu icin saglanmasidir.
Uyari 5.2.13. Teorem 5.2.12’nin tersi dogru olmayabilir.
Ornek 5.2.14. X =R ve Orlicz fonksiyonu
®(x) = 0, xe€][0,a]
+0o, x € (a,+0)

veT :R — R, T(x) = e” singiiler olmayan doniigiim se¢ilirse C7 norm sinirli oldugu halde
HT™'(A) < L u(A)

esitsizligi hicbir L pozitif say1s1 icin saglanmaz.

Lemma 5.2.15. Eger @ Young fonksiyonu A, kosulunu saglarsa Teorem 5.2.12°nin tersi
dogrudur.

Asagidaki teorem ile 4 atomik olmayan sonsuz 6l¢ii olmak iizere Cr operatoriiniin bilegke
operatorli olmasi icin gerek ve yeter kosul verilecektir.

Teorem 5.2.16. (X, A, u) o sonlu 6l¢ii uzayi, ¢ atomik olmayan sonsuz dl¢ii, 7 : X — X
singiiler olmayan doniisiim ve @ fonksiyonu A, kosulunu saglayan Orlicz fonksiyonu olmak
uzere

Cr: L®(u) — L®(p)

operatoriiniin bileske operatorii olmasi igin gerek ve yeter kosul
1 K
<
-1 1 __ -1 (L
@ (MT“(A)) @ (u(A))

esitsizliginin bir K > 1 sayist ve 0 < p(A) < oo kosulunu saglayan her A € A kiimesi i¢in

saglanmasidir.

5.3 BUKULMUS GiRiSiM ALTINDA ORLiCZ CEBIiRLERi
Bir yerel kompakt grup G iizerinde tanimli Orlicz uzaylarin1 daha genel bir Banach cebir
yapisiyla inceleyen ve agirlikli Lebesgue uzaylari da dahil tiim ¢aligsmalar1 genelleyen, soyut
harmonik analizi Banach cebiri ve operator cebiri teorisine iligkin 6zellikler kapsamli olarak
[33, 34, 35, 36] calismalarinda incelenmistir.

Bu kisimda, G yerel kompakt grubu iizerinde biikiilmiis girisime gore Orlicz cebirleri
tanimlanmus ve temel homolojik 6zellikleri incelenmistir. Osancliol ve Oztop [30] ¢alisma-
larinda eger LE (G) c L! (G) ise LE (G) agirhikl Orlicz uzaymin girigim islemine gére bir
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Banach cebiri oldugunu gostermistir. Bu kisimda bahsedilen galismalar L,(G) ¢ L (G)
kosulu kaldirilmasina yonelik ¢aligmalara dayanmaktadr.

Tamim 5.3.1. G bir yerel kompakt grup olmak iizere G {iizerinde yerel integrallenebilir,
Olgiilebilir bir w : G — [0, +00) fonksiyonu, eger w(e) = 1, ﬁ € L®(G) ve
w(st)

w(s)w(r)

kogullarini sagliyorsa, w fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir. Buna gére,

Q(s,t) = € L*(G xG)

L®(G):={f:G —>C : fweL®G)}

seklinde tanimli uzay agirlikli Orlicz uzay1 olarak adlandirilir ve L (G) uzay1 || f]lo.o =
|| fwlle seklinde tanimli norm ile bir Banach uzayidir.

Tamm 5.3.2. G bir yerel kompakt grup olmak iizere Q : G X G — C* 6l¢iilebilir doniisiimii,
eger

1) Q(r,s)Q(rs, 1) = Q(s,1)Q(r, st), (r,s,t €G),
(i) Q(r,eg) = Q(eg,r) =1

kosullarin1 sagliyorsa, € fonksiyonuna normallestirilmis 2 es ¢cevrim fonksiyon denir. Tiim
normallestirilmis 2 es cevrim fonksiyonlarin uzay1 Z2(G, C*) ile gosterilecektir.

G iizerinde C* degerli herhangi bir Q, 2 es ¢evrim fonksiyonu, 0 < 6 < 27 icin Q(s, t) =
|Q(s, 1)|e'? seklinde tek tiirlii yazilir. Bu durumda, eger

1Q|(s,7) = |Q(s,1)| ve Qr(s, 1) = '? (5.1)

denirse, Q = |Q|Qt olur. Boylece, |Q| ve Qr doniigsiimleri G iizerinde sirasiyla, R* ve T
degerli 2 es cevrim fonksiyonlardir.

Tanim 5.3.3. G bir yerel kompakt grubu iizerinde tanimli C* degerli tiim sinirl e ¢evrim
fonksiyonlarin grubu

Z2(G,C*) = {Q e Z*(G,C*) : Q € L”(G x G) ve Qr siirekli}

seklinde gosterilir. Ayrica, w : G — R * agirlik olmak iizere,

w(st)

|| (s, 1) = m,

(s,t €G)
kogulunu saglayan tiim w € Zﬁ(G, C*) elemanlarinin uzay1 Zﬁw(G, C*) ile gosterilecektir.
Bu durumda |Q|’ya w tarafindan belirlenen veya w ile iligkili 2 es sinir denir. Ustelik, eger G

bir ortalamali (amenable) grup (yani, L*(G) tizerinde sol degismez ortalamasi olan grup) ise
ZE(G, C*) = Zﬁw(G, C*) olur.
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Tamim 5.3.4. G bir yerel kompakt grubu iizerinde tanimhi f, g Ol¢iilebilir fonksiyonlari
verilsin ve Q € Zi(G, C*) olsun. E, G’nin ¢ sonlu ol¢iilebilir bir alt kiimesi olmak iizere
G \ E iizerinde f = g = 0 ise f ve g fonksiyonlarinin Q tizerindeki biikiilmiig girigimi

f @) = / F()g(s™ ' DR, s~ 1)ds
G

seklinde tanimlanir.

Tamm 5.3.5. Q € Zi(G, C*) ve ®, Q iizerinde biikiilmiis girisim olsun. Eger (L®(G), ®)
Banach cebiri ise bir baska deyisle, bir C > 0 say1st, her f,g € L® icin f ® g € L*(G) ve

I/ @ ¢gllo < Cllfllpllglle
olacak sekilde varsa (L®(G), ®) ikilisine bir biikiilmiis Orlicz cebiri denir.

Teorem 5.3.6. G bir yerel kompakt grup, Q € Zi (G,C*) ve ®, Q iizerinde biikiilmiis girisim
olsun. Bu durumda, asagidakiler gegerlidir.

(i) S®(G) esasen L'(G) Banach modiiliidiir ve L®(G), ® biikiilmiis girisime gore L!(G)
Banach modiiliidiir.

(i) Eger u, v, LY (G) iizerinde negatif olmayan fonksiyonlar ve
|Q(s, )| <u(s)+v(t), s,t€G

ise (L®(G), ®) biikiilmiis Orlicz cebiri olur ve S®(G) kapali alt cebiridir.

Tanim 5.3.7. Bir A Banach cebirinden dual ikili A modiillerine giden tiim sinurl tiirevler i¢
tiirev ise A Banach cebiri ortalamah cebir olarak adlandirilir.

Teorem 5.3.8. Q € Ziw (G, C") ve w, |Q| ile ligkili agirlik fonksiyonu olsun. Eger (L®(G), ®)
bir biikiilmiis Orlicz cebiri ise asagidakiler gerceklenir.

(i) (S®(G), ®) kompakt destekli fonksiyonlardan olusan yaklasik birim igerir.

(ii) G bir ayrik olmayan yerel kompakt grup olsun. Bu durumda, (S®(G), ®) nin yaklagik
biriminin (L®(G), ®) icin de yaklagik birim olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul L*(G) =
S®(G) ve buna denk olarak ® € A, olmasidir.

(iii) G bir ayrik olmayan yerel kompakt grup olsun. Bu durumda (S®(G), ®) ve (L®(G), ®)
yaklagik birime sahip degildir.

(iv) (L®(G),®) yada (S®(G), ®)’nin birime sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul G’nin
ayrik grup olmasidir.

Teorem 5.3.9. G bir ayrik olmayan yerel kompakt grup ve Q € ZgW(G, C*) olsun. Eger
(L*®(G), ®) biikiilmiis Orlicz cebiri ise (L?(G), ®) ve (S®(G), ®) ortalamali degildir.
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Teorem 5.3.10. G bir ayrik grup ve w, G lizerinde bir agirlik olsun. Eger (fg(G), | - ||fb’w)
bir Banach cebiri ve % € SY(G) ise asagidakiler denktir.

(i) ¢2(G) ortalamalidir,
(i) S¥(G) ortalamalidur,
(iii)) G sonludur.

Teorem 5.3.11. Q : G x G — C* bir 2 es ¢evrim fonksiyon olsun. Eger L®(G) € L*(G) ve
u,v € L*(G) elemanlar
|Q(s, )] <u(s)+v(t), s,t€G

olacak sekilde varsa (L®(G), ®) maksimal operatdr uzay yapisiyla birlikte bir biikiilmiis
Orlicz cebiridir ve bir operator cebirine izomorftur. Bir bagka deyisle, H bir Hilbert uzay1
olmak iizere bir B C B(H) kapali alt cebirine izomorftur.

Tamm 5.3.12. A bir Banach cebiri olmak iizere, sinirlt her D : A — A* tiirevi ig tiirev ise A
zayif ortalamal olarak adlandirilir.

Teorem 5.3.13. G bir yerel degismeli grup, w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu ve (L% (G), *)
bir Banach cebiri olsun. Kabul edelim ki, hi¢bir ¢ : G — C

() = =)

T w()w(s)

seklinde sifirdan farkli siirekli bir grup homeomorfisi var olmasin. Bu durumda, S¥ (G) zayif
ortalamali cebir olur.

5.4 GRUP CEBIRLERI UZERINDE TANIMLI ORLiCZ MODULLERININ DEGiS-
MEZ ALT KUMELERi VE HOMOLOJiK OZELLIiKLERi

G yerel kompakt grup ve ® Young fonksiyonu olmak iizere, L® (G) Orlicz uzaylarimin L' (G)
iizerinde girisim iglemine gore modiil olmasi kullanilarak, projektiflik, injektiflik, yassi (flat)
olma gibi homolojik 6zellikleri [48] caligmasinda arastirilmig ve ¢arpanlar uzayi, ozellikle
kompakt carpanlar uzay1 belirlenmistir.

Yine, L?(G) Orlicz uzaylarimin L' (G) Banach modiil yapis1 kullanilarak kapali, digbiikey,
degismez alt kiimeleri belirlenmis, afin doniisiimler aracilifiyla kompakt ¢arpanlar uzayi
incelenmigtir. Boylece grubun kompaktliginin ¢arpanlar uzayinin kompaktlig: ile belirlene-
bilmesi i¢in bir 6l¢iit de elde edilmistir. Bu yapilar, agirlikli Orlicz uzaylarina [49] calismasinda
genisletilmigtir.

Tanmim 5.4.1. A bir Banach cebiri ve P bir sol Banach A modiilii olsun. Eger her bir £ ve F
sol Banach A modiilii, her bir T € 4B(E, F) makul orten doniisiimii ve her bir S € 4B(P, F)
doniisiimil igin Gyle bir R € 4 B(P, E) doniisiimii 7 o R = § olacak sekilde bulunabiliyorsa
P’ye projektif A modiilii denir.
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Tanim 5.4.2. A bir Banach cebiri ve J bir sol Banach A modiilii olsun. Eger her bir E ve
F sol Banach A modiili, T € oB(E, F) makul, birebir doniisiimii ve her bir S € sB(E, J)
doniiglimii i¢in Oyle bir R € oB(F,J) doniisiimii R o T = S olacak gekilde varsa J injektif A
modiilii denir.

Teorem 5.4.3. G bir yerel kompakt grup ve @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda,
L®(G) uzayinmn projektif sol Banach L'(G) modiilii olmas: icin gerek ve yeter kosul G
grubunun kompakt olmasidir.

Onerme 5.4.4. G bir yerel kompakt grup, (®, ¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti ve ¥ € A,
olsun. Eger L®(G) projektif sol Banach L!(G) modiilii ve G ayrilabilir ise G kompakttir.

L®(G) Orlicz uzaymin hangi kosullar altinda injektif ve yass1 modiil oldugunu gosteren
agagidaki sonu¢ onemlidir.

Onerme 5.4.5. G bir yerel kompakt grup ve (®, ¥) tamlayan Young fonksiyon cifti olsun.
Eger G ortalamali grup ise agagidakiler gerceklenir.

(i) L®(G) yass1 sol Banach L' (G) modiiliidiir.
(i) L®(G) nin dual modiilii LY (G) injektif sag Banach L'(G) modiiliidiir.

(iii) Eger ® ve ¥ Young fonksiyonlarinin her ikisi de A, kosulunu saglarsa L®(G) dual
modiil oldugundan hem injektif hem yass1 sol Banach L' (G) modiiliidiir.

Tanim 5.4.6. L®(G) uzayinin bir C alt kiimesi igin, eger her f € C ve her x € G icin
L f € C oluyorsa C otelemeler altinda degismezdir denir.

G bir yerel kompakt grup olmak iizere, temel olarak M (G) 06l¢ii uzayinin asagidaki alt
kiimeleri onemlidir.

(i) P(G) ={peM(G): |lull=1vepu =0},
(i) P1(G)={he LY (G):|hli=1veh>0},
(iii) E(G) = {64 : a € G}.

Simdi L®(G) Orlicz uzaymin kapali, digbiikey, sol dtelemeler altinda degismez kalan alt
kiimelerinin karakterizasyonu ile ilgili asagidaki sonuclar1 verelim.

Teorem 5.4.7. G bir yerel kompakt grup, ® bir Young fonksiyonu ve C, L®(G) uzaymin
kapali, digbiikey bir alt kiimesi olsun. Bu durumda, C kiimesinin sol 6telemeler altinda
degismez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 2 € P1(G) i¢in h « C C C olmasidir.

Sonuc 5.4.8. G bir yerel kompakt grup, ® bir Young fonksiyonu olmak iizere I, L®(G)
uzaymin kapali bir alt vektor uzay1 olsun. Bu durumda, L' (G) * I C I olmas1 icgin gerek ve
yeter kosul 7 alt vektor uzayinin sol otelemeler altinda degismez olmasidir.
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Teorem 5.4.9. G bir yerel kompakt grup, @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda, G
grubunun kompakt olmamasi icin gerek ve yeter kosul L®(G) uzaymnim bostan farkli her
kapali, digbiikey, sol 6telemeler altinda degismez alt kiimesinin orijini igermesidir.

Teorem 5.4.10. G bir yerel kompakt grup ve @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda,
G grubunun kompakt olmamasi igin gerek ve yeter kosul L®(G) uzaymin bostan farkli her
kompakt, digbiikey, sol 6telemeler altinda degismez alt kiimesinin orijin olmasidir.

L®(G) Orlicz uzaylarimn alt kiimelerinde siirekli ve afin doniisiimlerinin karakterize
edildigi asagidaki sonuclart verelim.

Teorem 5.4.11. G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup, ® bir Young fonksiyonu olmak
iizere C, L'(G) uzaymn bostan farkli, kapali, disbiikey, sol dtelemeler altinda degismez bir
altkiimesi ve B, L® (G) uzaymin bostan farkli, zayif kompakt, kapali, digbiikey, sol 6telemeler
altinda degismez bir alt kiimesi olsun. Eger T : B — C doniisiimii siirekli, afin ve her x € G,
her f € Bicin T(Lyf) = LxT f kosulunu sagliyor ise 7'(f) = 0 olur.

Teorem 5.4.12. G bir yerel kompakt grup, @ bir Young fonksiyonu olmak iizere, C, L®(G)
uzayinin zayif kompakt, kapali, sinirlt ve sol 6telemeler altinda degismez bir alt kiimesi ve
T : P1(G) — C siirekli, afin bir doniisiim olsun. Asagidakiler denktir.

(i) T tiim sol oteleme doniisiimleri ile degismelidir,
(ii) Bir f € C fonksiyonu her 4 € P{(G), T(h) = h* f kosulunu saglayacak sekilde vardur.

Son olarak, énceki kisimda yapilanlarin bir uygulamasi olarak L®(G) Orlicz uzaylari
icin kompakt carpanlar uzayinin karakterize edildigi agsagidaki sonuclar1 verelim. Elde edilen
sonuglar1 vermeden asagidaki tanimi verelim.

Tamm 5.4.13. G bir yerel kompakt grup, ® ve ¥ Young fonksiyonlar1 olsun. T, LY (G)
uzayindan L®(G) uzaymna giden siirekli, lineer ve Gteleme operatorleri ile degismeli bir
doniisiim ise, yani her x € G ve f € L®(G) igin Ly(Tf) = T(L. f) oluyorsa T operatdriine
LY (G) uzayindan L®(G) uzayina giden bir carpan denir. LY (G) uzayindan L®(G) uzayina
giden tiim carpanlarim olusturdugu kiime M (LY (G), L®(G)) ile gosterilecektir.

Teorem 5.4.14. G bir yerel kompakt grup, (®, ¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti ve @, ¥ €
A, olmak iizere, T : L'(G) — L®(G) smurly, lineer bir operator olsun. Bu durumda, T €
M(L'(G),L®(G)) olmasi icin gerek ve yeter kosul bir f € L®(G) fonksiyonunun her
h € L'(G) i¢in T(h) = h = T(f) kosulunu saglayacak sekilde var olmasidir.

Teorem 5.4.15. Eger G kompakt bir grup ise L' (G) uzayindan L®(G) uzayina giden her T
carpan1 kompakttir.

Teorem 5.4.16. G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup ve @, ¥ Young fonksiyonlari
olsun. Bu durumda, LY (G) uzayindan L®(G) uzayina giden tek kompakt ¢arpan sifirdir.

Teorem 5.4.17. G kompakt olmayan bir yerel kompakt grup ve A, L*(G) uzaymin zayif
kompakt, kapali, sol dtelemeler altinda degismez alt uzayi olsun. Eger 7 : A — L'(G) simrh
lineer operatorii sol oteleme doniisiimleriyle degismeli ise 7 operatorii sifirdir.
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5.5 ASIRI GRUPLAR UZERINDE AGIRLIKLI ORLiCZ UZAYLARI
Asin gruplar (hypergroup) iizerinde tanimli Orlicz uzaylarinin Banach cebir yapisi [37] ¢alis-
masinda kapsamli olarak incelenmisgtir.

K bir asir1 grup, w bir agirlik fonksiyonu ve (®, ¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti olmak
tizere L® (K) agirlikli Orlicz uzay: tanimlanmus ve girisim iglemine gore cebirsel zellikleri
incelenmistir. Ayrica, bu uzay icin yaklagik birim aragtirilmigtir ve bir K degismeli asir1 grubu
icin bu uzayin maksimal idealler uzay1 belirlenmistir.

Oncelikle, calismada kullanilan bazi temel kavram ve tanimlar1 verelim.

Tamm 5.5.1. K bir yerel kompakt Hausdorff uzayi ve M(K), K {izerinde tanimli tiim kompleks
degerli Radon olgiilerinin uzay1 olsun. Kabul edelim ki, M(K) x M(K) uzaymdan M(K)
uzayina pozitif ve siirekli (u, v) — u * v doniisiimii asagidaki 6zellikleri saglayacak sekilde
var olsun.

(i) (M(K), +, *) bir cebirdir,
(ii) Herx,y € K igin 6 * 6, olasilik dlgiisii kompakt desteklidir,

(iii)) Bir e € K elemani, her x € K i¢in 8, * 6, = d, = d. * I kosulunu saglayacak sekilde
vardr,

(iv) Bir x +— x~ topolojik involiisyonu, her x,y € K ve f € Co(K) igin (6, * 6,)(f7) =
(0y * 0x)(f) olacak sekilde vardir. Burada f~(¢) = f(¢7) seklindedir,

(v) e € supp(dy * §x) olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul y = x~ olmasidir,

(vi) K X K uzayindan C(K) uzayina (x, y) > supp(d * 6,) doniisiimii siireklidir. Burada,
C(K), K’nin kompakt alt kiimelerinin uzayidir,

Bu durumda, K = (K, *, ~, e) bir agir1 grup olarak adlandirilir.

Tanim 5.5.2. Bir K agir1 grubunun merkezi
Z(K) ={x €K :0x%0x- =8 =05 *0yx}

seklinde tanimlanur.
Simdi ¢alismanin temel teoremlerini kisaca verelim.

Teorem 5.5.3. Kabul edelimki L2 (K) € L! (K) ve herbir y € K, f € L®(K) igin

ILyfllow < @ fllo,w

olsun. Bu durumda, L (K) girisim iglemine gore bir Banach cebiridir. Ayrica, L® (K) uza-
yinin degigsmeli olmasi icin gerek ve yeter kosul K’ nin degismeli olmasidir.

Teorem 5.5.4. L (K) agirlikl Orlicz cebiri ve V, K’da birimin kompakt komsulugu olsun.
U, K’da birimin koguluklar tabani ve her U € U igin U C V saglansin. Bu durumda, L® (K)
uzayindaki kompakt destekli fonksiyonlart iceren bir (eyy) agiher f € C.(K) i¢iney * f — f
olacak sekilde vardir.
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Teorem 5.5.5. Eger K bir ayrik grup ise L2 (K) € LS (K) olur.

Onerme 5.5.6. K degismeli bir asir1 grup ve L® (K) cebir olsun. Her & € X (K) ve f €
L? (K) igin

velf) = / FE@)dx
K

tammlayalim. Bu durumda, ¢ ¢, L (K) iizerinde ¢arpimsal bir fonksiyonel olur.
Onerme 5.5.6’nin hipotezleri gecerli olsun. Asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.5.7. Eger ¢, L® (K) iizerinde sifirdan farkli garpimsal bir fonksiyonel ise bir tek
& € X, (K) vardir ve y = ¢ olur.

Teorem 5.5.8. L2 (K) agirlikli Orlicz cebiri olsun. Eger 7, L2 (K) nin sol 6telemeler altinda
degismez kapali bir alt vektor uzayi ise I, L (K) nin bir sol idealidir.

Teorem 5.5.9. I, Lg (K) Orlicz cebirinin bir kapali sol ideali olsun. Bu durumda, her bir
xeZ(K)ve felINC.(K)igin L,f € I olur.

5.6 AGIRLIKLI ORLiCZ UZAYLARINDA AYRIK DINAMIiKLER
Yerel kompakt gruplarda tanimli agirlikli Orlicz uzaylari iizerinde asir1 ¢evrimlik, ayrik ge-
ciglilik gibi lineer dinamikler kavrami Lebesgue uzaylarinda yapilan ¢aligmalar1 kapsayici
sekilde [8, 9] calismalarinda ele alinmustir. L? (R ), LP(C), €7 (Z ) uzaylan iizerindeki donii-
stimler lineer dinamikler konusunun aragtirilmasinda 6nemli rol oynamistir. Bu uzaylar, yerel
kompakt gruplar iizerinde tanimli Lebesgue uzaylarinin 6zel halleridir.

Ana teoremleri vermeden 6nce bu konuyla ilgili temel kavram ve tanimlar1 verelim.

Tanim 5.6.1. X ayrilabilir bir Banach uzayi ve N > 2 olmak iizere, X lizerinde Ty, 75, ..., Ty
operatorleri i¢in bostan farkli acik U, Vi, Vo, ..., Vy C X kiimeleri verildiginde

O£UNT"(VI)NT, " (Vo) N---NTY" (V)

olacak sekilde Bir n € N varsa T}, 7, ..., Ty operatorlerine ayrik topolojik gecisli veya
kosegensel topolojik gecisli denir.

Eger yukarida verilen kogul, bazi n’lerden sonra saglaniyorsa 71, 7>, . . . , Ty operatorlerine
ayrik topolojik olarak karigtiran (mixing) denir.

Tamm 5.6.2. X ayrilabilir bir Banach uzayi ve N > 2 olmak iizere, X iizerindeTy, 15, ..., Ty
operatorleri i¢in eger XV = X x X x - - - x X kosegenlerinde (x, x, . .., x) vektorleri

{(x,x,...,x), (Tx,Trx,...,Tnx), (lex, T22x, e T,%,x)}

XN’de yogun olacak sekilde varsa Ti, 75, ..., Ty operatorlerine ayrik asir1 dongiisel veya
kosegensel agir1 dongiisel denir. Bu durumda, x € X elemaninada 7', 75, . . ., Ty operatdrleri
ile iligkili kosegensel asir1 dongiisel vektor denir.
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G bir yerel kompakt grup ve a € G olmak iizere, her f € L2 (G) igin

(Taf)(x) = f(xa™"), xeG

seklinde tanimlanan T, : L2 (G) — L®(G) doniisiimii bir sol 6teleme operatoriidiir. Eger
Sq :=T,-1 denirse, T,(S4(f)) = SaTy(f) = f olur.

Tamm 5.6.3. a € G olmak iizere, eger a tarafindan iiretilen G (a) kapalt alt grubu kompakt
ise a elemam periyodik veya kompakt olarak adlandirilir. G grubunun periyodik olmayan
elemanlar1 aperiyodik olarak adlandirilir. Eger bir a € G elemani sonlu sirali ise torsiyon
eleman olarak adlandirilir.

Teorem 5.6.4. G ikinci sayilabilir bir yerel kompakt grup, w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu
ve ® € A, olsun. Bir N > 2 olmak iizere, 1 <[ < N icin a; € G aperiyodik ve Ty,, L2 (G)
iizerinde Oteleme doniisiimii olsun. Bu durumda, asagida verilen (ii) kosulu saglaniyorsa (i)
kosulu da saglanir.

() TaysTuys - - > Tay» L2 (G) iizerinde ayrik topolojik gegislidir.
(ii) Her bir K € G, A(K) > 0 alt kiimesi i¢cin K’da bir Borel kiimeleri dizisi (Ey) ve kesin

artan (ng) C N dizisi

lim sup / [v(x)|w(x)dA(x) =0

k=00 ,c0
K\Ex

1 <1 < Nigin
hrn sup/ v (xa;™)|w(xa;™)dA(x) =

vel <l,s <N,I#sigin

hm sup / [v(xa;™ a;*)|w(xa; " a)* )dA(x) =
k—00 e
olacak sekilde vardir. Burada, w, G lizerinde f Y(|v|)dA < 1kosulunu saglayan v Borel
G

fonksiyonlariin kiimesidir.

Teorem 5.6.4’te (ii) kosulundaki (ny) alt dizisi tim (n) dizisiyle degistirilirse agagidaki
sonug elde edilir.

Sonug 5.6.5. G ikinci sayilabilir bir yerel kompakt grup, w, G lizerinde bir agirlik fonksiyonu
ve ® € Ay olsun. N > 2 olmak iizere, 1 < [ < N igin @; € G aperiyodik ve T,, L2 (G)
iizerinde oteleme doniisiimii olsun. Bu durumda asagida verilen (ii) kosulu saglaniyorsa (i)
kosulu da saglanir.

@) Ta, Tays - Tuys Lg (G) iizerinde ayrik topolojik olarak karigtirandir.
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(ii) Her bir K C G, A(K) > 0 alt kiimesi i¢in K’da bir Borel kiimeleri dizisi (E;)

lim sup / [v(x)|w(x)dA(x) =0
n—»oovEQ

K\E,

1 <1< Nigin
lim sup/ lv(xa;™)|w(xa;™)dA(x) = 0
n—0o0 VG

n

vel <Il,s <N,I #sigin

lim sup/ [v(xa;" a})|w(xa;"a)')dA(x) =

n—0oo 0

n

olacak sekilde vardir. Burada, w, G lizerinde / Y(|v])dA < 1kosulunu saglayan v Borel
G
fonksiyonlarinin kiimesidir.
Simdi L (G) iizerinde ayrik gegisli doniisiimler igin gerekli kosullar1 verelim.

Teorem 5.6.6. G ikinci sayilabilir bir yerel kompakt grup, w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu
ve ® € Ay olsun. N > 2 olmak iizere | </ < N i¢in a; € G aperiyodik, / # s i¢in K N
Ka "a;, = 0 ve n € N yeterince biiyiik olsun. T, L® (G) iizerinde 6teleme doniisiimii olsun.
Bu durumda asagida verilen (i) kosulu saglaniyorsa (ii) kosulu da saglanir.

1) Ta), Tays ..., T,

an »

L® (G) iizerinde ayrik topolojik gegislidir.

(i) Her bir K € G, A(K) > 0 alt kiimesi i¢in K’da bir Borel kiimeleri dizisi (E) ve kesin
artan (ng) C N dizisi

hm sup / [v(x)|w(x)dA(x) =
K\Ek
1 <1< Nigin
hm sup/ v (xa;™)|w(xa;™)dA(x) =

k—co veQ

vel <Il,s <N,Il# sigin

hm sup/ [v(xa;™ ay*)|w(xag " a)* )dA(x) =

k—co e

olacak sekilde vardir. Burada, w, G iizerinde f Y(|v|)dA < 1kosulunu saglayan v Borel
G
fonksiyonlarinin kiimesidir.

Sonug 5.6.7. G ikinci sayilabilir bir yerel kompakt grup, w, G iizerinde bir agirlik fonksiyonu
ve ® € Ay olsun. N > 2 olmak iizere 1 < [ < N i¢in a; € G aperiyodik, [ # s icin
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KnNnKa;"a); = 0 ven € N yeterince biiyiik ve Ty, L® (G) iizerinde 6teleme déniisiimii olsun.
Bu durumda, agsagida verilen (i) kosulu saglaniyorsa (ii) kosulu da saglanir.

1) Tg), Tay, ..., T,

an

L? (G) iizerinde ayrik topolojik olarak karigtirandur.

(i) Her bir K € G, A(K) > 0 alt kiimesi i¢in K’da bir Borel kiimeleri dizisi (E;,)

r}grgo ilelg / [v(x)|w(x)dA(x) =0

K\E»

1 <1< Nigin
lim sup/ lv(xa;™)|w(xa;™)dA(x) =

n—oo

vel <[l,s <N,Il+# sigin

nh_r)rgo sug/ [v(xa; " a})|w(xa;"a})dA(x) =0
ve

olacak sekilde vardir. Burada, w, G lizerinde f Y(|v|)dA < 1kosulunu saglayan v Borel
G

fonksiyonlarinin kiimesidir.

Not edelim ki, G = R icin, Teorem 5.6.4 ve Teorem 5.6.6 birlestirilirse L (R ) iizerinde
ayrik gecislilik icin gerek ve yeter kosul elde edilir.

5.7 YARI BANACH ORLiICZ MODULASYON UZAYLARINDA SUREKLILIK VE
BARGMANN DONUSUMLERI

Modern Fourier Analiz olarak da bilinen zaman frekans analizi son yillarda matematiksel
analizin Onemli aragtirma alanlarindan birisi olmugtur. Modiilasyon operatoriiniin 6nemli
rol oynadig1 zaman frekans analizine kisa zamanli Fourier doniisiimii olarak da bakilabilir.
Orlicz uzaylarinda ve 6zellikle yar1 Banach Orlicz uzaylarinda bu kavramlar [44] ¢calismasinda
kapsamli olarak incelenmistir. Yar1 Orlicz modiilasyon uzaylarinda siireklilik, kompaktlik,
degismezlik oOzellikleri aragtirilmigtir. Ayrica, bu uzaylarin Gabor acilimlar1 ve Bargmann
doniisiimleri altindaki goriintiileri verilmistir. §(R ¢) klasik Schwartz uzayin1 ve &’ (R %)
distribiisyon uzayin1 gostermektedir. Ayrica, &(R %) uzaymmn LP (R %) Lebesgue uzayinda
yogun oldugu kolayca elde edilir.
Oncelikle ¢alisma boyunca kullanilan temel kavram ve tanimlari verelim.

Tanim 5.7.1. 0 < s € R sabitlensin. Roumieu tip (Beurling tip) S;(R %) (X, (R ¢)) Gelfand-
Shilov uzay1 baz1 & > 0 i¢in

o [P0

“f”Ss,h = h‘(y+ﬁ|(a,!ﬁ!)8

(5.2)

sonlu olacak sekilde f € C* (R ¢) fonksiyonlarindan olusur. Burada supremum tiim e, 8 € N¢
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ve x € R 2 iizerinden alinmaktadir. s > so > § ise

Ss,(RY) 5 (RY) 58(RY) e S(RY) > ' (RY) S/(RY) -3/ (RY) — S (RY),

S0

(5.3)
stirekli gommeleri saglanir. Burada A < B ile A C B siirekli gdommesi gosterilmektedir.

1

Tanim 5.7.2. R iizerinde bir agirlik fonksiyonu wo € Ly (R 4y ve w0 € Ly (R )

kosullarini saglayan pozitif wo fonksiyonudur. Eger R ¢ iizerinde pozitif bir v agirligi ve
bir C > 1 sabiti
wo(x +y) < Cwp(¥)vo(y),  x,yeR?

olacak sekilde varsa wq fonksiyonuna vy moderate denir. R ¢ iizerindeki tiim moderate agir-
liklarin kiimesi P (R 9) ile gosterilecektir. 2% (R ¢) ile r > 0 olmak tizere

wox+y) < ng(x)erly‘, x,yeR4
kosulunu saglayan tim w € g (R ¢) agirliklarinin kiimesi 2(R 9) ile de
wx+y) < Cwlx)(1+yD", x,y eR9
olacak sekildeki tiim w € P (R ¢) agirliklarinin kiimesi gosterilecektir. Burada,
PR c PR Cc Pr(RY)
saglanir.

Bu ¢alisma kapsaminda asagida tanimlayacagimiz Pilipovié H,, (R ¢) ve duali olan H (R )
uzaylari da kullanilmugtir.

Tanim 5.7.3. Pilipovi¢ uzay1 H, (R 9) = H,, (R ¢) ve bazi r > 0 igin

lcp(a)] rlalg1=2 (5.4)
kosulunu saglayan tiim
f= > ep(@ha (5.5)
aeNd

Hermit seri acilimlarinin kiimesidir. Burada %4, @ > 0 mertebeden Hermit fonksiyonudur ve
agagidaki gibidir
he(x) = 1% (=Dl 2lelg) 23 1xP (gae-Ixy 4 e N9,
Benzer sekilde, ?{b’ (R d), her r > 0 igin
lep(a)] < rlelat? (5.6)

kosulunu saglayan (5.5) deki tiim Hermit seri acilimlarinin kiimesidir.
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Pilipovi¢ uzaylar1 ve Gelfand-Shilov uzaylar1 arasinda agagidaki iligki vardir.
Hy(RY) = SipRY) = Z(RY) = S(RY) > SR
ve i
'R = SIRY) = TR = S ,(RY) = H/(RI), s> 5

Tamm 5.7.4. @ bir Young fonksiyonu ve rg € (0, 1] olsun. Bu durumda, ®(z) = ®(#'0),
¢t > 0 fonksiyonu r¢ Young fonksiyonu veya yar1 Young fonksiyonu olarak adlandirilir.

Q C R4, (Q, X, ) Borel 6l¢ii uzay1 ve wg € Pg (R %) olsun. @ bir yar1 Young fonksiyonu
olmak iizere, Lg’)o () yar1 Orlicz uzay1

|/ (x)wo (X)|
L1, L = infq1>0: Q/ (f) du(x) < 1¢ < +oo

olacak sekildeki tiim y dl¢iilebilir f : Q — C fonksiyonlarinin uzayidir.

Tanm 5.7.5. j = 1,2 i¢in Q; C R % olmak iizere, (Q;,X;, uj) Borel 6lcii uzaylari, ro €
(0,1], ®; ro Young fonksiyonu ve w € Pr (R 4*%) olsun. Bu durumda agirlikl karigik yari
norm Orlicz uzayi L( N ;D2 = LC(D(L’SZ (U1 ® u2)

||f||L;D1»)<P2 = lfi,wllpe: <+
olacak sekildeki tim f : Q) X Qp — C, u; ® u, olciilebilir fonksiyonlarinin uzayidir. Burada

frw(2) = 1f L x2)w(x2) | Lo
seklindedir. Eger ro = 1 ise L((D(L ’;D 2(p1 X pp) Banach uzayi elde edilir ve agirlikli karigik
normlu Orlicz uzay1 olarak adlandirilir.
Tanim 5.7.6. ®,®;, P, yar1 Young fonksiyonlari olsun. Agirlikli Orlicz modiilasyon uzay1
M, (R4) ve MEP (R )

ME (RY) = {f e HJ(RY) : Vo f € LT, (R} (5.7)

ve
MESP (R = (f e H)(R) : Vo f € LI (R?)) (5.8)

ile tanimlanir. M (q)w) (R4 ve M ED(:;Dz (R 9) iizerindeki yar1 normlar, sirasiyla

1£llsge, = WVaflio (59)

ve
11082 = Vo fll o101 (5.10)

ile verilir.
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Uyan 5.7.7. {ey,es,...,e4}, R 4 nin standart tabani olmak iizere
A={njej+ --+ngeq: (n1,...,ng) €24 ve A> = AxA = {(m,n) e RIxR% :m,ne A} (5.11)

ile tanimlanir.
@, @, yar1 Young fonksiyonlar1 olsun. Agirlikli karigik yar1 norm Orlicz dizi uzay:

@;,D
G (22 = {a = (agn)ineza - IIallfzvl;wz < 400}

seklinde tanimlidir. Burada

||akn|| D)
||a||£,(<1>a1);q>2 =inf{1>0 : Z D, (T <1
k,nezd

seklindedir.

Tanim 5.7.8. w,v € P£(R?*?), w v-moderate, ¢,y € M! )(Rd) g>0ve A C R olsun.
Bu durumda,

(i) Analiz operatorii: C;’A )(R ) uzaymdan £ (o) (eA?) uzayma

Cotf = Vol (.0} jucen
bir operatordiir.

(ii) Sentez operatorii: D; A Z("" )(sA ) uzayindan M (]R 4) uzayma

Dite= Y c(j.0e (= j)

jrtesh
bir operatordiir.
(iii) Gabor ¢ergeve operatorii: S‘9 A M°° )(R ) lizerinde
Seuf= D, Vel (j.0e (- )
joteeA
bir operatordiir.
Bu kisimla ilgili temel teoremi agagidaki gibi verelim.

Teorem 5.7.9. Her bir ¢ > 0, @, ®, yar1 Young fonksiyonlar, w,v € Pg(R??), w v-
moderate ve ¢, € M (rg)(R 4) Gabor atomlar1 dual kanonik pencereleri M(rg) (R ) icinde
olacak sekilde verilsin. Bu durumda agagidakiler saglanir.

(i) Analiz operatorii CZ, Mz};‘)’q)z (R ) uzayindan Kf)u‘) ’)(Dz (£Z2?) uzayina siireklidir ve

IC5 A1 o102 < Cllfllymions f € M (R ) (5.12)
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saglanir. Burada, C > 0 sabiti g, rg, w ve ¢’ye baghdir.

(i) Sentez operatorii D, 5?:‘))@2 (Z %) uzayindan M @1, (D2 (R %) uzayina siireklidir ve

IDGellyo0: < Cllelmen. ¢ € () (5.13)

saglanir. Burada, C > 0 saibiti &, rg, w ve ¢’ye baghdir.

Teorem 5.7.10. @, ®; yar1 Young fonksiyonlart, w,v € Pg(R 2d ), w v-moderate olsun ve
VS M(rg) (R 4) olmak iizere & > 0 sayisin

{0 =Bk keeza Ve (W =)} reeza (5.14)
birbirlerinin dual gercevesi olacak sekilde secelim. Bu durumda asagidakiler saglanir.
(i) Gabor cergeve operatorii S z v = Di oC (‘Z M f)ul) ’)(DZ (R 9) iizerinde birim operatordiir.
(i) Eger f € M‘I" ®2(R 4) jse

D Vel e -k = D (Vef)k e y(- k)

k,keeZd k,keeZd

olur. & (R 29), L®1-®2(R 29)’de yogun oldugunda ya da aksi durumda, Mg, (R 4y deki
yakinsaklik zayif * oldugunda M d)‘ d)z (R 9) iizerinde kosulsuz yakmsaktlr

Ayrica, eger f € M‘D] 2 (RY) ise
C71||f||M;1’1;‘1’2 < ||{(V¢f)(k, K)}k,KEEZd”[(q)l;q)Z < C||f||M(<1>1;q>2 (5.15)

olur. Burada, C > 0 sabiti sadece &, rg, w ve ¢’ye baghdir. Benzer durum, y yerine ¢
alindiginda da gecelidir.

Simdi, M q)‘ (DZ (R4) uzaymin ¢; ve ¢, pencere fonksiyonlarinin segiminden bagimsiz
oldugunu gosteren asagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.7.11. &, ®, yar1 Young fonksiyonlari, w,v € Pg(R??), w v-moderate, ve ¢ €

r" (R 4y dual penceresi de M 1o (R 4 uzayinda olan pencere fonksiyonu olsun. Bu durumda,
f — ||V¢f|| ml ch olur ve f ”V‘?’f”W(L‘Dl mz) )4 (Rd) iizerinde yart normdur ve f
||f|| q)l q>2 ile denktlr

Teorem 5.7.12. w € P (R %) olsun ve ®; and ¥, yar1 Young fonksiyonlari i¢in lirg gzg; ,
t—0*

k = 1,2 var ve sonlu olsun. Bu durumda,
0 [<P1 @, (Z Zd) s 5‘1’1 ¥ (Z Zd)

(ii) M'I’l d’z(R d) MR M‘Fl ‘Fz(Rd)
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gecerlidir.
Modiilasyon uzaylarinda kapsamalarla ilgili asagidaki sonucu verelim.

Teorem 5.7.13. ®;,%¥;, j = 1,2, yar1 Young fonksiyonlari ve w € Pg(R2?) olsun.
Asagidakiler denktir.

@) MO R € MR,
(if) €022 € (2,
(i) bir 79 > 0 sayis1, her 0 < ¢ < #g igin W;(r) < C®P,(r) olacak sekilde vardur.
Kompaktlikla ilgili agagidaki gerek ve yeter kosulu verelim.

Teorem 5.7.14. wi,w> € Pg(R24) olsun. Bu durumda, i : M*"®2(R9) — MCI)l CI)Z(R )

(w1)
icerme doniigiimiiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul lim w2 X)

o o () = =0 olma51d1r

Son olarak, Bargmann doniisiimii ve Orlicz modiilasyon uzay ile ilgili asagidaki sonuglari
verecegiz. Ilk olarak Bargmann doniisiimiinii hatirlatalim. d boyutlu Bargmann cekirdegi

1
Wa(z.y) =7 % exp (—§(<z, O+ P +22 ). yerd zec

ile tanimlidir. Burada,
(z,w) = szwj, z2=(21,-,zq) €C% vew = (wy,--- ,wyq) € C?

seklindedir.
Bir f € S{/z (R %) fonksiyonunun B, f Bargmann doniisiimii (B4/)(z) = (f, Wa(z,"))
seklinde tanimlidur.

Tanmm 5.7.15. ®; ve @, yart Young fonksiyonlart olsun. B((I)J)’;I) 2(c?), ¢4 iizerinde

|| Fl| z01:®2 < oo olacak sekildeki tiim dlgiilebilir £ fonksiyonlarinin kiimesi olsun. Burada,
()

”F”B?)l;% = ||F€I>1,w||L‘1>2(Rd)
w

ve

seklindedir. Ayrica, ACI)l CI)Z(Cd) = ‘(I)Lj)’;b 2(C%) N A(C?) olsun. O halde ®; ve ®, yar1 Young

fonksiyonlar1 @ (1) = & ve ®, (1) = & olarak secildiginde Bf;)q) = B‘(DLL;D 2 ve Aqu) = A‘(DLL;D 2
q)l 4)2 LP q

olur. Bu ise L olmamdlr

Teorem 5.7.16. w, R ¢ ~ C¢ iizerinde bir agirlik fonksiyonu ve ®;, ®, yar1 Young fonksi-
yonlar1 olsun. Bu durumda, asagidakiler saglanir.
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@) A(Dl (DZ(Cd) BCD1 ®2(cdy ve M‘b' P2 (R 4) yar1 Banach uzaylaridir.

(i1) Bargmann doniisiimii M CD‘ <I>2 (R“4)den Aq)] ®2(cdy’ ye izometrik ve bijektif bir donii-
stimdiir.

5.8 ORLICZ MODULASYON UZAYLARINDA SOZDE DIiFERANSIYEL OPERA-
TORLER

Yukarida 5.7 kisminda verilen sonuglarin devamu niteliinde olan [45] ¢calismasinda Yar: Ba-
nach Orlicz modiilasyon uzaylarinda sozde diferansiyel operatdrlerinin siirekliligi incelenmistir.
Verilen sembol ve kavramlar 5.7 kisminda verilen sembollerdir.

Tanim 5.8.1. M(d, Q), bilesenleri Q dan olan d X d-matrisler, s > 1/2, a € S¢(R?%) ve

A € M(d,R) olsun. Bu durumda, sozde diferansiyel operator f € Sy(R ) i¢in Op4(a)
S (R 24) iizerinde

(Opy(a) f)(x) = (zﬂ)_d/ / a(x — A(x = y),8) f(y)e! ¥ €) dyde

seklinde taniml1 lineer ve siirekli bir operatordiir. a € S (R 2¢) ise sozde diferansiyel operator
Op,(a), S¢(R %) uzayindan S, (R ¢) uzayina

Kaa(x,y) = Q)" (Fy a)(x — A(x - y),x - y)

ile verilen distribiisyon cekirdegiyle tanimli lineer ve siirekli bir operatordiir. Burada, % F,
F(x,y) € S.(R??)nin y degiskenine gore kismi Fourier doniisiimiidiir.

Simdi, ana teoremi vermeden Once agirlik fonksiyonlari i¢in asagidaki kosulu verelim.

w2(x’ é:)

Swx+A(y-x),n+A(E-n),E-n,y—x). (5.16)
w1(y,n)

Burada, A*, A matrisinin transpozudur.

Teorem 5.8.2. A € M(d,R ), ®, D, yar1 Young fonksiyonlari, w € Pg(R 4‘l) Ve w1, Wy €
PE(R2?) (5.16) kosulunu saglasin ve bir a € ME’Z’)S"(R 2dy olsun. Bu durumda Op 4(a),

21 (R ) uzayindan X/ (R ¢) uzayina operatorii M?u‘);?z (R ) uzayindan M?Zl)fz (R ¥) uzayma
tek sekilde siirekli olarak genisletilebilir ve

< oo,
HOPA(@ g2 5.0) gy 2 .0y S Nllagoo

saglanir.

Teorem 5.8.3. A € M(d,R ), @) Young fonksiyonu, @, @ 1n tamlayan Young fonksiyonu

ve @, linol ﬁ < 400 kosulunu saglayan yar1 Young fonksiyonu, w € Pg (R *?) ve wi, w, €
t—0*

PE(R2) (5.16) kosulunu saglayan agirlik fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda, asagidakiler
gecerlidir.
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(i) Egerbira € MED‘?)) (R24) ise Op4(a), M(‘wl)(R 4 uzayindan M, (R ) uzayina ope-

ratorii M i‘zl ) (R %) uzayindan M ?‘22> (R 9) uzayina tek tiirlii siirekli olarak genisletilebilir
ve

10Pa@ 5

(w

@

< llall o
o M0 (R2)

(Rd)

saglanir.

(i) Eger a € M?’w) (R24) ise Op4(a), lel) (R %) uzayindan M("‘L’uz) (R %) uzayina ope-
ratorii M E"’wl ) (R 4) uzayindan M Ebwz) (R ¢) uzayna tek tiirlii siirekli olarak genisletilebilir
ve

| OPA(a)”M(wwl) (Rd)_’M(@wz)(Rd) < ||Cl||M(<1>w) (R2d)

saglanir.

5.9 YEREL KOMPAKT GRUP UZERINDE TANIMLI AGIRLIKLI ORLICZ UZAY-
LARININ AMALGAM UZAYLARI

Wiener amalgam uzaylari, yerel ve evrensel bilesen olarak adlandirilan iki Banach uzayinin
harmanlanmasiyla elde edilen karisik norma sahip bir fonksiyon uzayidir. ilk amalgam uzay-
lari, N. Wiener’in harmonik analiz alanindaki ¢calismalarinda ortaya ¢ikmustir [54, 55, 56]. Bu
calismalarda, R reel sayilari iizerinde tamimli yerel ve evrensel bilesenleri L', L2, L* Lebes-
gue uzaylari olan W(L!, L?), W(L?, L"), W(L', L*) ve W(L*, L") uzaylar1 caligilmustr.

Literatiirde, amalgam uzaylarina ait pek ¢ok calisma mevcuttur ve ¢cogunlukla Lebesgue
uzaylan i¢in ¢aligildigt goriilmektedir. Bu ¢aligmalar, Wiener tarafindan verilen sonuglarin
genellestirilmesi iizerine olmustur. Ancak, bu uzaylara ait en genel tanim ve kapsaml ¢alig-
malar H. G. Feichtinger tarafindan 1980 yilinda yapilmigtir [14]. Boylece, Wiener amalgam
uzaylari, zaman-frekans analizi, 6rneklem teorisi ve dalgacik teorisi gibi matematiksel analiz
ve miihendislik alanlarinda oldukga kullaniglt bir ara¢ olmugtur.

Wiener amalgam uzaylari, Lebesgue uzaylarindan daha zengin ve karmagik bir yapiya
sahip olan Orlicz uzaylarina genellestilmesi olan kapsamli yap1 [2] caligmasinda incelenmigtir.
Bu calismada, G bir yerel kompakt grup olmak iizere, ®;, ®, Young fonksiyonlar1 ve G
iizerinde tanimh w agirlik fonksiyonu ile belirlenen, yerel bileseni L®'(G) Orlicz uzay: ve
evrensel bileseni Lff(G) agirlikli Orlicz uzay1 olan W(L®'(G), Lff(G)) Wiener amalgam
uzaylarinin girisim ¢arpimina gére Banach cebiri, Banach modiilii yapist ve soyut harmonik
analizi ayrintili olarak caligilmistir.

Ote yandan, zaman-frekans analizinde 6nemli yere sahip olan afin gruplar 6zel bir yerel
kompakt grup 6rnegidir. Bir A = R* x R afin grubu iizerinde tanimhi W(L®(A), L'(A)) ve
W(L®(A), L®(A)) Orlicz amalgam uzaylarma iliskin yap1 [3] calismasinda incelenmistir.

Bu ¢alismada, A = R* x R afin grup iizerindeki ¢arpma iglem

(a,b)(x,y) = (ax, g + y)

seklindedir. Buna gore, A afin grubun birim elemani ve terslenebilir elemanlari, (a, b) € A
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icin
|
e=(1,0), (a,b)"'= (—,—ab)
a

ile verilir. Bu ¢arpma islemine gore A afin grubu degismeli olmayan bir gruptur. Ayrica, A
iizerindeki sol Haar ol¢iisii du = %dy olur.

W(L®(A), L' (A)) ve W(L®(A), L*(A)) Orlicz amalgam uzaylar1 asagidaki gibi tanim-
lanir.

Tamim 5.9.1. Q C A ici bostan farkli kompakt bir alt kiime olsun. Bu durumda, W(L®(A),
L'(A)) afin grup iizerinde taniml Orlicz amalgam uzayi, her (x,y) € A igin f)((x o €

L®(A) ve kontrol fonksiyonu Fr(x,y) = FfQ(x, y) = ||fX(x,y)Q||Lq’(A) e L'(A) olacak
sekildeki f : A — C ol¢iilebilir fonksiyonlarin uzayidir. W(L®(A), L'(A)) uzay iizerinde

I fllweay, Liay) = ”FfQ”L‘(A) = “”f/\,/(x,y)Q”L‘D(A)”LI(A)
seklinde tanimlanan fonksiyon bir normdur.
Benzer sekilde tanimlanan W (L*(A), L®(A)) uzayi iizerindeki norm

Ifllw e ay, Loy = ”FfQ”Ld’(A) = ””fX(X’y)Q||L°“(A)||L¢(A)

ile verilir. Burada, kontrol fonksiyonu F fQ xy)=If X(x)0 llz~(a) € L®(A) seklindedir.
Bu ¢aligmada elde edilen sonuclardan bazilar1 agagida verilmisgtir.

Teorem 5.9.2. ® bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda, W(L®(A), L1(A)) ve W(L®(A),
L®(A)) uzaylar1 yukarida tanimlanan normlara gére sirasiyla bir Banach uzayidir.

Teorem 5.9.3. @ bir Young fonksiyonu ve Q € A i¢i bostan farkli kompakt bir alt kiime olsun.
Bu durumda, W(L®(A), L'(A)) ve W(L®(A), L*(A)) uzaylar1 Q kompakt kiimelerin
seciminden bagimsizdir.

Onerme 5.9.4. @ bir Young fonksiyonu olsun. Her f € W(L®(A), L(A)) ve g € W(L™(A),
L®(A)) igin asagidakiler gegerlidir.

(1) Lwapf € W(L®(A), L'(A)) olur ve

IL(a.p) fllwreay, Liay = Ifllw@e ), Lia))-
(i) La,p)g € W(LT(A), L®(A)) olur ve

IL(a.p)8llwir=ca), Loy = lIgllww=(a), o))

Burada, her (x,y) € A igin L, 4) f(x,y) = f((a, b)~'(x,y)) seklindedir.

Teorem 5.9.5. (®,¥) tamlayan Young fonksiyon cifti olsun. Eger @', (0) > 0 ve ¥’/1(0) > 0
ise
W(LP(4),LP(A4)) = LP(A)
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olur.

Simdi, literatiirde BUPU ad1 ile var olan, amalgam uzaylarina iliskin 6nemli bir kavrami
verelim.

Tanmim 5.9.6. [14, 17] Bir G yerel kompakt grup iizerinde tanimli {i;};e; fonksiyon ailesi
verilsin. Eger bu aile

@ Zyi=1,

ieJ

(i) sup [|¢illL> < oo,
ieJ

(iii) bir U € G i¢i bogtan farkli kompakt alt kiimesi ve x; € G elemanlart vardir ki, heri € J
icin
supp () € x;U,

(iv) her bir K € G kompakt kiimesi igin

sup#{ieJ|x ex;K} =sup#{j | ;K Nx;K # 0} < +oo
xeG ieJ

kosullarini sagliyorsa, {i; } ;< ailesine U biiyiikliigiinde ve {x; };c; noktalar1 ile iligkili birimin
sinirl diizgiin parcalanmasi (BUPU) denir.

W(L®(A), L'(A)) ve W(L®(A), L®(A)) amalgam uzaylari iizerinde afin gruba iligkin
asagidaki yapiya ihtiyacimiz olacaktir.
Bir & > 0 verilsin. O halde, &, j € Z igin, afin grubun kompakt alt kiimeleri
Bji = (X", 2khe™) 0y,
By = (", 2khe™)Qan
ile verilsin. Burada, Qj, = [e™", ") x [—h, h) seklindedir.

Teorem 5.9.7. @ bir Young fonksiyonu olsun. {¢ j}; kez bir BUPU olmak iizere, W(LP(A),
LY'(A)) ve W(L®(A), L®(A)) amalgam uzaylan iizerinde denk normlar , sirasiyla

2 sl Xy,

I llwzow), Liay) = ‘ ’
Li(A)

Jj.keZ
I lw=ca), Loa)) < Z ISl Lea)x g
jikez KllLea)

olur.

Ayrica, {Bjr}j kez ailesinin A afin grubunun bir pargalanmasi oldugu diisiiniiliirse,
agsagidaki sonug elde edilir.
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Sonuc 5.9.8. @ bir Young fonksiyonu olsun. Bu durumda, W(L®(A), L1(A)) ve W(L®(A),
L®(A)) uzaylar iizerinde, sirasiyla asagidaki norm denklikleri elde edilir.

I llwoa), Loy = MUfxg,, Iow))jrez o)

1A llw e cay, Loy =< ||(||fXBjk lz=(a))jkez lleoay-

Teorem 5.9.9. ® bir Young fonksiyonu ve @', (0) > 0 olsun. Bu durumda, W(L®(A), L' (A))
ve W(L®(A), L®(A)) uzaylar, girisim islemine gore birer L'(A) modiilii olur.

510 ORLICZ UZAYINDA HARDY-LITTLEWOOD MAKSIMAL OPERATORLERI

Harmonik analizin 6nemli operatorlerinden olan Hardy-Littlewood maksimal operatorleri
Orlicz uzaylarinda [46] caligmasinda kapsamli olarak incelenmisgtir.

Tanmm 5.10.1. Bir f : R” — C Lebesgue Olgiilebilir fonksiyonu her K € R" kompakt

kiimesinde sonlu ise yerel integrallenebilir fonksiyon denir. Boylece, yerel integrallenebilir

1

fonksiyon uzay1 L,

(R ™) ile gosterilir.

L

loc

! (R"):{f:R"—MC : félgiilebilirveVKgR"igin/|f(x)|dx<+oo}
K

seklinde tanimlanir.

Tanmim 5.10.2. f, R " uzayinda lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Keyfi x € R " i¢in
Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

1
Mpe=sup— [ 176=ylay 517

lyl<r
seklinde verilir. Ayrica, her f € LllOc (R™) vex € R™ igin

1
M, f(x) = ilil(; WQ('/ |f(y)Idy (5.18)

merkezi Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur. Burada Q(x, r), x merkezli r yarigaph
yuvari temsil etmektedir. Daha genel olarak

1
Mo () = sup o Q/ 17 )ldy (5.19)

merkezi olmayan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonudur.

Yukarida verilen maksimal fonksiyonlar goz oniine alinirsa, asagidaki dnermeyi verebili-
riz.
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Onerme 5.10.3. Bir ci,i €{0,1,2,3} sayilari, her x € R” igin
coMf(x) < ciMyf(x) < caMpf(x) < c3M f(x)
kosulunu saglayacak sekilde vardir.
Onerme 5.10.4. f, R" uzayinda l¢iilebilir bir fonksiyon olsun. Asagidakiler gecerlidir.

(i) Bir ¢; > 0 sayis1 vardir dyle ki her 2 > 0 ve f € L'(R") igin
perm M2 <2 [ rwlas
x:|f(x)]>a

olur.

(i) Bir ¢ > 0 sayis1 vardir dyle ki her 1 > 0 ve f € L'(R") icin
c
PR s> ) <2 [ 1l
x| f(x)]>A

olur.

Onerme 5.10.5. (X, A, ), o sonlu bir 6l¢ii uzay1 ve f pozitif lgiilebilir bir fonksiyon olsun.
O halde 0 < p < o0 igin

o)

/ P du(x) = p / P u(fr € X - |f )] > A))dd
X

0

esitligi saglanir. Bu esitlik Cavalieri ilkesi olarak adlandirilir.

Sonug 5.10.6. @ siirekli bir Young fonksiyonu olmak iizere

o)

/ ® o |f(0)]du(x) = / w({x € X : 17 (0] > ())é(r)d

X 0

ifadesi gecerlidir.

Teorem 5.10.7. (@, ¥) tamlayan Young fonksiyon cifti olmak iizere sirasiyla ¢ ve y fonksi-
yonlari ile iiretilsinler. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) Bir ¢; > 0 sayis1 vardir oyle ki her s > 1 icin

/@m < cr(ers),
1
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(ii) bir ¢, > 0 sayis1 vardir dyle ki her f € L'(X) icin

2 2r

/ DM (x))dx < c3+ 02 / B (el f () ).

0 0

Teorem 5.10.8. (®,¥) tamlayan Young fonksiyon ¢ifti olmak iizere, sirastyla ¢ ve  fonksi-
yonlart ile iiretilsinler. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) Bir c¢3 > 0 sayis1 vardir 6yle ki so > 1 ve her s > sg > 1 i¢in

@dr > capr(css),

0

(ii) bir c4 > 0 ve c5 > 0 sayist vardir dyle ki her £ € L' (R™) igin

/ W(eal () < c5 / £ () ) dx + s / O(Mf(x))dx,
R7 R~

Rn
(iii) herhangi bir f € L'(R") icineger M f € L*(R") ise f € L¥(R") olur.

511 ORLICZ UZAYININ GEOMETRIK OZELLIKLERIi

Bu kisimda, @ fonksiyonu bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere atomsuz (X, A, ) 6l¢ii uzay:
iizerinde tanimlanmug L® (1) Orlicz uzaylari igin bazi geometrik 6zellikler verilmistir. Notas-
yonda kolaylik acisindan Luxemburg normu ile donatilmig Orlicz uzayini, yani (L® (u), ||+ |lo)
ikilisi kisaca L? ile Orlicz normu ile donatilmig Orlicz uzaymm yani (L® (u), || - Ilg,) ikilisi ise
kisaca LY ile gosterilmistir. Yine, L® Orlicz uzayinin kapali birim yuvari igin B(L®), birim
kiiresi i¢in S(L®) notasyonu kullanilmistir. Ayrica, ® Orlicz fonksiyonunun kesin digbiikey
oldugu noktalarin kiimesi ise SCq ile gosterilmistir.

Banach uzaylarinin geometrisi fonksiyonel analizin 6nemli arastirma konularindan biridir.
Bu kapsamda Orlicz uzaylarinda tanimlanan farkli normlara gore disbiikeylik, yuvarlaklik gibi
geometrik ozellikleri [4, 5, 47, 51] ¢alismalarinda biitiinciil bir bakig acistyla ayrintili olarak
ele alinmustir.

Uyar: 5.11.1. R \ SCq kiimesi en fazla sayilabilir sayida agik araligin birlesimi halinde
oldugundan, SC¢ kiimesi kapalidir.

Uc noktalar kavrami, bir Banach uzayinin yuvarlaklik, piiriizsiizliik gibi baz1 geometrik
ozelliklerini caligmak i¢in onemli bir rol oynar. Bu kisimda, Orlicz uzaylarinin u¢ noktalari
icin bir 6l¢iit Luxemburg normu ve Orlicz normu ig¢in ayr1 ayr1 verilmigtir.

Uyar1 5.11.2. Bir X Banach uzayi i¢in, eger x € Ext B(X) ise x € S(X) olur.

Tanim 5.11.3. k* : L® — [0, +00) ve k** : L® — (0, +00] fonksiyonlart
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(i) k*(f) =inf{k > 0: Ip(kf) = 1},
(i) & (f) =sup{k = 0: Ip(kf) < 1}
seklinde tanimlanir.
Tamm 5.11.4. k* : L® — [0, +0) ve k** : L® — (0, +o0] fonksiyonlari
() k*(f) = inf{k = 0: Iy (e(k|f]) = 1},
(i) k™ (f) =sup{k > 0: Iy (p(k|f])) < 1}
seklinde tanimlanir.

Uyar 5.11.5. Burada herhangi bir f € L® (veya f € L®)i¢in k*(f) < k**(f) oldugu agiktur.
Dolayisiyla, bir f € L® (veya f € L®) icin K(f) := [k*(f), k™ (f)] # 0 olur.

Simdi, L® ve L? uzaylarmin ug noktalarinin karakterizasyonlarini elde etmek igin yar-
dimci1 olacak sonuglar1 verelim.

Lemma 5.11.6. Asagidakiler gecerlidir.
(i) Eger f € Ext B(L®) ise, k*(f) < co saglanr.

(ii) Eger f € B(L®) ve u({t € X : |f(t)| = co}) > Oise f € S(L®), k*(f) = k**(f) =1
ve Iop(f) < 1 olur.

(iti) EgerIo(f) = 1veu({t € X : f(t) € SCo}) > Oise f € S(L®) ve k*(f) = k**(f) =1
olur.

Lemma 5.11.7. Asagidakiler gecerlidir.
(i) Eger f € Ext B(L®) ise, yine k*(f) < oo saglanur.

(ii) Eger f € B(LY) ve u({t € X : | f(1)| = co}) > Oise f € S(LY), k*(f) = k™ (f) =1
ve Ip(f) = 0 olur.

Onerme 5.11.8. 2f = g + h olacak sekilde f € S(L®) ve g,h € B(L?) \ {0} olsun. Eger
k™ (g) = 400 ve k**(h) = 400 ise k™ (f) = +oo olur.

L® ve L® uzaylarinin ug noktalari igin karakterizasyonlar, asagidaki teoremlerle verilmis-
tir.

Teorem 5.11.9. Bir f € S(L®) alindiginda f € Ext B(L®) olmasi icin gerek ve yeter kosul
(i) hemen hemen her t € X icin | f(t)| = cp < +o0,
(ii) Ip(f) =1 ve hemen hemen her ¢ € X i¢in f(¢) € SCo

durumlarindan birinin saglanmasidir.

Teorem 5.11.10. Bir f € S(L®) verildiginde f € Ext B(L?) olmasi igin gerek ve yeter kosul
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@ k*(f) = k™(f) < +oo,
(i) hemen hemen her ¢t € X icin k*(f) f(t) € SCop
olmasidir.

Bir Z kompakt Hausdorff uzay1 lizerinde tanimli reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1
C(Z) olsun. X bir Banach uzay1 olmak iizere K (X, C(Z)) ile X uzayindan C(Z) uzayina giden
lineer kompakt operatorlerin uzayini gosterelim. Yine, X Banach uzaymin duali olan X* i¢in
B(X*) kiimesinin u¢ noktalarinin kiimesi Ext B(X*) ile gosterelim. Bir 7 € K(X, C(Z)) i¢in,
x € X ve z € Z olmak iizere (T'z)(x) = (Tx)(z) seklinde tammlanan T* : Z — X* siirekli
doniisiimiiniin varlig1 biliniyor [12]. O halde agagidaki tanimi verebiliriz.

Tamm 5.11.11. Eger T’ (Z) C Ext B(X*) ise T uygun operator olarak adlandirilir.

C(Z,X*) ve K(X,C(Z)) uzaylan izometrik oldugundan bir 7 € K(X,C(Z)) uygun
operatorii, bir u¢ operatordiir yani, bir bagka deyisle B(K (X, C(Z))) birim yuvarinin bir ug¢
noktasidir [12]. Ote yandan, Ext B(X*) kiimesi kapali ise, her bir z € Z icin

f € ExtB(C(Z,X")) & f(z) € ExtB(X")

denkligi gercekleneceginden her bir u¢ operatér de uygun operatdr olur [10]. Ancak,
Ext B(X*) kiimesi her zaman kapali olmak zorunda degildir.

Ornek 5.11.12. R 3 uzayim ele alahm. C = co({(£1,0, £1)}U{(0, y,z) : y*+z2 = 1}) olmak
iizere bir x € R 3 icin ||x|| = inf{r > 0 : x € r C} olsun. Eger (O, sin %,cos %) C Ext B(R?)

dizisi alinirsa, n — oo iken (O, sin %, cos %) —(0,0, 1) olur. Ancak (0,0,1) = %((l, 0,1) +
(=1,0, 1)) olarak yazildig1 icin (0,0, 1) noktast B(R ?) kiimesinin bir ug noktas degildir. O
halde, Ext B(R 3) kiimesi kapal1 degildir.

L® uzaymin ug noktalar kiimesinin kapalilig1 i¢in 6lgiit verirken kullanacagimiz bir diger
biiyiime 6zelligi agsagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 5.11.13 (I', Kosulu). Eger her u € SCqp N [0,cv] ve v € SCop igin yu(X) < oo
ve ®(u) < K.®(v) + y olacak sekilde ¢ > 1, K > 1 ve y > 0 sabitleri varsa, ® Orlicz
fonksiyonuna I', kosulunu sagliyor denir ve ® € I';, seklinde gosterilir.

Onerme 5.11.14. Bir ® Orlicz fonksiyonu I, kosulunu saglamasin ve Ext B(L®) kiimesi
kapali olsun. Her n € N i¢in a = min{u(Q), 1}, K, = %, cn = 1 +2*2) olmak iizere
D(u,) > K,®(v,) kosulunu saglayan (v,) ¢ SCo¢ ve (u,) C SCo N [0, c,v,] dizileri
verilsin. Bu durumda, p(X) = +co kosulu altinda (v,,) dizisinin sonlu sayidaki terimleri harig

D(v,) > 0 esitsizligi saglanir.

Teorem 5.11.15. Bir ® Orlicz fonksiyonu verilsin. Ext B(L®) kiimesinin kapali olmas icin
gerek ve yeter kosul @ fonksiyonunun I', kosulunu saglamasidir.

Asagidaki teorem ise L® uzaymin ug noktalar kiimesinin kapalilig1 igin bir &lgiit verir.
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Teorem 5.11.16. Ext B(L®) kiimesinin kapali olmast i¢in gerek ve yeter kosul her f € L®
icin k*(f) = k**(f) < +oo olmasidir.

Son olarak, geometrik 6zelliklerden biri olan yuvarlaklik kavramini verelim.

Tamm 5.11.17. Bir X Banach uzayi i¢in Ext B(X) = S(X) esitligi saglaniyorsa, X Banach
uzayina yuvarlak uzay denir.

Ornek 5.11.18.

(i) R ve C kendi iizerlerinde yuvarlak Banach uzaylaridir.

(i) (X, A, p) bir Olgii uzay1 olmak iizere 1 < p < oo i¢in L”(Q, A, u) Lebesgue uzayi
yuvarlak iken L'(X, A, u) ve L®(X, A, i) uzaylar1 yuvarlak degildir.

(iii) Z kompakt Hausdorff uzay1 iizerinde tanimli reel degerli ve siirekli fonksiyonlarin uzay1
C(Z) yuvarlak degildir.

Lemma 5.11.19. ®(cg) < +oo olacak sekilde, (—co, cep) aralig iizerinde kesin digbiikey
olmayan bir ® Orlicz fonksiyonu alinsin. Bu durumda, eger u(X) < oo ve her f € L® \ {0}
icin k™ (f) = co|| fI|=! ise L® (veya L®) Orlicz uzay: yuvarlak degildir.

Onerme 5.11.20. Eger ® € A, ise f € S(L®) olmasi icin gerek ve yeter kosul Io(f) = 1
olmasidir.

Simdi, Luxemburg ve Orlicz normlariyla donatilmig Orlicz uzaylarinda yuvarlaklik icin
ayri1 ayn Olgiitler verelim.

Teorem 5.11.21. L® Orlicz uzayimin yuvarlak olmasi icin gerek ve yeter kosul
(i) her f € L®\ {0} icin k*(f) = k**(f) < oo,
(i) SCo = (—ca, o),
(iii)) ® e Ay
olmasidir.
Teorem 5.11.22. L® Orlicz uzayinin yuvarlak olmasi igin gerek ve yeter kosul
(i) her f € L®\ {0} icin k*(f) = k™ (f) < oo,
(i) SCo = (—ca, co)

olmasidir.
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f(A)
7B
gof
sgn f
f*g

supp f

lim a,
n—oo

Jim £ (x)

Jim £

SIMGE DIiZiNi

Boliim 1

Dogal sayilar kiimesi

Tam sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

R veya C cismi

C \ {0} kiimesi

R \ {0} kiimesi

{z € C: |z] = 1} kiimesi

X fark Y kiimesi

Bir X kiimesinin tiim alt kiimelerinin ailesi
X ve Y kiimelerinin kartezyen ¢arpimi

A kiimesinin digbiikey zarfi

Sonlu kesisim, sayilabilir kesisim, keyfi kesisim

Sonlu birlesim, sayilabilir birlesim, keyfi birlesim

A C R kiimesinin en biiyiik eleman:

A C R kiimesinin en kii¢iik elemant

A C R kiimesinin en kiiciik iist sinirt

A C R kiimesinin en biiyiik alt sinir1

A kiimesinin eleman sayist

A kiimesinin igi

A kiimesinin kapanis kiimesi

A kiimesinin f fonksiyonu altinda goriintii kiimesi
B kiimesinin f fonksiyonu altinda ters goriintii kiimesi
f ve g fonksiyonlarinin bilegkesi

f fonksiyonunun isareti

f ve g fonksiyonlarinin girigim iglemi

f fonksiyonunun Fourier doniislimii

f fonksiyonunun destegi

(ap) dizisinin limiti

f fonksiyonunun a noktasindaki limiti

f fonksiyonunun a noktasindaki sol limiti
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i, 7@
01D
(X,d)
(X,7)
B(xo,r)
Blxo,r]
S(xo,7)

(X, A, p)
B(X)

LP (X, A, 1)
L¥(X, A, 1)
C(X)
Ce(X)
Co(X)
Cp(X)

f'(w
fi(u
fL(w)

an / a
an \ a

R+
R™

Oy < D
Dy << D
D) K Oy
D, < Py
D) ~ Dy

f fonksiyonunun a noktasindaki sag limiti

Normlu uzay

Metrik uzay

Topolojik uzay

xo merkezli r yaricaph a¢ik yuvar

xo merkezli r yarigaph kapali yuvar

xo merkezli r yarigapl yuvar yiizeyi

Olgii uzay1

X Hausdorft uzayi iizerindeki Borel o-cebiri

Lebesgue uzay1 (1 < p < o)

X lizerinde taniml esasen sinirli fonksiyonlarin uzay1

X tizerinde tammli K degerli siirekli fonksiyonlarin uzay1
X lizerinde tamiml kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin uzay1
X lizerinde tamiml sonsuzda sifir fonksiyonlarin uzay1

X tizerinde tanimli siirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi

Boliim 2

f fonksiyonunun u noktasindaki tiirevi
f fonksiyonunun u noktasindaki sag tiirevi

f fonksiyonunun u noktasindaki sol tiirevi

Boliim 3
(ap) dizisi a’ya artarak yakinsar
(ap) dizisi a’ya azalarak yakinsar
[—o0, +00] kiimesi
[0, +00) kiimesi
(=00, 0] kiimesi
Young fonksiyonu
® fonksiyonunun tamlayan
@ fonksiyonunun sag tiirevi
Y fonksiyonunun sag tiirevi
@ fonksiyonu @, fonksiyonunundan daha kuvvetlidir
@, fonksiyonu @, fonksiyonunundan esasen kuvvetlidir
@, fonksiyonu @, fonksiyonunundan tamamen kuvvetlidir
@, fonksiyonu @, fonksiyonunundan daha hizl artar

Dy <D ve D) < D)y
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0]

Normallestirilmis Young fonksiyonu

Boliim 4
e / D(|f|) < +oo kosulunu saglayan A-6l¢iilebilir f fonksiyonlarinin kiimesi
X
Bo / ®(g) < 1 kosulunu saglayan g € L® elemanlarinin kiimesi
X
L® (n) Orlicz uzay1
Iflle : fe€ L‘D(p) elemaninin Luxemburg (Gauge) normu
lfllg : fe€ L® (u) elemaninin Orlicz normu
x
Boliim 5
A=R*xR Afin grup
{Yities BUPU fonksiyon ailesi
f®g f ve g fonksiyonlarinin biikiilmiis girisim islemi
Mf Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
M f Merkezi Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
M, f Merkezi olmayan Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu
Ly x ile sol oteleme operatorii
Baf Bargmann doniistimii
Opala)f Sézde diferansiyel operator
L ll oc R ) R " iizerinde tamml1 yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1
L? Orlicz normu ile donatilmis Orlicz uzay1
L‘Z (G) Agrlikli Orlicz uzay1
t’g Agirlikli Orlicz dizi uzay1
L((D‘i) ’)q) 2(R29) Agirhikli karigik yar1 norm Orlicz uzayi
14 ((Dal) ,;1)2 (z 2d) Agirlikli karigik yar1 norm Orlicz dizi uzay1
M2P2(Rr ) Agirlikli Orlicz modiilasyon uzay1

(w)
W(L®(G), L*(G))

M(L¥(G).L*(G))
SCo

B(L®)

S(L®)

(L2(G). ®)
Z%(G,c*)
ZL(G.C")

Orlicz uzaylarinin Wiener amalgam uzay1

LY () uzayindan L®(G) uzayina giden ¢arpanlar uzay1

® Orlicz fonksiyonunun kesin digbiikeylik noktalarinin kiimesi
L® Orlicz uzayimn kapali birim yuvari

L® Orlicz uzayrmin birim kiiresi

Biikiilmiig Orlicz cebiri

Normallestirilmis 2-es ¢cevrim fonksiyonlarin uzay1

G iizerinde tammli C* degerli sinirh es ¢evrim fonksiyonlarin uzayi
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SR
Ss(RY)
(R D)
Hy,(RY)

K(X.C(2))

Schwartz uzay1
Roumieu tip Gelfand-Shilov uzay1
Beurling tip Gelfand-Shilov uzay1
Pilipovi¢ uzay1

X uzaymdan C(Z) uzayma giden lineer kompakt operatorlerin uzay1
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A ikili modiilii, 34
A’ kosulu, 76

A? kosulu, 86

A; kosulu, 71

A3 kosulu, 83

'y kosulu, 144

4 hemen hemen her yerde, 10
V’ kosulu, 76

V2 kosulu, 87

V, kosulu, 71

V3 kosulu, 83

o cebiri, 8

o kompakt uzay, 6
o sonlu dlcii, 9
o sabiti, 117

ag sabiti, 74

bg sabiti, 74

co sabiti, 117

acik kiime, 4

acik yuvar, 7

acik komsuluk, 3

afin grubu, 137

agirlik fonksiyonu, 112

agirlikl karigik yar1 norm Orlicz uzayi, 132

agirlikli Orlicz modiilasyon uzayi, 132

agirlikli Orlicz uzayi, 112

alt vektor uzayi, 15

alt yarn siirekli fonksiyon, 6

analiz operatori, 133

aperiyodik eleman, 128

agir1 grubun merkezi, 126

agir1 grup (hypergroup), 126

atom, 10

atomsuz Ol¢ii uzayi, 10

ayrik (veya kosegensel) asir1 dongiisel
operator, 127

ayrik (veya kosegensel) topolojik gegisli, 127

ayrik topolojik karistiran, 127

ayrilabilir uzay, 5

DIiZIN

Banach cebiri, 33

Banach modiilii, 34

Banach uzay1, 16

Bargmann doniigiimii, 135
Beppo-Levi Teoremi, 11

Beurling tip Gelfand-Shilov uzayi, 130
birim kiire, 16

birimin sinirli diizgilin pargalanmasi, 139
birimli cebir, 33

birinci sayilabilir uzay, 4
Borel o cebiri, 10

Borel kiimesi, 10

Borel dlciisii, 10

BUPU, 139

biikiilmiis girigim, 122
biikiilmiis Orlicz cebiri, 122

Cauchy dizisi, 7
Cavalieri ilkesi, 141
cebir, 33

carpan, 125

carpim topolojisi, 5

daha hizli artan Young fonksiyonu, 65
daha kuvvetli Young fonksiyonu, 65
degismeli cebir, 33

dengeli kiime, 14

denk norm, 139

dig olgt, 10

digbiikey bilegen, 14

digbiikey fonksiyon, 37

digbiikey kiime, 14

disbiikey zarf, 14

Dirac olciisii, 9

distribiisyon ¢ekirdegi, 136

dual grubu, 29

diizgiin integrallenebilirlik, 51
diizgiin siirekli, 42

esasen kuvvetli Young fonksiyonu, 65
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esasen sinirli ve dl¢iilebilir fonksiyonlar Lipschitz kosulu, 42
kiimesi, 17 logaritmik digbiikey (log-digbiikey) fonksiyon,
evrensel bileseni, 137 45

Luxemburg (gauge) normu, 102
Fatou Lemmasi, 11

fonksiyonun destegi, 11 metrik, 6

Fourier doniisiimii, 32 metrik uzayi, 6

Fubini Teoremi, 12 metriklenebilir uzay, 7
Minkowski Egitsizligi, 21

Gabor ¢ergeve operatorii, 133 moderate fonksiyon, 131

Genellestirilmis Holder Esitsizligi, 20 modular fonksiyon, 27

Girigim i¢in Young Esitsizligi, 29 Monoton Yakinsaklik Teoremi, 11

B mutlak digbiikey kiime, 14
Haar olciisti, 27

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu, 140 N fonksiyonu, 61
Hausdorft uzayi, 3 norm, 14
Hermit seri acilimi, 131 norma gore yakinsama, 15
homeomorfik uzaylar, 5 normallestirilmis 2 es ¢evrim fonksiyon, 121
homeomorfizma, 5 normlu cebir, 33
Holder E§lt§llegl, 18 normlu uzay, 15
normlu uzay izometrisi, 15
i¢ nokta, 4
i¢ ol¢ti, 10 olasilik ol¢iisii, 9
icbiikey fonksiyon, 37 Orlicz amalgam uzaylar1, 137
iki noktadan gegen dogru pargasi, 14 Orlicz fonksiyonu, 117
iki noktay1 birlestiren dogru pargasi, 14 Orlicz normu, 103
ikinci sayilabilir uzay, 4 Orlicz uzayt, 95
injektif modiil, 124 ortalamali (amenable) grup, 121
izometri, 7 ortalamal cebir, 122
izometrik metrik uzaylar, 7 Oklit metrigi, 7
izometrik normlu uzaylar, 15 OKklit uzay1, 7

e olci, 9
Jensen Esitsizligi, 49 Sleiilebilir doniigiim, 117
kapali kiime, 4 oOl¢iilebilir fonksiyon, 10

kapah yuvar, 16 oOl¢iilebilir kiime, 8

kapanig, 4 olgiilebilir uzay, 8
kat1 (solid) uzay, 25

kesin digbiikey fonksiyon, 37

periyodik (veya kompakt) eleman, 128
Pilipovi¢ uzayi, 131

kompakt, 5 projektif modiil, 123
kompakt destekli siirekli fonksiyonlarin uzayz,

11 Radon ol¢iilerinin uzayi, 126
komsuluk tabani, 4 regiiler A (veya V) kosulu, 91
kontrol fonksiyonu, 138 regiiler ol¢ii, 10

Riesz Temsil Teoremi, 11

Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi, 12 Roumieu tip Gelfand-Shilov uzay1, 130

Lebesgue uzay1, 16
limit (y1g1lma) noktasi, 4 sag A modiilii, 34
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sag Banach modiilii, 34

sayma Olciisii, 9

sentez operatorii, 133

sifir kiimesi, 10

sinirlt fonksiyon, 39

singiiler olmayan doniigiim, 118

skaler degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi, 15
sol A modiili, 34

sol Banach modiilii, 34

sonlu dl¢ii, 9

sonsuzda sifir fonksiyon, 25

sozde diferansiyel operatdr, 136

siirekli fonksiyon, 5

stirekli ve sinirli fonksiyonlarin uzayi, 33
siirlt es ¢cevrim fonksiyonlarin grubu, 121

taban, 4

tam metrik uzay, 7

tamamen kuvvetli Young fonksiyonu, 65
tamlayan Young fonksiyon ¢ifti, 57
tamlayan Young fonksiyonu, 57

Tietze Teoremi, 6

Tonelli Teoremi, 12

topoloji, 3

topolojik grup, 26

topolojik uzay, 3

torsiyon eleman, 128
tiimiiyle atomik ol¢t, 10

u¢ nokta, 14

unimodular grup, 27
Urysohn Lemmast, 5
uygun operator, 144

iist yar siirekli fonksiyon, 6

Wiener amalgam uzaylari, 137

yaklagik birim, 33

yar1 norm, 15

yar1 Orlicz uzay1, 132

yar1 Young fonksiyonu, 132

yerel bileseni, 137

yerel integrallenebilir fonksiyon, 140

yerel integrallenebilir fonksiyon uzayi, 140
yerel kompakt degismeli grup, 26

yerel kompakt grup, 26

yerel kompakt topolojik uzay, 6

yogun kiime, 5

Young Esitsizligi, 17

Young fonksiyonlar1 i¢in Young esitsizligi, 57
Young fonksiyonu, 56

yuvarlak Banach uzayi, 145
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