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LisTA DE siMBOLOS
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@(n): func¢io de Euler para o inteiro n
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X: conjugado complexo do elemento x

Dy: discriminante absoluto do corpo K

Try: trago em relagdo a extensdo /KK

Ny k: norma em relagdo a extensio L/K

irr(a, K): polindémio irredutivel de a sobre K
ker(f): ntcleo do homomorfismo f

< ay,...,a, >: ideal gerado por a1, ..., a,
Gal(L/K): grupo de Galois de L/K

alb : adivideb

0O,,(a) : ordem de a médulo m, com mdc(a, m) = 1
D(p) : grupo de decomposigio com relagio a p
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S8(A) : densidade de centro do reticulado A
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INTRODUCAO

Em um sistema de comunicagio digital, o objetivo é transmitir
dados de uma fonte até um usuério. O meio usado para esta trans-
missdo é chamado de canal e pode ser um cabo coaxial, fibra 6ptica,
a atmosfera (no caso de ondas de radio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte s3o sim-
bolos de um alfabeto A. Como cada simbolo tem sua probabilidade
de ocorréncia, estes dados sdo processados pelo codificador de fonte,
com o objetivo de eliminar redundéncia, ou seja, tornar os simbolos
equiprovaveis e desta forma compactar a informagio.

As sequéncias geradas pelo codificador de fonte sdo entdo pro-
cessadas pelo codificador de canal, que introduz redundéncia, ge-
rando sequéncias de simbolos de A que sdo chamadas de palavras
cédigo. Para a transmissdo, o modulador associa a cada palavra c6-

digo x um simbolo analégico, que é entdo enviado pelo canal.

A imperfei¢io do canal gera distor¢des e o sinal recebido nem



18 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

sempre coincide com o enviado. O demodulador faz entéo a melhor
estimativa, fornecendo uma sequéncia r de simbolos de A. Devido
ao ruido, é possivel que r ndo seja uma palavra cédigo. Entdo o de-
codificador de canal associard uma palavra c6digo, que é a melhor
estimativa. Finalmente, o decodificador de fonte associara a esta pa-
lavra codigo a suposta sequéncia original de simbolos enviada. O

diagrama abaixo ilustra o processo.

— ’ Codif. de Fonte ‘ — ’ Codif. de Canal ‘
l

1

Ruido —

1

}
’ Usudrio ‘ — ‘ Decodif. de Fonte ‘ — ’ Decodif. de Canal ‘

Cada uma destas etapas gerou grandes areas de pesquisa, que se
desenvolveram, de certa forma, independentemente.

A teoria dos codigos corretores de erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), no qual foi demonstrado o Te-
orema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado diz
que para transmissio de dados abaixo de uma taxa C (simbolos por
segundo), chamada de capacidade do canal, é possivel obter a pro-
babilidade de erro tdo pequena quanto se deseja através de codigos

corretores de erros eficientes.
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A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no
caso de valores altos da relacdo sinal-ruido (SNR), um cédigo de
bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco (AWGN),
limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais
dentro de uma esfera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre em-
pacotamento esférico e Teoria da Informagio.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no
espaco euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento

esférico 6 satisfazendo

5> g(?

onde ¢ é a funcio zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
—logy,6 > —1. (1)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar coédigos corretores de er-
ros para construir empacotamentos esféricos densos no R", Conway
eSloane (199) provaram que reticulados satisfazendo a cota de Min-
kowski, dada pela Equacéo (1) sdo equivalentes a codigos atingindo
a capacidade do canal.

O problema classico do empacotamento esférico consiste em en-
contrar um arranjo de esferas idénticas no espaco Euclidiano n-di-
mensional de forma que a fracdo do espaco coberto por essas esferas
seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versdo euclidiana

do 18> Problema de Hilbert, proposto em 1900.
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Dentre os métodos de geragio de reticulados, o homomorfismo
de Minkowski apresenta caracteristicas interessantes. Usando teo-
ria algébrica dos nimeros, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech A,y através da representacdo geométrica de um ideal no anel
de inteiros de Q({39). Com o mesmo método, ainda obteve a familia
A}’ em dimensdes n = p — 1, através de Q({,,), onde p € um ntimero

primo.

Embora osresultados apresentados aqui ndo sejam tradugdes fiéis
dos originais, eles sdo equivalentes ou consequéncias dos mesmos.

Des-

sa forma, o restante do livro esta delineado na sequéncia que segue.

O Capitulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimen-
tos em teoria algébrica dos nimeros. Sendo assim, introduzimos os
conceitos de modulo, inteiro algébrico, norma e trago de um ele-
mento, discriminante, base integral, anel de Dedekind e outros con-
ceitos indispenséveis ao desenvolvimento dos demais capitulos. Além
disso, estudamos formas quadraticas, cuja aplica¢io se faz quando
tentamos determinar o raio de empacotamento da realizacdo geo-
métrica de um ideal em questdo. No Capitulo 2, apresentamos um
estudo sobre corpos de ntimeros, dando énfase ao estudo dos anéis
dos inteiros e discriminantes de corpos quadraticos e ciclotdmicos.
Também apresentamos a decomposi¢io de um ideal primo em uma

extensao fazendo uso do Teorema de Kummer.

No Capitulo 3, apresentamos as defini¢des de reticulado, em-

pacotamento esférico, volume e densidade de centro. Além disso,
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apresentamos o método de Minkowski para obten¢io de reticulados
via a representacdo geométrica de ideais dos anéis de inteiros algé-
bricos.

O estudo desses capitulos proporcionou-nos ferramentas neces-
sarias para o estudo do Capitulo 4, no qual apresentamos o tema cen-
tral desse livro. Este capitulo traz um método para o calculo da den-
sidade de centro de reticulados gerados através de ideais dos anéis
de inteiros de Q(,), Q(£,) e Q(£,,), onde p e g sdo nimeros primos
distintos e r é um inteiro maior ou igual a 1.

No Capitulo 5, no qual finalizamos nosso trabalho, apresenta-
mos através do trabalho de Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori
(1996), constelagdes de reticulados que sdo eficientes para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento, enfocando as
construcdes das versdes rotacionadas dos reticulados ja conhecidos
na literatura, tais como, D4, K5 e Ajg, através da matriz mudanga
de base de um ideal contido no anel dos inteiros de um corpo de ni-

meros.



1
CoORPOS DE NUMEROS

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma coletinea de resultados basi-
cos de teoria algébrica dos nimeros. O objetivo é fornecer a base
teorica para o desenvolvimento dos demais capitulos. Aqui intro-
duzimos os conceitos de médulos, elementos inteiros sobre um anel,
elementos algébricos sobre um corpo e extensdes algébricas, norma
e traco em uma extensdo, discriminante, anéis noetherianos e anéis

de Dedekind, norma de um ideal e formas quadraticas sobre o R".

1.2 Moddulos

Iniciamos esta secdo com as defini¢des de médulos e submodu-
los. Em seguida apresentamos um teorema que sera de grande uti-

lidade posteriormente.
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Definicao 1.2.1. Seja A um anel. Um A-médulo M € um
grupo abeliano (aditivo) munido de uma aplicacéo A X M —>
M, denotada por (a, m) —> am, tal que, para quaisquer a, b € A
ex,y€E M, tem-se:

Da(x+y) =ax+ ay;

ii)(a+ b)x = ax + bx;

iii) (ab)x = a(bx);

iv)1x = x.

Definicao 1.2.2. Sejam A um anel e M um A-mddulo. Um
subconjunto N C M nao vazio é um A-submoédulo de M se,

com as operacgoes herdadas de M, também é um A-mddulo.

Um A-mdédulo M é dito finitamente gerado se existem x1, -+, x, €
M tais que M = Ax; + -+ + Ax, e, neste caso, dizemos que
X1, -+, X, formam um sistema de geradores de M. Um con-

junto de elementos y,, -, y, € M sao linearmente independentes
N

(sobre A) se a igualdade 2 ajy; = 0, com a; € A, implicar que
J=1
a; = - = ay = 0. Mas, se além disso, y,, -, y, formarem um sis-

tema de geradores de M, entao eles formam uma base de M. Po-
rém, é importante notar que nem todo médulo finitamente gerado
possui um base. Um A-mddulo que possui uma base é chamado de
um A-maddulo livre, e o nimero de elementos da base é chamado

de posto de M.

Teorema 1.2.1. Sejam A um anel principal, M um A-mddulo
livre de posto n, e M um A-submddulo de M. Entao:
i) M € livre de posto ¢, 0 < g < n.

it) Se M # 0, entdo existe uma base {ey, - ,e,} de M e elementos
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nao nulos aj, -+ ,a, € A tais que {ajey, -, a4e,} € uma base de M'
e que a; divide aj41, 1 <i <q-—1.
Demonstragao. (Samuel, 1976, p.21, Teo.1). [ |

1.3 Elementos inteiros sobre um anel

Nesta segao apresentamos as definicoes de elemento algébrico,

extensao algébrica e polindmio minimal.

Definigao 1.3.1. Sejam B um anel e A C B um subanel. Um
elemento a« € B ¢ chamado inteiro sobre A se a € raiz de um
polinémio ménico com coeficientes em A. Se A = Z e B C C,

dizemos que a € um inteiro algébrico.

Observacgao 1.3.1. Denotaremos o conjunto dos elementos que
estao em B e sao inteiros sobre A por Ap, ou seja, Ap ={a € B :

a € inteiro sobre A}.

Observagao 1.3.2. Ap € chamado fecho inteiro de A em B ou
anel dos inteiros de A em B. Se A € um dominio e B =K € o
corpo de fragoes de A, dizemos que Ak € o fecho inteiro de A em

K.

Exemplo 1.3.1. O elemento a = \/§+ \/5 € inteiro sobre Z, pois
¢ raiz do sequinte polinomio X* —10X% + 1 € Z[X].

Definigao 1.3.2. Sejam B um anel e A C B um subanel. Seja
p(X) € B[X] um polinomio monico tal que p(a) = 0, com a € B.
A relagao p(a) = 0 € chamada uma equagao de dependéncia

inteira de a sobre A.

Exemplo 1.3.2. O elemento a = \/5 € R ¢ inteiro sobre Z. A

relacio a®> —2 =0 € uma equacdo de dependéncia inteira.
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Teorema 1.3.1. (Samuel, 1967, p.27,Teo.1) Sejam B um anel,
A um subanel de B e a um elemento de B. Entao as sequintes
condigoes sao equivalentes:

1) a € inteiro sobre A.

2) O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

3) Existe um subanel R de B tal que R é um A-mddulo finitamente
gerado contendo A e a.

Demonstracgao (1) = (2) Como a € B ¢ inteiro sobre A, entao
a € Ap, ou seja, a é raiz de um polindomio moénico com coeficientes

em A. Logo existem ay, aj, -+, a,—1 € A nao todos nulos tal que
a" +a,_1a" '+ - +aja+ay = 0.

Seja M = [1, a, a2, ,a" 'l o A-médulo finitamente gerado. Va-

mos mostrar que Ala] = M. Por defini¢ao

Ala] = {Zaiai Loa; EA}

e assim, pelo modo como definimos M, segue que M C Ala]. Por
outro lado,
a" = —(ap_1a" F o+ aja+ ap) (1.1)

e assim " € M. Portanto 1, a, a2, -+, a"

~1 a" € M. Agora prova-
remos por inducao sobre j que @/ € M,V j=n+1,n+2,---. Para
j = 0,-,n vimos acima que o resultado é vélido. Agora supo-
nhamos que o resultado seja vélido para j > n e provemos que o
resultado vale para j+ 1. Sendo a/ = by + by + -+ + b,_ja""! com

b; € A, entao
ot = boa+ bia® + o + bypa" ! + b,y (1.2)

Substituindo (1.1) em (1.2) temos
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a/tl = —by_1a0 + (b — bp_rap)a + +++ + (b2 — bn—lan—l)an_1

e assim a/*! € M. Portanto A[a] C M. Portanto A[a] = M.
(2) = (3) Como A C Ala], a € A[a] e, por hipétese, Ala] é um
A-médulo finitamente gerado, entdo é suficiente tomar R = Ala].
3) = (1) Seja R um A-mddulo finitamente gerado que contém
A e a e sejam {y;, ¥5,*,¥,} os geradores de R, ou seja, R =
Ay, + -+ Ay,. Como @ € R e como R é um subanel de B segue
que ay; € R, Vi=1,-,n. Assim,

ay; =apy, +apny, + - +any,

ay, = ayy; +any, + - +any
b B aijj € A.

@y, = an1 )y + an2y> + e+ Apn Yy

Dai segue que 2(5’7“ —a;)y; =0; onde 6 =1sei=jed; =0
=1

sei#j.
Considere o sistema linear homogéneo definido pelas n equagoes
nas variaveis y;, --+, y,. Ou seja,
(a—ai)y,—anp—-—a,=0
—ay +(@—an)y, = —au=0
—p1 — ap — -+ (@ —aw)y, =0

Seja d = det(6;;a—a;;). Por Cramer dy; =0, Vi =1, ---, n. Portanto
db=0,Vb e R.Emparticular d-1 = d = 0. Mas d é uma expressao

polinomial em «a e o coeficiente da maior poténcia de a é 1, pois o

n

termo de maior grau aparece na expansao do produto H(a — a;;)
i=1

das entradas da diagonal principal. Portanto a é inteiro sobre A.
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Corolario 1.3.1. (Samuel, 1967, p.28, Prop.1) Sejam B um anel,

A um subanel de B e {ai, @, ,a,} C B. Se a; € inteiro sobre
Alay, ag, -+,

a;_1], em particular, se a; € inteiro sobre A para todo i =i,---,n,
entdo Alay, az, -, a,] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao. A demonstracio serd feita por inducdo sobre n.
Para n = 1 segue do Teorema 1.3.1, pois se a; é inteiro sobre A, en-
tao Ala;], é um A-modulo finitamente gerado. Assim, suponhamos
que o teorema seja verdadeiro para n — 1 elementos e provaremos
que o teorema é vélido para n elementos. Por hipdtese de indugao

temos que R = Alay, -+, @,_1] é um A-modulo finitamente gerado,

n
isto é, R = ZAUj, onde vy, ---,v, € R. Visto que a, é inteiro
j=1
sobre R temos, pelo Teorema 1.3.1, que R[a,] é um R-mddulo
s

finitamente gerado, isto é, R[a,] = ZRw,-, onde wy, -, ws; €

i=1

Rla,]. Entdo Al -, a,] = Rla,] = ) Rw; = Z( Auj> w; =
i=1 i=1 \ j=1
Z Avjw;. Portanto {v;w;} gera Alaj, -+, a,] como um A-mddulo.

ij
Portanto Alay, -, a,] é um A-moédulo finitamente gerado. [ ]

Teorema 1.3.2. (Stewart; Tall, 1987, p.47,Teo.2.9) Se a é uma
raiz de um polindmio moénico, onde o0s coeficientes sdo inteiros
algébricos, entao a € um inteiro algébrico.

Demonstragao. Seja a" + a,_ja""' + - +aja+ ap, tal que a;, i =
1,---,n— 1 pertenca ao conjunto de todos os nimeros complexos
que sao raizes de polindbmios monicos com coeficientes em Z. Fa-
zendo B = Zlag, - ,a,-1, @] € by = ag, -, b1 = ap_1 € b, = a €
temos, pelo Corolario 1.3.1, que Z[byg, ++-, b,] ¢ um Z-modulo fini-

tamente gerado e portanto @ é um inteiro algébrico. ]
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Corolario 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Corol.1 ) Sejam B um anel
e A um subanel de B. Se a, f € B sdo inteiros sobre A, entao

A, af € Ap.
Demonstragao. Pela Observacao 1.3.1, temos que mostrar que

A, af sao inteiros sobre A. Temos que A, aff € Ala, f]. Como a,
sao inteiros sobre A temos entao, pelo Corolario 1.3.1, que Ala, f]
é um A-médulo finitamente gerado. Assim, existe um A-mdédulo
finitamente gerado, Ala, f], que contém A e af. Deste modo, pelo

Teorema 1.3.1, A e af sao inteiros sobre A, isto é, A, af € Ag. B

Corolario 1.3.3. (Samuel, 1967, p.29, Corol.2) Sejam B um anel
e A um subanel de B. O conjunto Ap dos elementos de B que sao

inteiros sobre A ¢ um subanel de B que contém A.
Demonstragao. Pelo Corolario 1.3.2, segue que A € Ag e aff €

Ap,

Va, f € Ap, assim Ap é subanel de B. Por outro lado A C Ag,
pois se a € A, entao a é raiz do polinémio moénico p(X) = X — a,
que tem coeficientes em A, isto é, a é inteiro sobre A e assim

a € Ag. |

Definigao 1.3.3. Sejam B um anel e A um subanel de B. Dizemos
que B € inteiro sobre A, se todo elemento de B € inteiro sobre A,

isto €, se Ag = B.

Exemplo 1.3.3. Dentre os anéis que satisfazem esta condicdo,
citamos o anel dos inteiros de Gauss contendo Z, pois todo ele-

mento a+bi de Z[i] € raiz do polinémio X*>=2aX +(a*+b*) € Z[X].

Proposicao 1.3.1. (Samuel, 1967, p.29,Prop.2) Sejam R um
anel, B um subanel de R e A um subanel de B. Entao R € in-
teiro sobre A se, e somente se, R € inteiro sobre B e B ¢ inteiro

sobre A.
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Demonstragao. Suponhamos R inteiro sobre A e seja a € B.
Como B C R, segue que a é inteiro sobre A, ou seja, B é inteiro so-
bre A. Para mostrar que R é inteiro sobre B, seja @ € R. Entao exis-
tem ao, A1, ---
a,_1 € A tal que a" + a,_ja"' + - + aja+ a9 = 0. Como A C B,
segue que a é inteiro sobre B, ou seja, R é inteiro sobre B. Por
outro lado, seja « € R. Como R é inteiro sobre B, entao existem
bo, b1, -+, by_1 € B, ndo todos nulos tal que a”+b,_ 1"+ +b a+
by = 0. Seja C = A[by, by, -+, b,_1]. Logo a é inteiro sobre C, pois
a € raiz de um polindmio moénico com coeficientes em C. Como
B ¢ inteiro sobre A, segue que os b; 's € B sio inteiros sobre A.
Dai pelo Corolario 1.3.1 temos que Al[bg, -+, b,_1,a] = Cla] é um
A-moédulo finitamente gerado e pela parte (¢) do Teorema 1.3.1,

segue que « € inteiro sobre A. Portanto R € inteiro sobre A. ®

Proposicao 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Prop.3) Sejam A C B
anéis com B um dominio e inteiro sobre A. Entdo A é um corpo
se, e somente se, B € um corpo.

Demonstragao. Suponha que A seja um corpo. Seja a« € B, a #
0. Como B ¢ inteiro sobre A entao « € inteiro sobre A e portanto
pelo Teorema 1.3.1 segue que A[a] é um espago vetorial finita-

mente gerado sobre A, pois A é um corpo. Seja

¢ : Alal] — Ala]
b—> ba, Vbe Ala].

Temos que ¢ é A-linear e Ker(¢p) = {b € Ala] : ¢p(b) = 0} = {0},
pois ¢(b) = 0 se, e somente se, ba = 0 e como B é um dominio e
a # 0 segue que b=0. Deste modo, ¢ é injetora e como estamos
considerando espacos de mesma dimensao finita, segue que ¢ é

sobrejetora. Portanto ¢ é bijetora. Assim, como 1 € Ala] segue
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que exite b € Ala] tal que ba= 1, ou seja, a é inversivel em B.
Portanto B é um corpo. Por outro lado, seja @« € A, a # 0. Como
A C B entdo a € B e como B é um corpo segue que a~! € B.

Como B é inteiro sobre A, e a~! € B segue que
@' +a (@)t a (@) +ap=0,
com a; € A ndo todos nulos. Multiplicando por a"~!, obtemos
a ' va + - +a @ +aa =0

e entio a”! = —(a,_; + - + a;@" 2 + apa" ') € A.

Portanto A é um corpo. [ |

Definicao 1.3.4. Um anel A é chamado integralmente fe-
chado quando A é um dominio e € seu proprio fecho inteiro.
Em outras palavras, um anel A € integralmente fechado se todo

elemento do seu corpo de fragdes que € inteiro sobre A estd em A.

Proposig¢ao 1.3.3. (Samuel, 1967, p.30,Ex.1) Se A é dominio,
entao Ag ¢ integralmente fechado.

Demonstracao. Segue do fato de que o fecho inteiro de Ap é

inteiro sobre Ap, portanto sobre A. [ |

Proposigao 1.3.4. (Samuel, 1967, p.30,Ex.2) Se A é um dominio

principal entdo A € integralmente fechado.

Demonstracao. Seja K o corpo de fragoes de A. Seja a € K
inteiro sobre A, isto é, « € Ak tal que a = %, abe A,b#£0e
mdc(a, b) = 1. Entao existem a; € A,i =0,1,---,n— 1, nao todos

nulos, tal que
a" +a,_ 12" 4 - +aja+ap = 0.

a
Substituindo a por 3 temos
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(3) o5 () o
b ay—q b a b ap = L.

Multiplicando por " ambos os lados, obtemos

A"+ ap_1d" b+ - 4+ ajab"™ ! + agh" =0,
e assim

a" = —b(ap_1a"" + - + ajab"? + agh™ ).

Portanto bla" e como mdc(a, b) = 1 segue que bla, ou seja, a = bc.
Sendo mdc(a, b) = 1 entao existe xo, ¥y € A tal que axp + by, =
1 = bexg+byy = 1 = b(cxo+yy) = 1. Portanto b é inversivel em
A. Assim, a = ab~! € A. Portanto Ak C A e como A C Ak segue

que A = Ak. Portanto A é integralmente fechado. ]

Exemplo 1.3.4. O anel Z dos nimeros inteiros é integralmente

fechado, pois € principal.

Exemplo 1.3.5. Todo dominio fatorial € integralmente fechado,

uma vez que € principal.

1.4 Elementos algébricos sobre um corpo e exten-

soes algébricas

Nesta secao apresentamos as definigoes de elemento algébrico,
extensao algébrica e polindmio minimal.

Para isso, sejam A um anel e K um corpo de A. Dizemos que
um elemento @ € A é algébrico sobre K, se a é raiz de um po-
lindbmio nao nulo, com coeficientes em K. Se todo elemento de A
for algébrico sobre K, dizemos que A é algébrico sobre K. Um ele-

mento de A que nao é algébrico sobre K é dito transcendente sobre



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTOMICOS 33

K. Se A é um corpo entao A é chamado uma extensao algébrica
de K. Um corpo de niimeros é uma extensao finita dos racionais.
Sabemos, pelo Teorema do Elemento Primitivo, que um corpo de
numeros K de grau n é da forma Q(a) para algum elemento a € K.
Como o polinémio minimal de a sobre Q é de grau n, segue que
Q) ={ag+aia+ - +a,_1a"': ;,€Q,i=0,-,n—1}, e esta
representacdo é tinica, ou seja, {1,a,---,a"'} é uma base para o
espago vetorial Q(a) sobre Q.

Segundo a defini¢ao, sendo a um elemento algébrico sobre um
corpo K, a satisfaz uma equacao do tipo, a,a"+a,_1a" '+ +a,a+
ap = 0, com a; € K, a, # 0. Multiplicando essa equacdo por a;',
obtemos uma equacgdo de dependéncia inteira, a" + a;'a, 1" +
< +a,'aja+a;'ay = 0, e portanto, sobre um corpo, o conceito de

elemento algébrico coincide com o de elemento inteiro.

Exemplo 1.4.1. O elemento a = \/§+ V=5 é algébrico sobre Q,
pois € raiz do polindmio X* +4X? + 64 € Q[X].

Definicao 1.4.1. Sejam K C L wma extensdo de corpos e a um
elemento de L. O polinémio monico e de menor grau em K[X] que
tem a como raiz é chamado de polindmio minimal de a sobre

K e seu grau € [K(a) : K].

1.5 Norma e trago em uma extensao

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos de norma e traco, onde
a Proposicao 1.5.2 e o Corolério 1.5.1 sao os principais resultados.

Sejam A um anel e B um A-médulo livre de posto n. Sejam

v . B — B um homomorfismo de anéis e {ej, e, -, e,} uma
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base de B sobre A. Entao

w(er) = ajie; + apney + -+ + apqe,

yw(ey) = azieq + aner + -+ + azpe,

yle,) = ape; + apes + -+ + appey,

com a;; € A, para todo i, j=1,-,n. Assim
y(er) ajp ap o a el
wle) | | ar an - an || e
W(en) anl (%) Ann €y

n
Definicao 1.5.1. Definimos o trago de y por Tr(y) = Za,-,-, a
i=1

norma de y por N(y) = det(a;;) e o polinébmio caracteristico

de w por g(X) = det(X.1 —y) = det(X;; — a;j).
Como consequéncia imediata desta defini¢ao tem-se:

Tr(y +y ) = Tr(y) + Tr(y ),
Ny )= NNy ),
det(X.I —y) = X" = Tr(y) X" + - + (=1)" det(y).

Definicao 1.5.2. Sejam A um anel e B um A-mddulo livre. Seja
o endomorfismo y, : B— B definido por y,(x) = ax, para todo
X € B. Definimos o trago (respectivamente, norma e polindmio ca-
racteristico) de a € B relativo a A, como o trago (respectivamente,

determinante e polinémio caracteristico) do endomorfismo y,.

Usaremos as notagoes Trp/a(a), N pa(a), ou simplesmente, Tr(a),

N(a) quando nao houver possibilidade de confusao.

Observagao 1.5.1. i) O traco e a norma sao elementos de A.
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ii) O polinémio caracteristico é um polindmio mdnico com coefi-
cientes em A.

iii) Para a, « € B e a € A temos que Vet W, =W, ., eWop, =
Voo € Waa = aW,. Além disso, a matriz de y, com respeito a uma
base de B sobre A é a matriz diagonal cujas entradas nao nulas

sao a.

Proposi¢ao 1.5.1. (Samuel, 1967, p.36,Prop.1) Sejam K um
corpo de caracteristica zero ou um corpo finito, L uma exten-
sao algébrica de K de grau n, « um elemento de L e ay, -, a,
as raizes do polindmio minimal de a sobre K. Entdo Tryx(a) =

@+ New(@) = e g0 = (X —ap) = (X — a,).
Demonstragao. Consideraremos primeiramente o caso em que

a é um elemento primitivo de L sobre K. Seja f(X) o polinémio
minimal de a sobre K. Entao L é K-isomorfo a K[X]/ < f(X) > e
{L,a, - ,a"'} é uma base de L sobre K. Tomando f(X) = X" +
ap1 X" +-+ay, com g; € K, temos que a matriz do endomorfismo

W, com respeito a esta base é dada por

0 [0 0 - 0 —a |
V(@) = & Lo O
— M = 0 1 . 0 —-ap
a(an—l)=an
v | 0 O 1 —a, |

Assim, det(X.I — y,) é o determinante da matriz

[ X 0 - 0 a
-1 X -« 0 aq
0 -1 - 0
XI,—M=
0
X anp—2
[0 0 - -1 X+a |
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Expandindo esse determinante como um polinémio em X, obtemos
o polinémio caracteristico de @, que é igual a f(X) e temos que
Tr(@) = —a,—; ¢ N(@) = (—1)"ag. Como a é primitivo, segue que
f(X)=X=-a) - (X — a,) e igualando os coeficientes vemos que
Tr(@)=a;+ - +a, e N(@) =a; - ay.

Consideremos agora o caso geral. Se r = [L : K[a]], é suficiente
mostrarmos que o polindomio caracteristico g(X) de a, com relagao
a L sobre K, é igual a r-ésima poténcia do polinémio minimal de &

sobre K. Seja {y;} , uma base de K[a] sobre K e seja {z; it or

i=1,-,
uma base de L sobre K[a]. Entdo {y;z;} ¢ uma base de L sobre
K com n = gr. Se M = (a;,) é a matriz de multiplicacao por «a

em K[a] com relacao a base {y;}, temos que ay, = Z a;ny,. Entao
h

temos, a(y;z;) = (Z a,»hyh> z; = Z aih(yhzj) . Logo,

h h
@y Z1 = aj1y|21 + any 21 + - + a1gy,21
ay,Z| = a1y Z1 +any,z1 + - + a2qY4%1

ay,Z1 = aq1y121 + apyr21 + -+ AgqY4Z21-

Assim, a matriz do endomorfismo de @ em L com relacao a base

{y;z;}, ordenada lexicograficamente é dada por

Ml = >

isto é, M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;.
Dai, a matriz X I,,— M, consiste de r blocos diagonais, cada um tem

a forma X1, — M, e consequentemente, det(X1, — M;) = det(X1, —
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M) Assim g(X) = det(XI, — M) e det(XI, — M) ¢é o polinémio
caracteristico de a sobre K, de acordo com a primeira parte da

demonstracao. ]

Proposigao 1.5.2. (Samuel, 1967, p.38, Prop.2) Sejam A um do-
minio, K seu corpo de fracoes com caracteristica zero, L uma ex-
tensao finita de K e a um elemento de L inteiro sobre A. Entao
os coeficientes do polinomio caracteristico g(X) de a relativo a L

sobre K, em particular, Tryx(a) e Nyk(a), sao inteiros sobre A.
Demonstragao. Pela Proposicao 1.5.1, temos que g(X) = (X —

ay) -

(X —ay). Como os coeficientes de g(X) a menos de sinal, sao somas
de produtos dos «; ’s, ¢é suficiente mostrarmos que cada «; é inteiro
sobre A. Mas cada «; é um conjugado de « sobre KK, ou seja, existe
um K-isomorfismo o; : K[a] — K][a;] tal que o;(a) = a;. Como «a

¢é inteiro sobre A, entao
a4+ ap_jod" M+ -+ aja+ag =0,
com a; € A nao todos nulos. Aplicando o¢;, obtemos
6i(@)" + ap_16/(@)" + - + ajoi(@) + ap = 0,

ou seja, o;(a) = @; é inteiro sobre A, portanto Try(a) e Nyk(a),

sao inteiros sobre A. [ |

Corolario 1.5.1. (Samuel, 1967, p.38, Corol.1) Nas condi¢des da
Proposicao 1.5.2, se A € um anel integralmente fechado, entdao
os coeficientes do polinémio caracteristico de a, e em particular,

Trik(a) e Nyk(a) sao elementos de A.
Demonstragao. Por definicao esses coeficientes sao elementos de

K. Pela Proposicao 1.5.2 sao inteiros sobre A. Logo, sao elementos

de A, pois A ¢ integralmente fechado. [ |



38 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

Observa(;ao 1.5.2. Observando a Pmposzg:ao 1.5.2 temos que
Tr(a) = 26,(05) N(a) = HU,(a) e g(X) = H(x— oi(@), onde

=1
oi,i=1,.-,n sdo os K- monomorﬁsmos de I]_ em C.

Sejam K C L € M corpos de nimeros, «, a €M e a € K. Entio
valem as seguintes propriedades:

L Tryg(a@ + a ) = Tryge(@) + Trygc(@ )

2. Tryyk(aa) = aTryk(a)

3. Tryyk(a) = M : Kla

4. Tr (@) = Trix (Trvn (@)).

5. Nyc(aa ) = Ny (@) Nygc(a )

6. Ny (a) = a™:K

7. N (a) = a™ S Ny ()

8. Ny (@) = Ny (N (@)).

1.6 Discriminante

Nesta secao apresentamos o conceito de discriminante enfo-
cando suas principais propriedades, e o Teorema 1.6.1 é o principal

resultado.

Definicao 1.6.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que
B € um A-mddulo livre de posto finito n. Dado (a1, az, -+ ,a,) € B",

definimos o seu discriminante por
Dpialay, a, -+, ap) = det(Tr(a;a;)).

Exemplo 1.6.1. Sejam K = @(\/5) um corpo de niumeros e
{1, \/5} uma base de K sobre Q. Entao

(1)  Tr(\/3) 20
D 1 = =
w1, V3 Tr(\/3) Tr(\/3)2 0 6
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Proposigao 1.6.1. (Samuel, 1967, p.38, Prop.1) Seja (ay, -+, a,) €
B". Se (B, ,B,) € B" é um conjunto de elementos de B tais que

B = Za,-jaj, com a;j € A, entao
j=1

Dpia(By, -, B,) = (det(a;j))* Dyialar, -, ay).

Demonstragao. Sejam f, = 2 apia; e f, = Z agj;, CoM ay;, ag; €

i=1 Jj=1
n

n n
A. Assim, f,8, = Z api Z agio; = Z apiagia;a;, e entao Tr(f,B,) =
=1

i=1 ij=1
n

n
Tr(z Ayidq;0;Q;) = Zap,-aqur(aiaj). Na forma matricial, temos
ij i,j

(Tr(B,B,)) = (ap,»)(Tr(a,»aj))(aqj)’. Pela Definicdo 1.6.1 temos que
DBy, -+, B,) = det(Tr(B,B,)). Logo

DB/A(:B] EI ﬁn)

det((ap)(Tr(aa;))(ag)")
det(ap;)det(Tr(o;a; ))det(aqj)'

det(a;;)* Dpa(ar, -, ay). u

Exemplo 1.6.2. Pelo exe 1.6.1 vimos que o discriminante da
base {1, \/3} do corpo de nimeros K = @(\/3) é igual a 12. Agora,
considerando uma outra base para o corpo K, por exe, {2— \/§ 3+
4\/3}, seque pela Proposicao 1.6.1, que 2 — \/_: 2-1+(-1)- \/3
e3+4\/_=3-1+4- \/3 Assim

2

Dio(2—V/3,3+4V/3) = (det( i _41 )) Dio(l, V/3) = (11)*12.

Observagao 1.6.1. A Proposi¢ao 1.6.1 implica que o discrimi-
nante das bases de B sobre A sao associados, isto €, a matriz (a;;)
que expressa uma base em termos da outra tem uma matriz in-
versa com entradas em A. Portanto, ambos det(a;;) e det(aij)_1 sao

inversiveis em A.
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Definicao 1.6.2. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que
B ¢ um A-mddulo livre de posto finito n. O discriminante de B

sobre A € um ideal de A, dado por
Dpia = (Dpalay, -, a)),
onde {ay,---,a,} € base de B sobre A.

Proposigao 1.6.2. (Samuel, 1967, p.39, Prop.2) Suponhamos que

Dpia contém um elemento que nao é um divisor de zero. Entao,

para que (ay, -+, a,) € B" seja uma base de B sobre A, € necessario
e suficiente que, Dpa(ay, -, a,) gera Dpy.

Demonstragao. Se {aj,as, -+, a,} é uma base de B sobre A, en-
tao pela Proposicao 1.6.1, segue que Dp(ay, -+, a,) gera Dpa.
Reciprocamente, suponhamos que d = Dpgjs(ay, -, a,) gera Dpya.
Sejamn{el,n- ,e,} uma base de B sobre A, d' = Dpaer, - ,e,) €

o = za,»jej com a;; € A, 1 <i < n. Pela Proposicao 1.6.1, se-

j=1
gue que d = det(a,‘j)zd/. Por hipétese, Ad = Dpa = Ad . Logo,
existe um elemento b € A tal que d = bd. Entio d = det(aij)zbd,
e portanto d(1 — det(a,-j)2b) = 0. Temos que d nao é um divisor de
zero, pois se fosse todo elemento de Ad = Dp/4 seria um divisor
de zero, contrariando a hipdtese. Logo, 1 — det(a,»j)zb =0, e por-
tanto det(a;;) é inversivel. Assim, a matriz M = [a;;] é inversivel.

Portanto, {ay, -+, a,} é uma base de B sobre A. [ ]

Lema 1.6.1. (Lema de Dedekind) (Samuel, 1967,p.39) Sejam
G um grupo, K um corpo e oy, -+ ,06, homomorfismos distintos de
G no grupo multiplicativo K*. Entdo {cy,,06,} sao linearmente

independentes sobre K.
Demonstragao. Suponhamos que os o; s sejam linearmente de-
m

pendentes. Seja Z a;o; = 0, a; € K uma combinacao linear mi-

i=1
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nima com a; # 0,Vi. Logo, para qualquer x € G, temos que
a101(x) + a207(x) + ++ + apoyu(x) = 0. (1.3)

Como os homomorfismos sdo distintos, entao existe ¢ € G tal que

61(c) # om(c). Agora, como cx € G, segue que
aio1(cx) + aror(cx) + -+ + apou(ex) =0 (1.4)
e entao
a161()01(x) + a202(c)02(X) + - + apou(on(x) =0.  (1.5)
Multiplicando (1.3) por o1(c), obtemos
aio1(c)o1(x) + azo1(c)or(x) + -+ + amo(c)o,(x) = 0. (1.6)
Subtraindo (1.5) de (1.6) obtemos
a263(x)(62(¢) = 61(¢)) + ++ + ApOu(X)(Onl(c) — 01(c) = 0. (1.7)

Como isso vale para todo x € G e m é minimo, segue que a,,(6,,(c)—
o1(c)) = 0, ou seja, o,(c) = o1(c) para todo ¢ € G, visto que
an, # 0, o que contradiz a hipdtese de que os homomorfismos séo

distintos. ]

Proposig¢ao 1.6.3. (Samuel, 1967, p.39,Prop.3) Sejam K um
corpo, L uma extensao finita de K de grau n e o1,---,0, 0s n K-
isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado

F contendo K. Se {ay, -, a,} € uma base de L sobre K, entao

Dy(ar, -, ay) = (det(oi(a))))* # 0.
Demonstragao. Temos que Dy(ay, -+, a,) = det(Tr(a;a;)). Como

o traco de a;r; é a soma dos seus conjugados, segue que Dy (ay, -+
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a,) = det(Tr(wa;)) = det(Z o-k(aiaj)> = det(Z ak(a,-)ak(aj)> =
k=1 k=1

det(oy(a;)) det(oy(a;)) = (det(o-i(aj)))z, uma vez que

o(a) oz(ay) - ou(ay) oi(ar) o(a) - o1(ay)
oi(az) o2(az) -+ ou(a2) ox(ar) oaaz) - oa(an) _
oi(ay) o2(ay) -+ oulan) on(a1) ou(an) - oplan)

= Z o-k(aiaj).
k=1

Suponha por absurdo que det(ok(a;)) = 0. Entao existem ay, -+,
n

a, € F, nao todos nulos, tal que Za,—ai(aj) = 0 para todo j. Se
—
" I
a €L, entao a = Z bia;, com b; € K, e por linearidade concluimos

i=1
n

que Za,-o-,-(a) = 0. Mas isto contradiz o Lema de Dedekind e

i=1
portanto det(oy(e;)) # 0. [ |

Corolario 1.6.1. (Ribeiro, 2013, p.21, Corol.2.4.1) Sejam K um
corpo, L uma extensao finita de K de grau n e 61, 63, -, 0, 05 n K-
isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado
F contendo K. Entdo a forma bilinear w : L XL — R definida
por w(a, f) = Tr(af) € nao degenerada, isto €, se Tr(af) = 0 para
todo p € L, entdo a =0.

Demonstragao. Seja {ai, -, a,} uma base de L sobre K. E su-
ficiente mostrar que se Tr(aa;) = 0, para todo j = 1, -+, n, entao
a = 0. Temos que @« = a1 +ayar+++-+a,a,, coma; EK, i =1, -, n.

Assim, se a;Tr(aia;) + ayTr(opa;) + - + a,Tr(aya;) = Tr(aa;) = 0,

para todo j = 1,---,n, entao obtemos o seguinte sistema linear
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homogéneo
Tr(ayay) Tr(ajay) -+ Tr(agay) a, 0
Tr(axay) Tr(apay) - Tr(apay) a | 0
Tr(ayay) Tr(ayan) - Tr(a,ay) a, 0

Da Proposicao 1.6.3, temos que det(Tr(a;a;)) # 0, e portanto o
sistema possui solucao unica dada por a; = a; = - = a, = 0.

Portanto, a = 0. ]

Corolario 1.6.2. (Ribeiro, 2013,p.22,0bs.2.4.1) A aplicagdo
v : L — Homy (L, K) definida por w(a) = S,, onde So(f) =
Tr(ap), p € L, € um isomorfismo. Assim, se {ay, -, a,} € uma base
de L sobre K, entao existe {wyy - ,wy } base dual de Homy (L, K)
tal que Tr(aa;) = vy (a)) = 6y

Demonstragao.

i) w é K-linear, uma vez que para f € L temos que Sy +q,(8) =
Tr(a1 + a2)f) = TH(@1 ) + TH@P) = Su, (D) + Sy () = (Sa + Su)(B).
Portanto y(a; + a2) = Se4a, = So; +Se, = W(a1) +w(az). Por outro
lado, Ska(f) = Tr((ka)p) = Tr(kapf) = kTr(af) = kS,(f). Portanto
w(ka) = Ske = kS = ky(a).

ii) y é injetora: Seja a € L tal que y(@) = 0. Entao w(a) = S, =0,
e isto implica que S, () = Tr(ap) = 0, Vp € L. Pelo Corolario 1.6.1
segue que a = 0. Portanto Ker(y) = {0}, ou seja, y ¢é injetora.
iii) y é sobrejetora: Como dimglL = dimkL", onde L* = Hom(L, K),
segue que y é sobrejetora.

Por (i), (ii), e (iii) concluimos que y é um isomorfismo. [ ]

Teorema 1.6.1. (Samuel, 1967,p.40, Teo.1) Sejam A um anel

integralmente fechado, K seu corpo de fragdes com caracteristica
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zero, L uma extensdo finita de K de grau n e Ay o fecho inteiro
de A em L. Entao Ay € um A-submodulo de um A-modulo livre
de posto n.

Demonstragao. Seja {aj, -+, a,} uma base de L sobre K. Como
toda extensao finita é algébrica, segue que cada a; é algébrico sobre

K e assim existem a; € A, i =1, -+, n, nao todos nulos tal que

a,al + Ay o+ aja; +ag = 0.

i

n—1
n 9

Suponhamos que a, # 0 e multiplicando esta equagao por a

temos que
a:l,_l(ana’,ﬂ + an_lai"—l + -+ aja; + ap) = 0,
ou seja,
(050" + Gp1(ay0))"™" + -+ + a1a"(ap;) + a"ap.

Portanto a,a; € A, ou seja, a,a; é inteiro sobre A. Logo, a,a; = z;,
com z; € Ap. Portanto {zy, -, z,} forma uma base de L sobre K
contida em Ay, uma vez que se byz; + -+ + b,z, = 0 com b; € K,
entao by(a,ar)+ -+ b,(a,a,) = 0, ou seja, (bya,)a; + -+ (bpay)a, =
0. Como {aj,---,a,} é base de L sobre K, segue que b;a, = 0,
para todo i, e como a, # 0, segue que b; = 0, para todo i, o
que prova que {zj,--,z,} é linearmente independente, e como
possui n elementos, segue que é uma base de L sobre K. Pelo
Corolério 1.6.2 existe uma base {f;, -+, 8,} de L sobre K, tal que
Tr(zif;) = 6;j. Tomando p € A, e como {f, -+, §,} ¢ uma base de
L sobre K, escrevemos p = Zn" ¢jB; com c; € K. Para todo i temos

=1
z;p € Ar, uma vez que z; € A. Portanto, pelo Coroléario 1.5.1,

temos que Tr(z;p) € A. Assim, como Tr(z;p) = Tr<z cjz,-ﬂj> =
J
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Z c;jTr(ziB;) = 2 ¢;j6;; = ¢;, concluimos que ¢; € A, para todo i,

J J
n
o que implica que A é um submédulo do A-mddulo livre 2 AB;.

J=1
|

Coroldrio 1.6.3. (Samuel, 1967, p.40, Corol.1) Considerando as
hipdteses do Teorema 1.6.1, se A é um anel principal, entao Ay €
um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.1 temos que um submédulo
de um A-moédulo livre com A principal, é livre com posto < n. Pelo
Teorema 1.6.1 vimos que Ay contém uma base com n elementos

de L sobre K. Logo A tem posto n. [ |

Exemplo 1.6.3. Sejam K uma extensao finita de Q e A=2Z. O
anel Ak dos inteiros algébricos de K € um Z-mddulo livre de posto

[L : Q], visto que Z € principal.

Definicao 1.6.3. Sejam K uma extensdo finita de Q, A = Z e Ak
o anel dos inteiros algébricos de K. Temos que Ak € um Z-mddulo
livre de posto [K : Q], cuja base é chamada de base integral,
e seu discriminante € chamado de discriminante absoluto e

denotamos por D.

Observagao 1.6.2. Qualquer base integral de Ak € uma Q-base
de K mas nem toda Q-base de K consistindo de inteiros algébricos

€ uma base integral de Ak.

Exemplo 1.6.4. Temos que {1, \/g} € uma Q-base de K = Q(\/g),

€ raiz

mas nao € uma base integral de A, pois o elemento
de X?> — X+ 1 e portanto inteiro algébrico, mas nio é combinag@o

linear, com coeficientes em Z, de 1 e \/g
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Proposigao 1.6.4. (Ribeiro, 2013, p.23, Prop.2.4.4) Sejam K um
corpo, L = Kla] uma extensdo finita de K de grau n e f(X) o

polinémio minimal de a sobre K. Entao,
Dux(La, -+ @) = (1) DN (f (@),

onde f’(a) € a derivada de f(a).

Demonstragao. Se ay, -, a, sdo as raizes de f(X) em alguma
extensao de K, entao sao conjugados de a. Pela Proposicao 1.6.3
temos que Dyk(1, a, -, a" 1) = (det(o’,-(atf)))2 = det(a{)z, com i =

1,--,nej=0,--,n—1. Como det(a{) é um determinante de Van-

2
dermonde segue que det(a))* = l H (a; —ak)] = H [(a;

1<k<i<n 1<k<i<n
we@ - al = 0[] @ - e =
1<k<i<n, i#k
(—D““‘”Hlﬂ(ai—ak)] = " ]r@ =
i=1 k=},k#i i=1
(=D DN e (f (@)). n

Exemplo 1.6.5. Sejam K=Q, L = @(\/5) e f(X) = X*=3 o0 po-
linomio minimal de \/§ sobre Q. Entao Dy(1, \/5)
EDI N (V3) = -Nuk@V3) = -22Nuk(V3)
—4(V3)(-V3) = 12,

1.7 Anéis Noetherianos e anéis de Dedekind

Os principais objetivos desta secao sao provar que o anel dos
inteiros algébricos de um corpo de nimeros é um dominio de De-
dekind e mostrar a unicidade da fatoracao de um ideal nao nulo

como um produto de ideais primos neste dominio.

Definigao 1.7.1. Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Dizemos
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que M € um A-mddulo Noetheriano se satisfaz uma das sequintes
condicoes:

i) Todo conjunto ndo vazio de submddulos de M contém um ele-
mento maximal.

ii) Toda sequéncia crescente de submddulos de M € estaciondria.
iii) Todo submddulo de M € finitamente gerado.

Um anel A € chamado Noetheriano se quando considerado como

um A-mddulo for Noetheriano.

Exemplo 1.7.1. Todo anel principal é Noetheriano, uma vez que

seus ideais sdo submaodulos gerados por um elemento.

Proposigao 1.7.1. (Samuel, 1967, p.46, Prop.1) Sejam A um anel,
M um A-médulo e M um submddulo de M. Entio M ¢é Noetheri-
ano se, e somente Se, M e K sao Noetherianos.

Demonstragao. Suponham]ég que M é Noetheriano. Seja (M,),>o
uma sequéncia crescente de submédulos de M ', que também é uma
sequéncia de submoédulos de M. Como M é Noetheriano, segue que
(M,),>o ¢ estaciondria, ou seja, M " ¢ Noetheriano. Para mostrar-

M
mos que i é Noetheriano, sejam S = {conjunto dos submdédulos

2 s M
de M contendo M } e § = {conjunto dos submoddulos de ﬁ}'

Temos que existe uma aplicacao bijetora ¢ : S — S definida por
¢(H) = @(H)onde ¢ : M — % é 0 homomorfismo canonico. A
inversa de ¢ é dada por 6 : s — S, onde H(H’) = qo‘l(H'). Atra-
vés do isomorfismo ¢ temos que % também é Noetheriano, uma
vez que se (H,;),,ZO é uma sequéncia crescente de submoédulos de
ﬁ’ entao (0(H ;;))nzo é uma sequéncia crescente de submodulos de
M e como M é Noetheriano, segue que (6(H, ,;)),,ZO é estaciondria, o

que implica que (H,),so é estacionéria, ou seja, v é Noetheriano.
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M
Reciprocamente, suponha que M e v sao Noetherianos. Seja

(M,),so uma sequéncia crescente de submoédulos de M. Como M '

¢ Noetheriano, segue que a sequéncia (M N M,),, é estaciondria,

M . . M,+ M
e como — é Noetheriano, segue que a sequéncia | —————
M M
) n>0
¢é estaciondria. Assim, a sequéncia (M, + M ), ¢ estaciondria e

portanto (M,),so ¢ estaciondria, ou seja, M ¢é Noetheriano. [ ]

Corolario 1.7.1. (Samuel, 1967, .47, Corol.1) Sejam A um anel
e My, -, M, A-mddulos Noetherianos. Entdo My X --- X M, € um

A-mddulo Noetheriano.

Demonstragao. Faremos a prova por inducao sobre n. Paran =2
identificando M; ~ M| X {0} C M| X M, e M, ~ {0} x M, C
M X M,

M; x {0}
{0} sao Noetherianos, segue da Proposicao 1.7.1 que M| X M, é

M| X M>, temos que é isomorfo a M,. Como M, e M X
Noetheriano. Agora, suponha por hipétese de inducdo que M =
M X -+ X M,_; é Noetheriano. Como M, é Noetheriano, segue do

cason=2 que M = M X --- X M, é Noetheriano. [ ]

Coroldrio 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Corol.2) Sejam A um anel
Noetheriano e M um A-mddulo finitamente gerado. Entdo M é
um A-mddulo Noetheriano.

Demonstragao. Seja {ej,--,e,} um conjunto de geradores de

M sobre A. Temos que a aplicagao ¢ : A" — M definida por
n

P(ay, ar, - ,a,) = Zaie,- é um homomorfismo sobrejetor e que
" i=1

Ker(¢)

etheriano, e da Proposicao 1.7.1, segue que Ker(¢p) e M sao No-

é isomorfo a M. Pelo Corolario 1.7.1 temos que A" é No-

etherianos. [ |
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Proposigao 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Prop.1) Sejam A um anel
Noetheriano e integralmente fechado, K seu corpo de fragcdes com
caracteristica zero, L uma extensao de K de grau n e Ay o fecho
inteiro de A em L. Entdo AL é um A-mddulo finitamente gerado

e um anel Noetheriano.
Demonstragao. Segue do Teorema 1.6.1 que Ay é um A-submé-

dulo de um A-médulo livre de posto n, e portanto A éum A-
moédulo finitamente gerado. Pelo Corolario 1.7.2, segue que Ap é
um A-médulo Noetheriano. Como os ideais de A sao A-submddulos
de A, e sendo A um A-moédulo Noetheriano segue que os ideais

de Ay sao Noetherianos. Portanto, A; é um anel Noetheriano. B

Proposicao 1.7.3. (Samuel, 1967,p.47,Lema 1) Sejam B um
anel, A um subanel de B e p um ideal primo de B. Entdo pn A é

um ideal primo de A.
- . . i
Demonstragao. Consideremos os seguintes homomorfismos A —

B-5 — ondeiéainclusioe 7 a projecao, e seja o homomor-
fismo @ = woi : A — B/p, definido por 6(a) = a + p, Va € A.
Temos que 6 é um homomorfismo, pois é composicao de homo-
morfismos, e que Ker(f) = AN p, pois se x € Ker(f) entdao x € A
e (x) = 0 o que implica que x € A e x+p = 0, ou seja,
x € Anp. Logo, Ker(6) C An p. Por outro lado, se y € Anp
entdo 8(y) = (roi)(y) = 2(y) = y+p = 0 e assim y € Ker(d), ou
seja, ANp C Ker(6). Portanto, Ker(8) = Anp. Logo, pelo Teorema
do Isomorfismo de anéis, temos que A/ANp ~ Im(0) C B/p. Mas

como B/p é um dominio, Im(#) é um dominio. Portanto, A/ANp

é um dominio, ou seja, ANp é um ideal primo. ]

Proposicao 1.7.4. (Samuel, 1967, .48, Lema 2) Se um ideal primo
p de um anel A contém um produto ay --- a, de ideais de A, entao

p contém pelo menos um dos ideais a;.
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Demonstragao. Suponhamos que a,-ép, Vi=1,-,n Entao para
cadai =1, ,n existe um elemento a; € a; — p. Assim a; - anép,
pois p é um ideal primo, e a; -, € a;---a, C p 0 que é um
absurdo uma vez que aiép, Vi =1,---,n. Portanto, a; C p, para

algumi=1,--,n. [ |

Proposigao 1.7.5. (Samuel, 1967, p.48 Lema 3) Se A é um anel
Noetheriano, entdo todo ideal ndo nulo de A contém um produto

de ideais primos nao nulos de A.
Demonstragao. Sendo A Noetheriano, seus ideais sao A-médulos

Noetherianos. Seja F o conjunto de todos os ideais nao nulos de
A que nao contém um produto de ideais primos nao nulos de A.
Suponha que F # @. Como A é Noetheriano segue que F possui
um elemento maximal M. Temos que M nao é primo, pois caso
contrario, M nao pertenceria a F. Além disso, temos que M # A.
Por M nao ser um ideal primo, existem elementos x, y € A — M
tais que xy € M, e que os ideais < x > +M e < y > +M contém
M propriamente. Pela maximalidade de M estes ideais nao estao
em F, e assim existem ideais p;, -+, p,, 4y, ***, 4, primos nao nulos
de A, taisque <x>+MDp, --p,e<y>+MDq - q, Assim,
M D< xy > +M D p, - p,q; -+ q,, 0 que é um absurdo. Assim
F = @ e portanto todo ideal nao nulo de A contém um produto

de ideais primos nao nulos de A. [ ]

Definigao 1.7.2. Um anel A é chamado um anel de Dedekind,
se A € Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo

nao nulo de A € maximal.

Exemplo 1.7.2. Todo dominio A de ideais principais é um domi-
nio de Dedekind. De fato, do exe 1.7.1 seque que A é Noetheriano.
Da Proposi¢ao 1.3.4 seque que é A integralmente fechado. Além
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disso, em um dominio de ideais principais todo ideal primo ndao

nulo € mazimal. Portanto A é um dominio de Dedekind.

Teorema 1.7.1. (Samuel, 1967, p.49, Teo.1) Sejam A um anel de
Dedekind, K seu corpo de fracdes, L uma extensdo de grau finita
de K e Ay o fecho inteiro de A em L. Entdo AL € um anel de
Dedekind.

Demonstragao. Sabemos que Ay é integralmente fechado, No-
etheriano e é um A-mdédulo finitamente gerado. Falta mostrar
que todo ideal primo p # (0) de Ap é maximal. Pela Proposigao
1.7.3, temos que pN A é um ideal primo de A. Seja x € p — (0) e
consideremos a equagao de dependéncia inteira de x sobre A dada
por X" +a,_ 1 x" '+ +ax+a=0,coma, €A, i=1,-,n—-1,
nao todos nulos, de grau minimo. Assim ag # 0, pois caso con-
trario obteriamos uma equagao de grau menor. Portanto temos
que ayp = —x(x"' + a1 x" 2+ - +a) € AlxNAC PNA, ou
seja, pN A # (0). Como A é Dedekind, segue que pn A é um
ideal maximal de A e portanto A/(p N A) é um corpo. Além disso,
Alp N A pode ser identificado com um subanel de Ap/p, e como
Ay é inteiro sobre A, segue que Ap/p é inteiro sobre A/p N A. As-
sim, pela Proposicao 1.3.2 temos que Ap/p é corpo e portanto p é

maximal. [ |

Exemplo 1.7.3. Seque do Teorema 1.7.1 que o anel do inteiros

de um corpo de niumeros é um anel de Dedekind.

Exemplo 1.7.4. Seja o anel Z[\/—_S]. Temos que Z[\/—_S] nao
€ fatorial, uma vez que 6 =2 -3 = (1 + \/—_5)(1 - \/—_5). Além
disso, Z[\/—_S] nao € um anel principal. De fato, temos que N(1+
V=5)=N(1=1/-5)=6, NQ) =4 ¢ N3) =9, e que 1 +1/=5 ndio
possui um divisor ndo trivial em Z[\/—_S] pois se a+ b\/—_S € um
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divisor nao trivial de 1+ \/—_5, ou seja, se 1+ \/—_ = (a+b\/—_5)y,
comy € Z[V=5], y# +1 e y# 1 +1/=5, entdo 6 = N(1+V/—=53) =
N(a+ b\/—_S)N(y) e que N(a+ b\/—_S) seria um divisor nao trivial
de 6, mas isto € impossivel, pois a* + 5b* = 2 e a* + 5b* = 3,
ndo possui solu¢ao em Z. Assim, 1+ \/—_5 € um elemento primo.
Agora, se Z[\/—_S] fosse principal e como 1+ \/—_5 divide 6 =23,
seque que 1+ \/—_5 divide 2 ou 3. Tomando as normas temos que
6 divide 4 ou 9, o que é um absurdo. Portanto Z[\/—_S] nao ¢ um

anel principal.

Definigao 1.7.3. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracdes.
Um A-submddulo I de K é chamado de ideal fraciondrio de A
se existe um d € A — {0} tal que d- I C A. Quando d =1 dizemos

que I € um ideal inteiro.

Observagao 1.7.1. Segue da Definicao 1.7.3 que os elementos

de um ideal fraciondrio I tem um denominador comum d € A.

Proposigao 1.7.6. (Ribeiro, 2013,p.29) Se A é um dominio No-
etheriano entdo todo ideal fraciondrio I de A é um A-mddulo fi-
nitamente gerado.

Demonstragao. Como I é um ideal fracionério, entao existe
de A—{0} tal que d- I C A. Assim, I c d~'A. Além disso, d"'A
é um A-médulo e a funcio ¢ : A — d A tal que ¢(x) = d”'x
define um isomorfismo entre A e d 'A, e como A é Noetheriano
ento concluimos que d~' A é Noetheriano. Logo, I é um A-médulo

finitamente gerado. u

Proposicao 1.7.7. (Ribeiro, 2013,p.29) Sejam A um dominio e
K seu corpo de fragoes. Todo A-submddulo finitamente gerado de

K é um ideal fraciondrio.
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Demonstragao. Se {xi, -, x,} é um conjunto finito de geradores
de I, entao os x; s tem um denominador comum d dado pelo
produto dos denominadores d;, onde x; = a,—d,-'l, com a;, d; € A.

Assim dI C A e portanto I é um ideal fracionério. [ |

Observagao 1.7.2. O produto IT de dois ideais fraciondrios I e

I € definido como o conjunto das somas z x;y;comx; €1 ey, €

1

1. Sendo I e I ideais fraciondrios com denominadores comuns d
e d , entao os conjuntos INI , I+ 1 e Il sao ideais fraciondrios,
0$ quais sao A-submddulos de K e tem demominadores comuns d

ou d’, dd' e dd/, respectivamente.

Lema 1.7.1. (Ribeiro, 2013, p.31,Lema 2.7.1) Sejam A um anel
de Dedekind que nao é um corpo e K seu corpo de fracoes. Seja
m um ideal mazimal de A. Entio m = {xeK:xmc A} é um
ideal fraciondrio de K.

Demonstragao. Como A nao é um corpo, temos que m # {0} e
que m # @, pois 0 € m. Sejam x, y € m . Entdo pela definigao
de m’, temos que xm C A e ym C A, e portanto (x + yym =
xm+ym C A, ouseja, x+y € m. Agora, sejam x € m eac A
Assim xm C A, e portanto (xa)m = a(xm) C A, ou seja, xa € m.
Finalmente, temos que dm C A, para todo d € A — {0}, ou seja,

m ¢é um ideal fracionério de K. [ |

Teorema 1.7.2. (Samuel, 1967, p.50, Teo. 2) Sejam A um anel
de Dedekind que ndo € um corpo e K seu corpo de fracoes. Todo
ideal mazimal de A € inversivel no conjunto dos ideais fraciondrios
de A.

Demonstragao. Seja m um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.7.1

temos que m = {x e K: xm C A} é um ideal fracionéario de K.
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Pela definicao de m/, segue que mmcC A, e como m é um ideal
de A, segue que m = mA C mm C A. Desde que m é maximal,
temos que mm = m ou mm = A. Vamos mostrar que mm #
m. Para isto suponhamos que mm = m. Seja x € m . Entdo
xm C m; x2m C m; - ;x"m C m. Se d € m é nio nulo, temos que
x"d € A, para todo n € N. Assim, A[x] é um ideal fraciondrio de A,
e como A é Noetheriano, segue da Proposicao 1.7.6 que A[x] é um
A-modulo finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 1.3.1 segue
que x é inteiro sobre A, e como A é integralmente fechado, segue
que x € A, ou seja, m C A. Como A C m/, segue que A = m.
Por outro lado, se a € m— < 0 >, entao pela Proposicao 1.7.5, o
ideal aA contém um produto de ideais primos nao nulos p; - p,,,
de A com n o menor possivel. Assim, m D aA D p; - p,. Pela
Proposicao 1.7.4 temos que m D p;, para algum i =1, .-+, n, e sem
perda de generalidade, digamos que m D p;. Como p, é maximal
pois A é Dedekind, segue que m = p,. Tomando b = p, - p,,
temos que aA D mb e aADb devido a minimalidade de n. Assim,

z
existe z € b tal que z€aA. Como mb C aA segue que m= C A.
a
z ' z ,
Assim, — € m, e como zéaA, temos que féA, ou seja, m # A, 0
a a
que contradiz o fato de m = A. Portanto, mm = A, ou seja, m

é o inverso de m. [ |

Teorema 1.7.3. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(a)) Sejam A um anel
de Dedekind e a # A um ideal nao nulo de A. Entdao existem ideais
primos nao nulos py, -, p, de A e inteiros positivos ey, -+, e, tal
que a = ﬁpf", e esta erpressao € unica.

Demonsifclragéo. Pela Proposigao 1.7.5, existem ideais primos

‘pl’

,P, ndo nulos de A tal que p,.---.p, C a. Provemos que a é um
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produto de ideais primos por indugao sobre v. Se v = 1, temos que
a C p,, mas como p, é maximal, pois A é Dedekind, entdo a = p,,
e assim a é primo. Agora, suponhamos que todo ideal que contém
um produto com v—1 ideais primos nao nulos de A é um produto de
ideais primos de A. Temos que p, --- p, C a, e como A é Dedekind
segue que a estd contido em um ideal maximal m de A. Seja m~!
o ideal fracionario inverso de m. Como m D a D p, -+ p,, segue
da Proposicao 1.7.4, que m contém um dos p;.s, para i =1, v.
Suponhamos que m D p,, e assim, m = p,, pois p, é maximal.
Portanto p; -+ p,_; C am C mm = A. Da hipétese de indugao

1

decorre que am™ = q, -+ q;, com q;s, para j = 1,--,s, ideais pri-

mos nao nulos de A, e portanto a = q; -+ q,p,, como queriamos.
i h

Para provar a unicidade suponhamos que Hpe’ = Hpef. En-

i=1 j=1

tao A = Hpe"_ef'. Se e; — e; # 0, podemos separar os expoentes

positivos e os expoentes negativos e reescrevé-los como
ap . a _ B b B
pl ’p2 ...pr’ _ql q2 Uv’

com p;, q; ideais primos nao nulos de A e a;, f; > 0 para p, #
q;, Vi, j. Portanto p; contém ql‘qu qf“ e pela Proposicao 1.7.4
segue que p; D q;, para algum j. Suponhamos sem perda de ge-
neralidade que p; D q;. Como p, e q, sao ideais maximais, segue
que p, = q,. Portanto ¢; —e; = 0, isto é, e; = e;, 0 que é uma
contradigao pois p; # q;, Vi, j e assim concluimos que a expressao

¢ Unica. [ |

Corolario 1.7.3. Se A é um anel de Dedekind, entdo o conjunto
dos ideais fraciondrios nao nulos de A formam um grupo com

relagao a multiplicacdo.
Demonstragao. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(b)). n
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1.8 Norma de um ideal

Sejam K uma extensao finita de @ e Ak o anel dos inteiros
de K. Nesta segao apresentamos a norma de um ideal como uma

generalizagao da norma de um elemento de Ag.

Definicao 1.8.1. Seja a um ideal nao nulo de Ax. A norma do
ideal a, € definida como o numero de elementos do anel quociente

A/a, isto é, Nia(a) = #(Ax/a).

Observagao 1.8.1. Quando nao houver duvida quanto ao anel

que contém o ideal a, usaremos N(a) ao invés de Nyq(a).

Exemplo 1.8.1. Seja a um ideal principal de Z[i], onde i* = —1,
gerado por 2 —i. Assim, 2l ={x+a; x € Z[i]}. A norma de a é
o numero das classes late;((zis de a. Uma vez que 2 —i = 0(mod a),
seque que 2 = i(mod a). Assim para x = a+bi, com a, b € Z, temos
que x = a+ bi = a+ 2b(mod a). Como 2+ i)(2—1i) =5 € a, seque
que as classes laterais de a em Z[i] sao {0, 1, 2, —1, =2}, ou seja,

N(a)=5.

Proposicao 1.8.1. (Samuel, 1967,p.52, Prop.1) Se a € Ak, a #
0, entao |N ()] = #Ax/Aka.

Demonstragao. Seja a € Ak, a # 0. Entao, pelo Corolério 1.5.1,
temos que N(a) € Z. Pelo Coroléario 1.6.3 temos que Ak é um
Z-médulo livre de posto n. Além disso, como y : Ax — Aka
definida por w(a) = aa, com a € Ak, é um isomorfismo, segue que
Aka é um Z-submédulo livre de posto n de Ak. Pelo Teorema
1.2.1 existe uma base {ey, ez, -+, e,} do Z-mdédulo Ak e elementos
¢ € N tal que {ce;, czes, -+, cpe,} é€ uma base de Axa. Também
timos que o grupo abeliano Ax/Aka é isomorfo ao grupo abeliano

I I Zlc;Z, cuja ordem é cic; - ¢,. Agora seja a aplicacdo linear

i=1
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¢ . Ak — Aka definida por ¢(e;) = ¢, i = 1,---,n. Temos que
det(¢p) = cicp - ¢,. Por outro lado, como {aey, -, ae,} também
é uma base de Aka, segue que existe um endomorfismo de Z-
médulo ¢ : Axa — Aka, definido por @(cie;)) = ae;, i = 1---,n.
Logo, como o det(p) € Z e é inversivel, segue que det(p) = +1.
Mas, a composicao @¢ é um homomorfismo, que é a multiplicagao
por a, e seu determinante é por definicao N(a). Portanto, como
det(p¢) = det(g) det(¢), segue que N (a) = +c; - ¢, = +H(AK/AKQ).

|

Proposigao 1.8.2. (Samuel, 1967, p.52) Se a é um ideal nao nulo

de Ak, entdo o quociente Akl/a € finito.

Demonstracao. Seja a € a, a # 0. Temos que Aka C a. Logo

Ax/Aka . Ak Ak a

Apla ~ KT Ag $-— = p Ky < . Portant

K WA ssim, At @ A o0. Portanto,
A

N(a) = #—= ¢ finito. n
a

Proposigao 1.8.3. (Samuel, 1967, p.52, Prop.2) Se a e b sdo ide-
ais nao nulos de Ak, entdo N(ab) = N(a)N(b).

Demonstragao. Pelo Teorema 1.7.3, temos que b = H p;’, onde
, iel

os p;s sao ideais primos nao nulos de Ak e @; > 0, i € I. Como

Ak é um dominio de Dedekind, entao os ideais p;,i € I, sao ideais

maximais. Seja p; = m, para algum i € I. Por indugao sobre o

numero de fatores, é suficiente provar que
N(am) = N(a)N(m). (1.8)

Segue da definigdo de norma que (1.8) se verifica se

()33 w
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A A
Mas, do homomorfismo sobrejetor ¢ : AL SN —K, definido por
am a

a
@(x + am) = x + a, temos que Ker(p) = @, e pelo Teorema do

Ak, a
Isomorfismo temos que, ALY Ak/a. Logo,
am am

A A
#<K> =#<K> -#(i). (1.10)
am a am
. . A
De (1.9) e (1.10), podemos concluir que (1.8) é verificado se #<m> =

a a .
#(—) Agora, mostremos que — é um espaco vetorial sobre
am am

K . ~ . -
— de dimensao 1. De fato, sejam as operagoes
m

a a a
i —X— — —
am am am

x+am,y+am)— (x+y)+ am.

Ak a a
cl— X — — —
m am am

(x+m,y+am) — (ax) + am.

Estao bem definidas:

Soma: x+am=x +amey+am=y +am = X—x =0
ey—y =0 =X+y=x4+y = (x+am)+ (y+am) =
(x +am)+(y +am) = (x+y)+am=(x +y)+am.

Produto: x+am=x +amea+m=a +m => x—x € am
ca—a €m. Assim, ax —ax = x’(a' —a)+ (x' —x)a € am. Assim,

a | . Ak .
—— ¢é um espago vetorial sobre —. Temos que os Ak-submoddulos
am m

a

de — sao ideais e sao do tipo —, onde b é um ideal tal que
am am

am C b C a. Mas, como todo ideal num dominio de Dedekind

admite inverso, segue que

m maximal

-1 -1 o1 4= -1
acamCa 'bCa'a = mCa HCAx =

m=a'boua'b=Ax =am=Dboub=a.
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Portanto, ndo existe b tal que am C b C a. Assim, os Ak-submdédulos

a . a ~
de —, ou os subespacos do espaco vetorial — sao apenas os
a

a —1een‘5ao#<A >—#< ) [ |
m am am

triviais. Portanto, dimay
0

1.9 Formas quadraticas sobre o R”

Nesta secao apresentamos as formas quadraticas sobre o R”,
que serao muito util no estudo das aplicagoes das formas quadra-
ticas aos corpos ciclotomicos e desta forma calcular a densidade
de centro dos reticulados obtidos via esses corpos.

Para cada inteiro n, seja Q,(X) a forma quadratica sobre o

R" definida por

0,(X) = 0,(Xy, -+ X>—2X2+ > X X))

1<i<j<n
Da igualdade
Z Xi—X)?=(n— 1)2){2—2 Z X X;
1<i<j<n 1<i<j<n

obtém-se que

0,(X1, - X)—nzxz—z > XX,

1<i<j<n
Observamos que Q,(X) é uma funcao positiva definida e total-
mente simétrica, isto é, Q, (X1, -+, Xn) = Q,(Xs1), *+ , Xo(m)), onde
o é uma permutagao qualquer do conjunto {1, ---,n}.
A préxima proposicao é de grande importancia no calculo do

raio de empacotamento de certos reticulados.

Proposigao 1.9.1. (Flores, 1996, p.64, Prop.3.4.1) i) O menor

valor que Q,(X1, -+, X,) assume com entradas inteiras nao todas
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nulas € n.
ii) Para a € Z", temos que Q,(a) = n quando a = +(1,1,---,1) ou

a==+e;, i =1, ,n; onde {ey, - ,e,} € a Z-base candnica de Z".
Demonstragao. i) Observe que

n—1

Qu(X1, -+, Xp) = Qi (X1, -+, X)) + X7+ YV (X; = X))
i=1

Sea; =+ =a,_1 =0,entao Q,(aj, -+ ,a,) = aﬁ+(n—1)aﬁ = naﬁ >n,

para a, # 0. Caso contrario, por hipétese de inducao, tem-se que
Oni(ay, - ,ap-1) 2n—1,

e neste caso
n—1
2 2
an+2(a,»—a,,) >n—1.
i=1

De fato, se a, # 0 entdo a> > 1. Caso contrario, pelo menos uma
das parcelas (a; — a,)’ serd nao nula.

ii) A prova se faz usando novamente inducao sobre n. Para j =1
temos que Q (@) = Q(ay) = a% = 1, onde a; = +1. Suponha-

mos que o resultado seja valido para j = n — 1. Observe que
n—1

@+ ) (a; = a,)’ > 0. Assim temos que Q,(@) = Q,(ar, . a,) =

i=1
n—1

O,_i(ay, ,an-1) +a£ + Z(a,— — a,,)2 >n—14+0=n-1. Agora, se

i=1
n—1
aﬁ + Z(a,» - a,,)2 # 1 entao Q,(ay, -+, a,) assumiria um valor maior
i=1

n—1

que n+1, o que contraria o item (i). Portanto, a2+ Z(a,— —a)’ =1
i=1

e assim Q,(a) = Q,(ay, -+ ,a,)=n—1+1=n,se a==+(1,---,1) ou

a==+e;,i=1,-,nonde {ef,,e,} é a Z-base canonica de Z". B

Lema 1.9.1. (Flores, 1996, p.80, Lema A.1) Se Q,(X, -+, X,) =
Z X7+ Z(X" - XJ')Z’ ea=(a,,a,) €R", entdo
i=1

i<j
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0,(ay, -, ay) = d*(a,0) + n.d*(a, A),

onde d*(a,0) e d*(a, A) sio os quadrados das distancias euclidianas

de a até a origem e de a até a diagonal de R", respectivamente.

Demonstragao. Se X = (x,--+,x) é um elemento qualquer da

diagonal de R",

entao

d(a, X)? = Z(ai - x>
i=1

d
Esta distancia serd minima quando d—(Z(a,» —x)%) = 0, e isto
x

n
ocorre para x = (1/n). Z a;. Assim

d*(a, )

Logo,

i=1

Heon (3 -))2

i a - (2/n).a;. <

j=1
n

i M
\/
/\
T
2
\/I\J
%

n.dz(P,a)=(n—1).<za,?>—2( 2 a,».a/),
i=1 1<i<j<n

n

e somando d2(P, 0) = Z a’> em ambos os membros chegamos ao

i
i=1

resultado desejado. [ |
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Teorema 1.9.1. (Flores, 1996, p.81, Teo.A.2) Sejam os nimeros

reais ap, -+, da,, com r < n. Se
F(Xr+l’ A ’Xn) = Qn(al’ A 7ar7 Xr+17 A ’Xn)9

entao F atinge seuw minimo com coordenadas inteiras no ponto

(y’y9"'sy)’ onde y= l(z ai>/(r+ 1)] ,

i=1
onde [z] denota o inteiro mais prézimo de z. Caso z + 1/2 seja
inteiro, entao [z] denota z — 1/2.
Demonstracao. Os pontos da reta, em R"™", passando por

r

P = (x,x,---,x), onde x = (2 a,»> /(r + 1) e tendo (byy1, -+, by)

i=1
como vetor diretor sdo da forma

X = P+ t(br+1a B bn) = (x + tbr+1» e, X+ tbn)

Assim

F(x + tbr+|9 e, X + tbl’l) = Q(a1’ A, X + tbl‘+l7 e, X + tbn) =

i a + i (x + tb;)* + Z(ui - aj)2 + Z(a,- - x- tbj)2+

i=1 i=r+1 i<j ij
+ Z (b — b;)* = A’ + Bt + C,
i<j
onde
A=(r+1) ), b+ Y (b —b)*
j=r+1 i<j
B=2x(r+1) 2 bj—2<2a,-> ( Z b,) e
Jj=r+l i=1 j=r+l1

C=(n-r+1) Z a,-2+2(a,-—aj)2+(r+1)(n—r)x2—2x(n—r) Z a;.
i i=1

i=1 i<j
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Como esta expressao é uma funcao de segundo grau na varidvel

t, segue que derivando com relagao a t, obtemos que

dF c
O b, x4 1by) = 210+ 1) 2 b+
Jj=r+1
+2:Z(b,» — b)) +2x(r+ 1) Z b; —2(2a,~> ( 2 bj>.
i<j Jj=r+1 i=1 Jj=r+1

Em ¢t =0, temos que

‘§®=uu+m2bp%§meMﬁ=

j=r+l Jj=r+1

Assim, sobre as retas passando por P, o grafico de F é uma pa-

rabola com concavidade voltada para cima, cujo menor valor é
r

2a
i=1

.S
1 upomos

assumido em P. Seja Y] = (3, ¥, ,¥), onde y =

no que segue que y < x, sendo que para o caso y > x a demons-

tracao é andloga. As pardbolas descritas acima tém coeficiente

dominante
n n n
P Y Y Y i) ) =1 Y B+ 0,,),
i=r+1 i=r+1 i<j i=r+l
onde v = (by41, -+, by) € O,_, é a forma quadratica definida no inicio

da secao. Pelo Lema 1.9.1, segue que este coeficiente dominante é
n
r Y b +d0,0)+ (= rd’(v, A),
i=r+1
onde d*(v,0) e d*(v, A) representam os quadrados das distancias
de v até a origem e diagonal de R"™", respectivamente. Para de-
terminar a direcao de menor crescimento destas parabolas, consi-
deremos vetores diretores v com comprimento 1. Na diregao de v,

o coeficiente dominante da parabola passando por P é dado por
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r+ 1D+ 0 =rd*v,A).

Logo, a dire¢ao de menor crescimento dessas parabolas é dada com
d*(v, A) minimo, ou seja, na direcao de Y;, que é a diagonal. Ob-
serve que para outra direcao o crescimento dessas parabolas sera
estritamente maior. Consequentemente, se Y € R"™ é tal que

F(Y) = K(Y)), temos que
d(Y, P) < d(V;, P), (1.11)

com igualdade se, e somente se, Y estiver na diagonal de R"™",

Agora, dado o conjunto
A={YeER""; FY)> FY))},

vamos calcular A N Z. Para isso, vamos escrever A como a uniao

disjunta de dois conjuntos A; e A,, onde

A = {YeR"™"; FY) < 1))}
(7

Ay ={YeR""; KY)=FN)}

Temos que A;NZ""" = @. Para calcular A,NZ note, por (1.11),
que para todo Y em A, temos que d(Y, P) < d(Y;, P) ou Y estd na
diagonal de R"™. Os Y que satisfazem a primeira possibilidade
nao sao inteiros. Caso Y esteja na diagonal de R"™", novamente,
por (1.11), temos d(Y, P) = d(Y;, P). Para concluir, consideremos
dois casos:

1% caso: x < y+1/2. Aqui, d(Y, P) = d(Y;, P) ocorre apenas para
Y=Y

2% caso: x = y+1/2. Neste caso, os tnicos pontos da diagonal de

Z"" satisfazendo d(Y,P) = d(Y;,P)sao Y1 e Yo = (y+ 1,---,y+ 1).



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTOMICOS 65

Assim,

_ Y1, se x < y+1/2;
ANZ"" =
(Y1,Y2), se x=y+1/2.

Para concluir, observe que para todo ponto Y de Z"™" temos que

F(Y) > K(Y)), ou seja, Y; é o ponto de minimo de F em Z"™". m

Teorema 1.9.2. (Flores, 1996, p.84, Teo.A.3) Sejam m € N e
Q;,(m) = Q,(m,t,---,1), onde t = [m/2], isto €, Q’(m) é o menor
valor que Q,(m, X, -+, X,) assume fazendo X», -, X, variar no
conjunto dos numeros inteiros. Entao Q’ € uma funcgdo crescente
de m.

Demonstragao. Se m for par, entdo t = %, é inteiro e
Q,(m) =Q0,(m,m/2, - ,m/2) = m? + 2(n — D(m3/4).
Neste caso, [m+ 1] =1/2, e

O(m+1)=0,(m+1,m2, - ,m2) =
(m+ 1)+ (n= D(m¥4) + (n = D(1 + m/2)%.

Logo, Q'(m +1) > Q/ (m). A prova para o caso m impar se faz de

modo anélogo. ]

Denotaremos por I; o conjunto {(ai, -, a,) € Z™; |a;| < d}.

Lema 1.9.2. (Flores, 1996, p.76, Lema 3.4.13) A forma quadrd-
tica Q,(ay, -+, a,) nao atinge o valor n+ 1, para (ay, - ,a,) € Z".
Demonstragao. Para a € I, = {(a1,--,a,) € Z", |a;| £ 1} o
resultado é verdadeiro. Tomemos a € I, — I;. Sem perda de ge-
neralidade, podemos supor que a = (2,a,-,a,), para inteiros

as, -+, a,. Pelo Teorema 1.9.1 temos que

0,(>0,2,1,- D=d4+n—-1+n—-1=2n+2>n+1,
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e pelo Teorema 1.9.2, Q,(a) >n+1,V jea € I;. ]

Definicao 1.9.1. Dados p um nidmero primo e m um niumero
inteiro positivo, denotamos por v,(m) a valorizacao p-adica de

m, ou seja, o maior numero a para o qual p* divide m.

Proposigao 1.9.2. (Simonato, 2000, p.61, Lema A.1) Se n é um
numero inteiro positivo, p um numero primo e by, by, ,bs € Z,

com 0 < b; <p—1 sao tais que n = by + byp + - + bsp°®, entao

n—ibi
i=0
p=1"

onde vy(n!) é a valorizacdo p-ddica de n!.

vy(n) =

Demonstragao. Faremos por indugao sobre n.
i) Se n=1, a conclusao é imediata.
ii) Suponhamos verdadeira para n, onde n = by +bjp+ - + bp° e

mostremos que a asser¢ao é verdadeira para n+ 1, onde

(bo+1)+bip+--+bsp’, se by #p—1
1 =9 (b + Dpf + bpaap* 4 e+ bp’, se by == b =p—1
eb. <p-2.
12 Caso: n+1=(bp+ 1)+ bip+ -+ bsp’, se by # p— 1. Pelo
fato de que p{n + 1 pois by + 1£0(mod p), e da hipétese de inducio

segue que

n—ibf n+1—(zs“b,-+b0+l>

i=0 i=0
vy((n+ D)) =v,(n!) = p’_l = p—

2" Caso: n+1=(b,+ Dp + b p™' + - + byp’, se by = b =
-~ =b,_y =p—1. Assim

n+1=plb+1)+b.y1p+ -+ bp’"] e
vp((n+ 1)) =r+uv,(n!)
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Sendo n = (p—D)+(p—-1D)p+---+(p— l)p’_1 +b,p’+br+1p’+1 +--+byp’,

segue que
n—Zb,-
i=0
r+u,(n!) = r+pf1
_ +n—(r(p—1)+br+br+1+---+bs)
p—1
_ rp=D+n—r(p—1) = (b, + byy1 + -+ + by)
= P
_ n—=(by+ b1 + -+ by)
= 1
o (n+ D)= [+ 1)+ bpyy + -+ + by .
p—1 '

Coroldrio 1.9.1. (Simonato, 2000, p.62, Corol.A.2) Se p é um

numero primo e m, n sao inteiros positivos com m < n tais que

n=ay+ap+--+ap’, 0<a <p-1,
m=by+bip+--+bp’, 0<b; <p-—1,
n—-m=cy+cp+--+cp’, 0<¢<p-1,

n
> € dada por

entdo a valorizacao p-ddica de <
m

ibi+ic,»—2ai
— i=0 i=0

i=0

Up

m p—1 |
Demonstragao. Aplicagao da Proposicao 1.9.2. ]
Proposigao 1.9.3. (Flores, 1996, p.74, Lema 3.4.10) Sejam p um

nimero primo, r wm niimero inteiro positivo e m = p"~2. Entdo

U,,<< " ))21, 0nde< " >=,’ m! —,
i i il(m—i)!

parai=1,- ,m—1.
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Demonstragao. Sejam by, -+, by, 1, **- , €y, NUMeEros naturais sa-
tisfazendo 0 < b; < p—1,0<¢; < p—1 e tais que i = by + bip +
etappte(m—i)=co+cip+ - +eup”.

Pela Proposigao 1.9.2, temos que

m

r—2 i_zbi

n=£_"- i1y= =1 — D)=
vp(m!) =1 Up(il) -1 vp((m = D)!)
m—i—Zc,-
i=1
p—1 7

de onde segue que
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(1)

Up . = 1 .
i p

m m
Como 2 b; + Z ¢i > 2, o resultado segue. [ |
i=1 i=1
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CORPOS QUADRATICOS E CICLOTOMICOS

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadrati-
cos e corpos ciclotomicos, dando énfase especialmente aos corpos
ciclotomicos. Para isso usamos os resultados de Teoria Algébrica
dos Numeros vistos no capitulo 1. Concluindo o capitulo apresen-
tamos a decomposicao de um ideal primo em uma extensao onde

fizemos o uso do Teorema de Kummer.

Temos duas classes importantes dos corpos de nimeros que
sao a classe dos corpos quadraticos e a classe dos corpos cicloto-
micos. Nosso objetivo nas préoximas segoes é determinar o anel
dos inteiros algébricos, base integral e discriminante dos corpos

quadraticos e dos corpos ciclotomicos.
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2.2 Corpos quadraticos

Nesta se¢ao apresentamos os corpos quadraticos juntamente
com a teoria necessaria para caracterizar seu anel dos inteiros,

base integral e discriminante.

Definicao 2.2.1. Uma extensdo de corpos de grau 2 sobre o corpo

Q € chamado um corpo quadratico.

Proposigao 2.2.1. (Ribeiro, 2013, p.13,Prop.2.2.1) Todo corpo
quadrdtico € da forma @(\/E), sendo d um inteiro livre de quadra-

dos.

Demonstragao: Sejam K = Q(f) um corpo quadratico, ou seja,
um corpo de niimeros de grau 2, e f(X) = X>+aX+b, coma, b € Q,

o polinomio minimal de 6 € K. Resolvendo a equagao quadratica
—a+ Va?—4b
6% +af+b = 0 temos que 6 = A= Ve —

Como 20 +a = Va2 — 4b segue que Q(A) = Q(V a? — 4b). Por outro

lado, a*—4b é um nimero racional que podemos escrever como a>—

sao as raizes de f(X).

u uv

4bh = — = —.comu, vE Z, mdc(u, v) = 1 e de forma que u e v nao
v v

sejam quadrados perfeitos, pois caso contrario, teremos Q(0) = Q.

Assim, Q(0) = Q(Va? — 4b) = @<\/z> = @(,/Zi) = Q(+/uv).

Suponhamos que uv = k’d, com k, d € Z, e d livre de quadrados.

Logo, Q) = Q(v/uv) = Q(VK*d) = Q(\/d). n

A Proposigao 2.2.1 nos diz que todo corpo quadrético K é da
forma, @(\/E), onde d é um inteiro livre de quadrados e {1, \/E }
é uma base do espago vetorial Q(\/E) sobre Q.

Proposigao 2.2.2. (Samuel, 1967,p.35) Seja K = Q(\/E), com

d um inteiro livre de quadrados, uwm corpo quadrdtico. Se um
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elemento a = a + b\/E € Q(\/E) € um inteiro algébrico, entao 2a

e a* — db* sdo nimeros inteiros.

Demonstracao. Seja a € K um inteiro algébrico. Entao existem
ag, - ,an_1 € Z tal que a" + g, 1@ + - + aja + ap = 0. Assim,
considerando ¢ um automorfismo de K tal que 6(\/3) = —\/E,
segue que, o(@)" + ap_16(@)""! + - + ajo(a) + ap = 0, ou seja, o(a)
também é um inteiro algébrico de K. Do Corolario 1.3.2, temos que
a + o(a) e ac(@) também sao inteiros algébricos de K. Além disso,
temos que se a = a + b\/E, com a, b€ Q, entao a+ o(a) =2a € Q
e ac(a) = a®> —db* € Q. Como Z é integralmente fechado segue, da

Proposicio 1.3.4, que 2a e a*> — db? sdo nimeros inteiros. [ ]

Observagao 2.2.1. Se d > 0, a extensao @(\/d_) é dita real e se
d <0, a extensdo @(\/E) € dita imagindria.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um
corpo quadratico K = @(\/E), com d um inteiro livre de quadra-

dos.

Teorema 2.2.1. (Stewart; Tall, 1987,p.67, Teo.3.2) Se K =
@(\/E) € um corpo quadrdtico com d € Z livre de quadrados, entao
o anel dos inteiros algébricos Ak de Q(\/d_) € dado por:

a) Ag = Z[\/d] sed=2 oud=3(mod4) e

b) A[K:Zl“_\/;

5 ] se d = 1(mod 4).

Demonstragao: Seja a« = a + b\/g S @(\/E), com a, b € Q, um
inteiro algébrico sobre Z. Se b = 0 entao o polindmio minimal de «
sobre Q é dado por m(X) = X —a, e como « é um inteiro algébrico
sobre Z, segue que a € Z. Se b # 0, entao o polindmio minimal

m(X) de a sobre Q tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:
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a=a+b\d = a—a=b\d = (a—a) =bd =
a? = 2aa+ a* = b’d = a* — 2aa + (a* — b*d) = 0.

Logo m(X) = X* — 2aX + a* — db*. Pela Proposicdo 2.2.2 temos
que 2a, a* — db* € Z. Assim, (2a)* — d(2b)* € Z e dai d(2b)* € Z,
pois 2a € Z. Ainda temos que 2b € Z, pois, caso contrario, no seu
denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma
p? no denominador de (2b)2 e como d é livre de quadrados teriamos
que d(2b)*€Z, o que é um absurdo. Logo, 2b € Z. Assim, podemos
escrever:

a=—, b=§, comu, vE ”Z. (2.1)

u
2

Além disso, temos que
(2a)* — d(2b)* € 4Z. (2.2)

Substituindo a por % e b por g, obtemos u?> — dv* € 4Z.

a) Se d =2 ou 3(mod 4), temos que u e v sdo pares, pois se v fosse
fmpar terfamos v> = 1(mod 4). Assim, como u? — dv* € 4Z temos
que ¥? = dv* = d(mod 4), ou seja, d = 0(mod 4) ou d = 1(mod 4),
o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é par, isto é,
v? = 0(mod 4) e assim, u> = dv® = 0(mod 4) o que implica que u é
par. Logo, se @« = a+ b\/g € Ak temos que a € Z[\/E] e assim,
Ak C Z[\/E]. Por outro lado, tomando a € Z[\/g], temos que a é
raiz do polinémio X% —2aX +a>—db* € Z[X], pois pela Proposicao
2.2.2, temos que 2a, a*> — db* € Z. Logo, Z[\/E] C Ak. Portanto,
A = Z[Vd].

b) Se d = 1(mod 4), temos que w—dv® € 47, e que u e v sao
de mesma paridade, isto é, sdo ambos pares ou impares. Se u
e v sao pares entao a, b € Z. Logo, @ = a + b\/g S Z[\/E]. Se
u e v sao {mpares, entao a« = a + b\/g = ul2 + U/Z\/E = (u-—
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2 2
Ak C Z[HZ‘/E] . Por outro lado, se a = a+b<%) € Z[%] s
com a,b € Z, temos que 2a+ b € Z e (a + bl2)* — d(bl2)* =

@ +ab+ (1 — d)b*I4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, z[“ﬁ] C Ax,

V)2 + v((1 + Vd)2) € Z[H\/E] . Portanto, @ € Z[H\/E] , ou seja,

pois os coeficientes do polinémio minimal de a, m(X) = X* — (2a +

D)X + a® + ab + (1 — d)b*/4 estdo em Z. Portanto, Z['J“Z‘/E ] = Ay

Exemplo 2.2.1. Seja K o corpo quadrdtico @(\/—_1). O anel dos
inteiros algébricos de K € dado por Ak = Z[il = {a+ bi . a,b €
Z}, onde i = \/—_1 pois d = —1 = 3(mod 4). O anel dos inteiros
algébricos do corpo quadrdtico Q(\/—_3)é Z[%] .

Como os Q-monomorfismos de K = @(\/E), com d € Z livre
de quadrados, em C sao o € o3, onde 01(\/5) = \/E e 0'2(\/3) =
—\/E , segue que o discriminante absoluto de um corpo quadrético
é obtido do seguinte modo:

i) se d = l(mod 4), entéao

1 d
DK = D[K/Q(l, +\/_>

2
2
o1(1) ox(1)
= |det <1+\/E> <1+\/E>
(03] 0)
2 2
2
1 1
= | 14va 1-va || =4
2

2
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ii) se d = 2 ou 3(mod 4) entao

2

o) o)
D 1, Vd ) =1 det
wo(1. V) <e< (VD o2V >>

Exemplo 2.2.2. Dado K = Q(\/g), tem-se Ak = Zl

1+/5
2
absoluto de K é5. Os monomorfismos de K em C sao o1 a inclusao

Dy

2

1+\/§]’

isto €, < 1, € uma base integral de Ak e o discriminante

e oy a conjuga¢ao complexa, isto €, oy(a + b\/g) =a+ b\/g e
2

0'2(a+b\/§) = a—b\/g. Logo, TrK/@(a+b\/§) = 2 0',~(a+b\/§) =2a
i=1

2
e Nwola+bV5) =[] oita+bv5) = a® + 5.
i=1

Exemplo 2.2.3. Dado K = Qi) entao Ak = Z[V—1], isto €,
{1, v/=1} € uma base integral para Ak e o discriminante absoluto
de K € —4. Os monomorfismos de K em C sdo o1 a inclusao e o,

a conjugacdo complexa, isto é, oi(a+ by —-1)=a+by -1 eor(a+

2
b\/—_l) = a—b\/—_l. Logo, TrK/@(a+b\/—_l) = Z Ui(a+b\/—_1) =2a
i=1
2
e Nwaa+bV=1) = [[oita+b6V=-1) = a* + 1
i=1

2.3 Corpos ciclotémicos

Nesta secao apresentamos os corpos ciclotomicos. Esses cor-
pos desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos

Ntumeros, uma vez que € possivel caracterizar o anel dos intei-
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ros algébricos de um corpo ciclotomico e, consequentemente, seu

discriminante.

Definicao 2.3.1. Seja K um corpo. Um elemento { € K é cha-

mado uma raiz n-ésima da unidade se {" = 1, para n > 1, um

inteiro.

Segue da Defini¢ao 2.3.1 que as raizes n-ésimas da unidade sao
raizes do polinémio x"—1. Seja U = {¢™, ---,¢™} o conjunto de to-
das as raizes distintas de X" —1 em K. Como (¢'¢’)" = (¢)"(¢’)" =

- &\ e @y
(C)(C)’=1e<j> = i T ey
¢ (SO

U é um grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo

= 1, segue que o conjunto

finito num corpo € ciclico entao segue que U é um grupo ciclico.
Assim, podemos representar as n raizes n-ésimas da unidade por
¢, Cz, -, ¢" =1, onde ¢ é um gerador do grupo U. As raizes n-
ésimas primitivas da unidade sao os geradores do grupo U, isto é,
0s elementos Ck com mdc(k, n) = 1, para k = 1,2, ---,n. O nimero

das raizes n-ésimas primitivas da unidade é dado por
d(m)=#{0<m<n: mde(m,n)=1, me 7},

onde ¢ é a fung@o de Euler. Dado »n um inteiro positivo, definimos
¢, como sendo e e o corpo Q(¢,) é chamado o n—ésimo corpo

ciclotomico.
n
Definigao 2.3.2. O polinémio ¢,(X) = H (X—=¢)) € cha-
j=1,mdc(j,n)=1
mado de n—ésimo polinéomio ciclotémico.

Lema 2.3.1. (Lang, 1972,p.206) Se n € um inteiro positivo, entio
X" =1=]e.x.

din
Demonstragao: Sendo f(X) = X"—1, temos que as raizes de f(X)
sdo 1, , @*, -+, 0" . Logo X" =1 =(X - 1)(X —@) - (X — " ).
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Analisando os perfodos de cada raiz de f(X), e escrevendo todas

as raizes de mesmo periodo como um polinémio da forma ¢,(X) =

H (X — w), segue que X" — 1= Hgod(X). [ ]

periodo w=d din

Exemplo 2.3.1. Considere o polinémio f(X) = X®—1. Temos que
as raizes de f(X) sao w, @?, @, 0%, @°, @°. Deste modo, o, @?, @, o*,
e w tem periodo 6, 3, 2, 3 e 6, respectivamente. Assim, @;(X) =
X =% = (X = 1), (X) = (X — @), p3(X) = (X — 0*)(X —
oY), p¢(X) = (X—w)(X-w’). Como os divisores de 6 sio 1, 2, 3, 6,

temos que X°=1 = [ [ 04(X), ou seja, X°~1 = ¢,(X)p2(X)93(X)@5(X) =
d|6
X - DX — )X — )X — o)X — o)X — @°).

Como consequéncia do Lema 2.3.1 temos que

x)= 21 (2.3)
qon = v - .
I ¢«
din, d<n
X?-1 Xx*-1
Assim @ (X) = X -1, ¢(X) = = =X+1, g3(X) =
1 ? @1(X) X -1 3
X -] X X*+ X + 1, g,X) X'
= — ) - - - @ =
(Plz(X) ) X-1 4 0, (X)py(X)
X -1D(X 1
ﬁ = X* + 1. Quando n = p, onde p é um nimero

primo, segue que

XP—1 X?-1
@1(X) X-1

Pp(X) = =X b+ X 41 (2.4)

que é chamado de p-ésimo polindémio ciclotémico. Quando
n = p", onde r é um ntmero inteiro maior que 1 e p é um nimero

primo, de acordo com o Lema 2.3.1,

XV~ 1= 0,(X090,(X)0p(X) - @1 (XN (X) €
X7 =1 = 0,(00,(XN)@p(X) -+ @1 (X).
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-

XF -1 - - -
Logo ¢y (X) = S e = XODPT o x e T
Este polinémio é chamado de p"-ésimo polinémio ciclotéomico.
Teorema 2.3.1. (Lang, 1972,p.204, Teo.6) Se ¢, é uma raiz n-

ésima primitiva da unidade, entao [Q(,) : Q] = ¢p(n).

Demonstragao. Seja f(X) um polindmio moénico, irredutivel e
de menor grau de ¢, sobre Q. Logo X"—1 = f(X)h(X), com h(X) €
Q[X]. Pelo lema de Gauss segue que f(X), h(X) € Z[X]. Seja p um
numero primo tal que p } n. Assim, {? é raiz n-ésima primitiva da
unidade. Logo ({9)" — 1 = f(EPA(CD), ou seja, 0 = f(EDAED). As-
sim, se ¢? néo for raiz de f(X), entao ¢ é raiz de h(X), e portanto ¢,
é raiz de h(X?). Portanto, pelo modo como tomamos f(X), segue
que, f(X)|h(XP), ou seja, h(X?) = f(X)g(X), com g(X) € Z[X]
pelo lema de Gauss. Como consequéncia do pequeno Teorema
de Fermat, a” = a(mod p) e dai h(X?) = h(X)’(mod p). Assim,
f(X)g(X) = h(X)?(mod p), e portanto (X))’ = f(X)g(X)(mod p).
Logo, W = 0, pois ¢, é raiz de f(X). E recursivamente che-
gamos que h({,) = 0. Portanto f e A tem uma raiz em comum.
Assim X" —1 = f(X)h(X), e portanto X" —1 tem rafzes multiplas.
Logo nX""! = 0 e assim, para qualquer a € Z,, na"' =0. Como
a caracteristica de Z, é p segue que p|n, o que contradiz o fato de
termos suposto que p { n. Portanto ¥ é raiz de f(X) Vp t ne
mdc(p, n) = 1. Logo d(f(X)) > d(¢,(X)), pois toda raiz de ¢,(X)
é raiz de f(X), e como f(X)|@,(X), segue que d(@,(X)) > d(f(X)).
Portanto d(f(X)) = d(@,(X)) = ¢(n). [ |

Observagao 2.3.1. Existe um unico polinémio minimal f(X) tal

que f(&,) = 0. Pelo Teorema 2.3.1, 3(f(X)) = (@, (X)), € 9,(&,) =
0. Assim f(X) = @,(X), e assim @,(X) € irredutivel.
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Lema 2.3.2. (Lang, 1972,p.204) Se mdc(m, n) = 1, entao Uy, =
U, xU,.

Demonstragao. Seja a seguinte fungao:

@ Uy XU, — Uppy

(a, b) —> ab

i) @ esta bem definida, pois (ab)™ = (a™)"(b")" =1

ii) @ é homomorfismo, pois V(a, b), (c,d) € U, x U, temos que
@((a, b) - (¢, d)) = @(ac, bd) = (acbd) = (ab)(cd) = @(a, b)¢p(c, d).
iii) ¢ é injetora: Temos que provar que Ker(p) = {(a, b) € U, X
U, : @(a, b) =1} = {1}. Deste modo, temos que mostrar que para
V(a, b) € U, x U, tal que @(a, b) = ab =1 = a =b = 1. Para
isto, sejaa=¢*, b=¢!, onde0<k<m—1e0<1<n—1.Assim,
b=l1l=sl=-1=s=("=s=0" <= =1.
Logo, como ¢,, é uma raiz m-ésima primitiva da unidade, segue
que m|nk, e como mdc(m, n) = 1 entao mlk, e isto implica que
k = mx. Analogamente n|l, e isto implica que [ = ny. Deste modo,
Ch=¢m =1 =™ =¢7 ouseja, ¢F = ¢ = 1, e isto implica
que k =1=0, pois ¢, e {, sdo raizes m-ésima e n-ésima primitivas
da unidade, respectivamente. Portanto ab = 1 < a = b = 1.
Portanto Ker(p) = {1} e assim ¢ ¢ injetora.

iv) @ é sobrejetora: Como o(U, X U,) = o(Uy,) e @ é injetora,
segue que @ € sobrejetora. Por iii) e iv), ¢ é bijetora. Portanto ¢

¢ isomorfismo. [

Proposigao 2.3.1. (Lang, 1972,p.205) Temos que £<¢!, para 0 <
k<m—1e0<I<n-1, € uma raiz mn-ésima primitiva da unidade
se, e somente se, Cﬁ € uma raiz m-ésima primitiva da unidade e

¢! € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.
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Demonstragao. Se C,’; nao é uma raiz m-ésima primitiva da
unidade, entao temos que mdc(k, m) = d > 1. Assim, (C,’,‘,C,i)% =
((Cnﬁé’f,)m"ﬁ =17 = 1, o que é absurdo, pois % < mn. Reciproca-
mente, se (¥ é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢! é uma
raiz n-ésima primitiva da unidade, entdao mdc(k, m) = mdc(l, n) =

1. Assim,

(Crl’clé’rll)a =] gﬁaé«rlla =1 Crl'cla — Cn—la — Z:nlian — Cn—lan —

Cye=Eh" = ¢ =1" <= (" =1 < mna.

Como mdc(m, n) = 1 segue que m|a. De modo analogo, nla. Ainda,
usando o fato de que mdc(m, n) = 1 segue que mnla. Assim temos
que, (Ckehym = (gmykngmyim = 1. Assim, mn é a menor poténcia tal
que (E*¢h™ = 1. Portanto ¢5¢! ¢ uma raiz mn-ésima primitiva da

unidade. [ ]

Corolario 2.3.1. (Lang, 1972,p.205) Q(£,)Q(¢,) = Q(,,,)-

Sejam p um ntimero primo e {, uma raiz p-ésima primitiva da
unidade. Como em ¢,(X) o coeficiente a,—, do termo X2 ¢ igual

a 1, segue que

{ Tragya() = [QE,) 1 Q] - 1=p—1, e
Tr@(g,,)/@(é’,{) =-a,,=-1,paraj=1,-,p— L

Consequentemente,

Trae,a(1-¢3) = Trae, () =Trae,ya(§)) = p, para j=1,--,p—1.

(2.5)
Os elementos 1 — 1{, para j=1,-,p—1, sao todos os conjugados
de 1 — é’;, para k = 1,---,p— 1. Assim, pela Defini¢do 2.3.2, segue
que Nogya(l = &) = @,(1) = p, parak =1, ,p— L.
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Lema 2.3.3. (Simonato, 2000, p.18, Lemal.4.4) Se Ak € o anel
dos inteiros algébricos de K = Q({,) entao:

i) (1-¢)AxNZ = pZ.

ii) Triwo((1 = ¢,)y) € pZ,Vy € Ak.

Demonstragao: i) O p-ésimo polinémio ciclotémico de ¢ » € 0,(X)
XP bk X1 = (X = )(X =) -+ (X =271 Como N ya(l -
&) =1=¢)1=¢) -+ (1=¢8") = p, segue que @,(1) = (1-¢,)(1 -
&) (1=¢r") = p. Como 1 —¢) € Ay, para j = 1,-,p—1,
segue que p € (1 —§,)Ak. Portanto pZ C (1 — {))Ak N Z. Para
mostrar a outra inclusao, vamos supor por absurdo que pZ esté
contido propriamente em (1-¢)AxNZ C Z. Como pZ é um ideal
maximal de Z, entao (1 - {,)AxNZ = Z. Como 1 € Z segue que
1 =(1-¢,)a, para algum a € Ak. Logo 1 —¢, é inversivel em Ay,
e assim 1 — C;{ sdo inversiveis em Ay, para j=2,-+,p— 1. Assim,
(1=¢,)(1=¢) -+ (1=¢F~") ¢ inversivel em AxNZ, isto 6, p é inversi-
vel em AxNZ, o que é um absurdo. Portanto (1-¢§,)AxNZ = pZ.
ii) Cada conjugado y;(1 —CI’;) de y(1-¢,) ¢ um miiltiplo de 1 —CI’; em
Ak, parai=1,2,+,p—1. Como 1-¢ = (1=)A+&,++0)
segue que 1 — §[’; ¢ um multiplo de 1 — ¢, em Ak. Sendo o trago a
soma dos conjugados, Trio(¥(1 —¢,)) = yi(1 = &,) + y,(1 — Cﬁ) +
ey, (1 - le'l) =a(l = ¢,), a € Ak. Portanto Tr(y(1 - ) €
Ak(l = ¢,). Como, pela Proposicao 1.3.4, Z ¢ integralmente fe-
chado, segue pelo Coroldrio 1.5.1 que Tr(y(1 — {))) € Z. Assim,
Tr(y(1-¢)) € Ax(1-¢,)NZ = pZ, onde a igualdade segue de (i).

|

Teorema 2.3.2. (Samuel, 1967, p.43, Teo.2) O anel dos inteiros
de K =Q(¢,) € Ak = Z[¢,] e {1, ), - ,Cf,’_z} ¢ uma base de Z[(,]

como um Z-modulo.
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Demonstragao: Seja Ak o anel dos inteiros de K = Q(¢,). Como
Z[¢,] C Ak, falta mostrar que Ax C Z[{,]. Se & € Ak, entao

a € Q(¢,), e assim podemos escrever
-2
a=ao+arf,+ - +a, 207, (2.6)

com a; € Q, para i =0,1,-,p—2. Multiplicando por 1 - ¢, em

ambos os membros temos que

a(l = ¢,) = ao(1 = &) + ar(C, — {) + =+ apa(C0 2 = 07N,

Aplicando o trago nesta equacgao e usando a sua linearidade, ob-

temos que

Trae yala(l = &) =
aTr(1 = )+ aTr(C, — {) + -+ + a, 2 Tr(C0* = 071 € pZ,

pelo Lema 2.3.3. Como Tr(é’l’; - Zj;;”) =0,parai=1,2,-+,p—2,
segue que agTr(1-¢,) = app € pZ e assim ap € Z. Como Cp_l = C]f_l

segue que Cp_l € Ak, e portanto pela Equagao (2.6) segue que

(@—ap)l;' = a+ @l, + - +a, 2007,
Multiplicando ambos os membros por 1 — ¢, temos que
(@—a0)s, ' (1=¢,) = a1(1 = &)+ ax (&, — {) + = + apa (G0 = ¢,
Logo

Tr((a - a)5, ' (1= ¢,) =
arTr(1 = &) + axTr(C, — £) + = + ap 2 Tr(CP ™ = §07%) € pZ.

Mas a,Tr(1 — {,) = aip € pZ e assim a; € Z. Continuando dessa
forma, chegamos que a; € Z, para todo i =0, 1, --- p — 2. Portanto
Ak € Z+Z¢, + -+ Zé’lﬁ’_z, ou seja, Ak € Z[¢,]. Deste modo

concluimos que Ak = Z[{,]. Além disso, como 1, ¢, - ,C[’,’_2 sao
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linearmente independentes sobre Z, pois sao sobre Q e como Ak =
Z+ZCP+--~+ZC£_2 segue que {1, {,, -, C,f_z} é uma base de Z[{,].
|

Proposigao 2.3.2. (Simonato, 2000, p.19,0bs.1.4.6) O discrimi-
nante absoluto de K = Q(¢,) sobre Q € dado por Dx =

=Dp=2) 1)(11 2)

Do ya(l, & G0 = (=1 2 pr2

Demonstragao: Sejam p um nimero primo e {, uma raiz p-
ésima da unidade. Vimos que {1, ,, -, C;’_z} é uma base integral

de Z[{,]. Pela Proposicao 1.6.4 temos que Do ya(l, &, -+ ,le_z) =

(P=D(p=2)

(-1 =2 NQ(CP)/Q((p;D(Cp)), e deste modo vamos mostrar que

N @(Cp)/Q((p’p(é’p)) = p»2. Como o p-ésimo polinémio ciclotémico é
4

dado por ¢,(X) = segue que derivando ambos os lados te-

X-1’

mos que (p;)(X) = X - l)p(j((”j 1;2()(1? — 1). Substituindo X por ¢,
temos que (p;,(é’p) = €= ijﬁj 1;2(55 — ]). Como 5 =1, pois ¢,
é uma raiz p-ésima da unidade, temos que (pp(é’p) I’C(é:(fpl))’
ou seja, qo;,(é’p) = ﬁ, e isto implica que (p;,(Cp) (i Cp)C
Aplicando’ a norma e ui,\a;ndo a(_iga hnearida(c&ep)ggtemc; _?ue
Nago(®,(E,)) = N@(cp)/Q(IQfPZPQ)N@@ 0 (&) T o1 T

= l](p 2) p —2

pp—Z' Portanto D@(gp)/@(l, Cp, . Cp 2) = ( 1)

Sejam p um numero primo e n > 1 um inteiro. O Lema 2.3.3
estende naturalmente para o p"-ésimo corpo ciclotomico, Q(¢,),

ou seja, valem

{ D (1-¢,)AxNZ = pZ.
ii) Trae,vo((1 = §)y) € pZ, Vy € Ak.



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTOMICOS 83

onde A ¢ o anel dos inteiros de K = Q(¢,). Nosso objetivo agora

¢ encontrar o anel dos inteiros algébricos, Ay, de K = Q(¢,).

Lema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Lema.1) Temos que Z[1-¢,] =
Z[Ey] e que

. .
Dag,ya(l, 1=y (1= )%™ = Do, ya(1, Gy o 0007,

onde p" > 3.

Demonstragao. Por definicao, Z[a] = Zaiai a €7 p.
Logo, para qualquer a € Z[1 — {,] temos qu,e a = by+ b(1—-
Ep) + ba(l = G0 + oo+ by (L= G770 = (b + by +
by + =+ + by_pyy-1-1) + (=b1 = 2b2)¢, + bgcjﬁ, + ---. Assim, temos
que a é da forma ag + a1, + azéj + -+ a(p_l)prfl_IC[(f_I)PF]_l, ou
seja, a € Z[{,]. Portanto Z[1 — ¢l ZIE,]. Por outro lado, seja
-l

. 2 -1
a € Z[{,]. Assim, a = ag+a1{, + @y + -+ a(p_l)pr—l_lé:l(f »

Observando que ¢,, = 1 — (1 = {,), temos que

a« = apt+a(l =1 =8+ +ap (1= (1=g,)e 7!
= a+a—a(l-5)+al-20-¢)+ A=)+ -
= a+a—a(l-¢)+a—2m(1—8) +ax(1=§,)" + -

= (ap+ -+ a(p_l)pr—l_l) + (—a; —2a)(1 — Z_,’pr) + .-

Dessa forma, chegamos que a ¢ da forma by +b;(1 =, ) +by(1—
E 4 o+ by (1= )P isto 6, a € Z[1 ¢, 1. Assim
Z[Ey] € Z[1 =&yl Portanto, das duas inclusoes concluimos que
Z[¢,] = Z[1 = {,/]. Para a segunda parte, como os conjugados de
¢, sao os elementos C’f‘, tais que k =1,---,p" — 1 e mde(k,p") = 1,

segue que os elementos 1 — ¢ l’f, sao os conjugados de 1 —¢,. Como



84 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

det(o; (¢ [’;,)) é o determinante de uma matriz de Vandermonde,

Doyl gy, ef ™ = &g -7

t<k

[Ja-¢o-a-¢)»

t<k
Do, ya(l, . (1= £,

Lema 2.3.5. (Marcus, 1977,p.31,Lema 2) Temos que H(l —
k

CZ,‘,) = p, onde o produto € tomado sobre todos os k, com 1 <k < p’,

e tal que p t+ k.

P

Demonstragéo. Como ¢, (X) = =1+x7 +x¥" 4

—1

X7 -1
-+ X("_l)"r_l, segue que todos os C[’,‘,, onde 1 < k < p" e tal que
pfk sao raizes de @, (X) pois sao raizes de X?” — 1 mas nao de

r—1

X?  —1. Deste modo, ¢, (X) = H(X— C;Iv(’) e existem exatamente
k
d(p") = (p—1)p~! valores de k pois Ny (X)) = (p—1p~'. Tomando

X =1, temos que ¢, (1) = H(] _4‘1’7‘,) =14+17 7 e 1P 2 p.
K

Teorema 2.3.3. (Marcus, 1977,p.29,Teo.9) Sejam {a, -, a,}

uma base de K sobre Q consistindo de inteiros algébricos e d =

Dya(ay, =+, a,). Se a € Ak, entdo a pode ser expresso na forma

miay + - +mua L, .
7 L, comm; € Z e mj2 divisivel por d, para j =

1,2, ,n.

Demonstragao. Se a € Ak, entdo a € K. Como {ay, -+, a,} é

uma base de K sobre Q, segue que

a = X101 + -+ Xpty,
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comx; € Q,para j=1,--,n Sejam oy, -+, 6, 0s Q-monomorfismos
de K em C. Aplicando cada o;, para i = 1,---,n, em @, obtemos

um sistema de n equacoes dada por
oi(a) = x10i(a1) + -+ + x,0:(an),

para i = 1,---,n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer,
obtemos que as n raizes sao dadas por x; = %’ onde 6 = det(o;(a;))
e y; é obtido de 6 trocando a j-ésima coluna por o;(a). Temos que
08 y;, para j = 1, 2, -+, n, e sao inteiros algébricos pois sao obtidos

a partir dos a,:s, que sao, por hipotese, inteiros algébricos. Pela
7 27

=d-L =6 =
6 1)

dy; ¢ um inteiro algébrico. Como Z ¢ integralmente fechado segue

Proposicao 1.6.3, temos que 8> = d e portanto dx;

que dx; € Z, para j=1,2,--,n. Seja m; = dx;, para j=1, 2, n.
2
m=

Se mostrarmos que 7’ € Z, teremos que mf é divisivel por d. Mas,

m2
como 7’ € Q e como Q é o corpo de fragoes de Z entao é suficiente
m2
mostrarmos que 7’ ¢ um inteiro algébrico. Como m; = dx; = oy,
m?
= dzsz- = 62;//2 = dyjz. Logo 7] = yj2 é um inteiro
m2
algébrico pois y; € um inteiro algébrico. Portanto 7’ € Z e assim

2
segue que mj

mj2 é divisivel por d. [ ]

Lema 2.3.6. (Marcus, 1977,p.31) Sed = Dag,ya(l, &y, o Z_,’;'r_l),

onde n = ¢(p"), entao d = p° para algum s € N.
Demonstracgao: Pela Equagdo (2.3) temos que
X7 —1=0,(X)gX), (2.7)

onde g(X) =X " e @, (X) é o polinomio irredutivel de ¢, sobre
Q. Derivando a Equacao (2.7) temos que p’X? ™! = qo;,,(X)g(X) +
(pp,(X)g'(X), e substituindo X por ¢, obtemos que
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Py = 068 + 0y (6,08 ().

Como ¢, ({,;) = 0 segue que

P = 0,08,
e isto é equivalente a

PEny = 0y (8,
ou seja,

P =G0y (68,
Aplicando a fun¢do norma nesta ultima igualdade obtemos que
P" = Nag,a(@y )N aw, oGy 8E)).

Pela Proposigao 1.6.4, temos que

p" = £Do,ya(l, . & N, Gy 8E,))-

Logo, d|p™, ou seja, d = p*, para algum inteiro s. [ ]

Teorema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Teo.10) O anel Ak dos in-
teiros algébricos de K = Q(§,) € Z[{,].

Demonstragao. Mostraremos que Ax = Z[1 — {,], e assim o
teorema segue pelo Lema 2.3.4. Suponhamos que Ak # Z[1-¢,].
Pelo Teorema 2.3.3, todo elemento @ € Ak pode ser expresso na

forma
my+my(1 = &)+ -+ my(1 = )"
P )
onde n = ¢p(p"), e m; € Z, para i = 1,2,---,n. Pelo Lema 2.3.6,

a =

temos que d = p°, onde s € N. Logo, existe &« € Ak de modo que
nem todos os m; sado divisiveis por p°. Seja i < n tal que m; nao
seja divisivel por p*. Assim, temos que m; = p*q+r, onde q, r € Z

e r < p’. Logo, podemos reescrever a da seguinte forma
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a= .
my+my(l =)+ + g+ A=) ™+ my (1= )
P '

Desse modo, Ak contém um elemento da forma

== &) A mia (1= 8) 4 o+ my(1 =)
P '
Multiplicando ambos os lados por p*~!, obtemos que

r(1 =) ™ m (1= ) + o+ my(1 = )"
V4

s—1

que podemos reescrever como

PG &) T a1 =) + o+ a1 =g
. :

com a; € Z e a; nao divisivel por p. Pelo Lema 2.3.5, temos que
pl(1 =¢,)" € Z[¢,] pois 1 — Cll,‘, ¢ divisivel, em Z[{,], por 1 =, .
Entdo p/(1 —¢,)" € Z[{,] e portanto temos que fp/(1 - ¢,) € A.
Subtraindo termos que estao em Ay, obtemos que a;/(1-¢,) € Ak.
Disto segue que Na,ya(1 =)l Nag,yala). Como Nag,yala) =
a! e pelo Lema 2.3.5, temos que Nag,yal=¢y) =p. Assim p|a},
o que é impossivel pois a; nao é divisivel por p. Portanto Ak =

711 = ) = ZIE, ). =

Observagao 2.3.2. Como o p"-ésimo polinémio ciclotémico tem
grau (p—1)p"~! e seu termo independente € igual a 1, obtemos pela

secao 1.4, que

Nog,va@) = (=D®™7" onde t =0, p™" e mde(t,p') = 1.
(2.8)
Trag,aly) = —ap2=—1, paraj=1,-,(p—p~" (2.9

Trae,va(l) = [QE,) : Ql = (p—Dp™". (2.10)
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Proposig¢ao 2.3.3. (Simonato, 2000, p.22,Prop.1.4.9) O discri-
minante absoluto de K = Q({,) sobre Q € dado por Dk =

"—1 r—1 o 1y
DQ({;,,-)/Q(], Cpf’ ) ;ﬁf@) ) = ipp =1 ])'
Demonstragao. Pela Proposicao 1.6.4 temos que

(-1
e

Do, ya(l, &y, -, ) = £Nag, (@, (E).

r_
ﬁ, temos que

Derivando ambos os membros de ¢, (X) = X7

GO s VIO G VD Gl

o
@ (X) Gt

e substituindo X por ¢, temos que

r_ r—1 r r—1_
A (<A Y (¢4 7l < A

Py () =
o (TS Ve
Como Cﬁ: = 1 segue que
re—1
: Py -
wp'(Cp*) = Pl £ = Pl .
Cr =D Ad=8y )y
Temos que C;,’:_] = (e%)ph1 =e = ¢,- Aplicando a fungao norma

em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

N o, ya(=p")
Nag,va(l =) Nag,aGy)

Da Equagao (2.8) temos que Naga(Cy) = =l Também

_ r—1
Nag,ya(=p) = (=pH""" e

Nag,ya(@, (&) =

Nag,a(l=¢) = NagyaNag,ag)(1 —E))

N - P
(Nag(l —&,) p

(p—1p™!
—1 ipr r—1 1\
Portanto DQ(gp,)/@(l,Cpr, ety l‘,’?(”) )= ——F = ipp (r(p=1) 1).

=1
pp
|
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A seguir nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros Ay
para qualquer corpo ciclotomico, Q(¢,), onde {, é uma raiz n-
ésima primitiva da unidade. Esta generalizagao seguird de um
resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um
corpo composto KL, onde K e L sao corpos numéricos.

Se K e L sao dois corpos numéricos, entao o corpo composto KIL
(definido como o menor subcorpo de C contendo K e L) consistem

de todas as somas finitas
afy+-+apf,ondea; €K, e fiel,parai=1,2,-,r.

Se Ak, A e Ak sao os anéis dos inteiros algébricos de K, L e KL,

respectivamente, entao Ay, contém o anel
AkAL = {1 f;+ -+ ap, . a; €Ak, f; € A, parai =1, 2,-,r}.

Em geral, ndo temos uma igualdade. Entretanto, podemos mos-
trar que Ak = AkxAL sob certas condigoes sobre os corpos cicloto-
micos.

Sejam m e n os graus de K e L, respectivamente, sobre Q, e seja
d = mdc(d,, dy), onde d; e d, sao o discriminante absoluto de Ak

e A, respectivamente.

Teorema 2.3.5. (Marcus, 1977,p.33, Teo.12) Se [KL : Q] = mn,
entao Ak C EAKA[L.

Demonstragao. Sejam {aj, -, a,} uma base de Ak sobre Z e
{By, -, B,} umabase de A sobre Z. Assim, temos que B = {;§;, i =
1,--,m; j=1,--,n} é uma base de AkA| sobre Z e também uma
base de KL sobre Q. Se a € Ak, entao a pode ser expresso na
forma

mi;
a= ZTjaiﬂj, (2.11)

iJj
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onde r e todos os m;; estdo em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao
tem fatores comuns maiores que 1, ou seja, mdc(r, mdc(m;;)) = 1.
Para mostrar o teorema, temos que mostrar que r|d para qualquer
a. Para isto, devemos mostrar que r|d; e rld, pois assim, pela
definicado de méximo divisor comum, teremos que r|d. Temos que
todo monomorfismo ¢ de K em C estende a um monomorfismo
(que também denotamos por o) de KL em C, fixando L. Portanto,
para cada ¢ temos que

o@ =Y, “Lo(a)p).

i,Jj

n
mi; .
Tomando x; = —p. para cada i =1, ,m, obtemos m equa-
P

Jj=1
m

¢oes Za(ai)xi = o(a) para cada o. Agora, resolvendo este sis-
i=1
tema pela regra de Cramer, obtemos que x; = %, onde § é o
determinante da matriz formado pelos coeficientes o(a;) € y; é ob-
tido de 6 trocando a i-ésima coluna por o(a), para i = 1,2, ---,m.
Temos que 6 e todos os y; sao inteiros algébricos, pois todos os
o(a;) e o(a) sdo, e além disso 8% = d;. Se e = d, temos que
ex; = 6y; € Ag, onde Ac é o anel dos inteiros algébricos de
C, e portanto ex; = i @ﬂj € AcnL = Ap. Lembrando que
j=1

J
{B1,+,P,} forma uma base integral para A, concluimos que os

. . . em; . . ..

niimeros racionais —2= devem ser inteiros, e deste modo r divide
r

em;;, para todo i e j. Como assumimos que r é relativamente primo

com mdc(m;;), segue que rle = d;. Analogamente, r|d,. Portanto,

r|d e assim d = kr, com k € Z, ou seja, r = T Substituindo na

1
aiﬂj = g Z km,«jaiﬂj. LOgO
i.j

km,«j

d

Equagéo (2.11) temos que a = Z
iJj

1 1
[ ES EAKA[L. Portanto Ak C EAKA'L' |
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Corolario 2.3.2. (Marcus, 1977, p.34, Corol.1) Se [KL : Q] = mn
ed= l, entao AKI]_ = AK/A\[L.

Demonstragao. Como AxAp C Ak e como d = 1 segue, pelo

Teorema 2.3.5, que Ak = AKAL. [ |

Teorema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.34, Corol.2) O anel dos inteiros
de Q(&,) € R=Z[{,].

Demonstragao: O teorema ja foi provado se n é primo ou se
é uma poténcia de um primo. Agora, se n nao é primo ou nao
é uma poténcia de um primo, entao podemos escrever n = niny,
para inteiros relativamente primos nj, n; maiores que 1. Vamos
mostrar por indugao que se o resultado também é valido para n;
e np, entao o resultado é valido para n. Assim, suponhamos por
hipétese de indugao que Ry = Z[{, 1 e Ry = Z[(,,]. Para aplicar o
Corolario 2.3.2, temos que mostrar que

1)QE,) = Q,,)Q(,,) e como consequéncia Z[{,] = Z[¢, 1Z[L,,].
2) $(n) = B ().

3)d=1.

A parte (1) segue do Coroldrio 2.3.1 e a parte (2) segue do fato
de ny e ny serem relativamente primos. Para a parte (3), temos da
Proposicio 1.6.4 que D(1,a, - ,a"") = (=)™ DN(f (a)). Seja
d,, e d,, o discriminante absoluto de Z[{, ] e Z[{,,], respectiva-
mente. Como f(X) = X" —1, segue que f/(X) =m X", e substi-
tuindo X por ¢, segue que f’(Cnl) =m¢h =

ny -

g—‘. Assim aplicando
"
a funcao norma em ambos os lados e usando a sua linearidade te-

mos que

Nag, ya(m) — p?™

Naq /@(f/@”l)) = = .
(Cnl) N@(gnl )/@(Cnl) il

o)

Portanto d,, = =n{""", e isto implica que
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dy, |n™.
Analogamente,
d In2.

Sendo d = mde(d,,, dy,), temos que

dldy, e dy, In{" = djn{™
dldy, e dy,In3"™ = ding™.

Como mdc(n‘li’("‘),

n") = 1 segue que d|1, e portanto d = 1. Final-
mente entao concluimos que R = R R, = Z[{, 1Z[¢,,1 = Z[,]. W

Teorema 2.3.7. (Washington, 1982, p.11) O discriminante abso-
luto de K = Q(¢,) sobre Q € dado por

e

(p—1)
Hp¢(n)(p )

pln

Dy = Do ya(1, &+, ¢2 Y =+

Demonstragao: Por (Ribenboim, 1972, p.217, prop.70) temos
que Dyy = DM . DI Aplicando a fungdo logaritmo em am-
bos os lados e usando as propriedades do logaritmo segue que
log|Dyyl = [M : Q]log|Dy|+[L : Q]log|Dyl. Como toda extensao
ciclotomica é Galoisiana, segue que [LM : Q] =[L : Q][M : Q], e
assim

log[Dywl| _ log|Dy|  log|Dul
[LM:Q] [L:Q] [M:Q]

Portanto, se n = H pi" temos que
i

[@¢):Ql [QEm:al " Tlagm:al & eeh

log | Dy| log | Dy, | ey log | Dy, | ] _ z": log | Dy,|
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onde K; = Q(yu), i = 1,2,--,r. Assim, pela Proposigao 2.3.3,

temos que
r P Nap=D=) a1
log | Dy| _ Z log p;’ _ pi (ai(p;—1) - 1)10 _
b(n) = - & i '(e-D ’

= i(di - pl—l) logp; = i a;logp; — 2 % _

i=1 i i=1 il

r r e
= Z logpf — Z logp]"™
i=1 i=1

= log(ﬂpf’) - log(ﬁﬂﬁ) =
i=1 i=1
= log(n) — log(ﬁpiﬁl] ) ,
i=1

e consequentemente,

()
r 171 n
log| Dy| = ¢p(n){ log(n) — log p' =log| —
i=1 Hpii_l

@(n)

Assim, |Dx| =| —— e portanto,

[
i=1

$n)-1 g 1
Do yo(1,8,, .8, ") = (=1) e STV

/(p—1)
Hp¢(n)(p )

pln
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2.4 Decomposicao de ideais primos em uma exten-
sao

Nesta secao apresentamos a decomposicao de um ideal primo
em um extensao. Assim, dados A C B, anéis e a um ideal de

A, denotamos por aB ao ideal de B formado pelos elementos da

forma in Vi, com x; € a e y; € B. Além disso, consideramos
KcL (l;(z);pos de ntimeros tais que [L : K] = n.

Se p é um ideal primo de B, consideremos a inclusdo i : A —
B, a projegao canoénica h : B— B/p e a composicao f=hei. O
nicleo de f é AN p e portanto A/(A N p) ~ f(A) C B/p, e deste
modo, A/(A N p) é um dominio, isto é, AN p é um ideal primo de

A.
Proposicao 2.4.1. (Samuel, 1967, p.71, Prop.1) Sejam p um ideal
g

primo nao nulo de Ak e pAL = I I b7 a decomposicao do ideal pAL
i=1

em ideais primos de Ar. Entao os b; s sio o0s tinicos ideais primos

de AL cuja interse¢ao com Ak coincide com p e nestas condigoes

dizemos que b; € um ideal acima de p.

Demonstragao: Para cada i =1,---,g temos que b; 2 pAL 2 p,
e portanto b; N Ak é um ideal primo de Ak que contém p. Sendo

p maximal resulta que p = b; N Ak. Agora, se d é um ideal primo

g

de Ay tal que d N Ak = p, entao d = pA| = Hbf". Assim, d D b;,
i=1

para algum i. Como b; é maximal segue que d = b;. [ ]

O anel Ak/p pode ser considerado como um subanel de A/b;
através do homomorfismo induzido acima. Além disso, Ak/p e
Ar/b; sao corpos e Ap/b; é um espacgo vetorial de dimensao finita

sobre Ak/p, uma vez que A e Ap/b; sdo finitamente gerados como
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Ak-médulo e Ak/p-mdbdulo, respectivamente. A dimenséao [Ap/b; :
Ak/p], denotada por f; ou f(b;, p) é denominada de grau residual
de b; sobre Ak. O expoente e; ou e(b;, p) é denominado indice de
ramificacao de b; sobre Ak. Quando e; > 1, para algum indice i,

dizemos que p se ramifica em L.
g

As igualdades Z eif; = [AL/PAL : A/p] = n podem ser vistas

em ([6], p.71, Teo.ll)=1e este resultado é conhecido como Igualdade
Fundamental.

A igualdade fundamental forma alguns tipos de decomposigoes
de p. Diremos, entao, que o ideal primo p de Ak é
(i) totalmente decomposto em L, se g = n e consequentemente,
ee=fi=1i=1,-,g
(ii) inerte em L, se g =1, e; = 1 e consequentemente f; = n.
(iii) totalmente ramificado em L, se g = 1 e consequentemente

fi=lee =n.

Teorema 2.4.1. (Lang, 1970, p.27, Prop.25) (Kummer) Seja A
um anel de Dedekind com corpo quociente K. Seja L uma extensdo
finita separdvel de K. Seja A o fecho integral de A em L e assuma
que AL = Ala] para algum elemento a. Seja f(X) o polindmio
irredutivel de a sobre K. Seja p um ideal primo de A. Seja f(X) a
reducao de f(X) e p, e seja

JXO =1 X - @ (X

a fatoracdo de f(X) em poténcias de fatores irredutiveis sobre A =

Alp, com coeficiente dominante 1. Entao
pAL = B[ - B (2.12)

€ a fatoragdo de p em Ay, de modo e; € o indice de ramificagdo de
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B; sobre p, e temos que
B, = pAL + ()AL, (2.13)

se u;(X) € A[X] é um polinémio com coeficiente dominante 1 cuja

redu¢ao modulo p € m;(X).

Demonstracao: Sejam %(X) um fator irredutivel de f(X), @ uma

raiz de Hu(X), e B o ideal primo de Ay que é o kernel da funcao
Ala] — Ala].

Temos que pA + u(a)AL esta contido em B. Por outro lado, seja
g(@) € B onde g(X) € A[X]. Entdo g(X) = u(X)h(X) para algum
h(X) € A[X], e portanto g(X) — u(X)h(X), que é um polindémio
com coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em p. Isto
prova a inclusdo contraria, provando (2.13). Para provar (2.12),

seja e; o indice de ramificacao de B;, tal que
pA, = g;fl gf
e seja d; o grau de p;. Como f(a) =0, e como
JXO = i (X - p (X)* € pA[X],

segue que

H (@) - p () € pAL. (2.14)

Por outro lado, temos que
B C PAL + (@) Ay,
consequentemente usando a Equagdo (2.14) temos que
Bl - B C PAL + py (@) - p ()AL C PAL = ?Bi‘ §8f

Isto prova que e; > e, para todo i. Mas sabemos que
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Yedi=of=[L: K=Y ed,.

Assim e; = e; para todo i, o que prova (2.12). n

Teorema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.74, Teo.1) Se K é um corpo de
numeros, entao um ideal primo pZ de Z se ramifica em K se, e

somente se, p divide D. [ ]

Decorre deste resultado que existe apenas um nuimero finito de

ideais primos de Z que se ramificam em K.

Lema 2.4.1. (Marcus, 1977, p.78, Corol.) Sejam {,, uma raiz m-
ésima da unidade, n = @(m), p um ndmero primo e O,(p) a ordem

de p modulo m. Se p nao divide m, entao pZ[¢,] se decompoe em

ideais primos distintos de Z[¢,,]. [ |

n
On(p)

Exemplo 2.4.1. Se K = Q(v/-17), entao Ax = Z[\-17] e
f(X) = X?+ 17 ¢ o polinémio minimal de \/—17 sobre Q. Va-
mos obter a fatoracdo dos ideais 2Ak, 3Ak e SAk em produto de

ideais primos de Ak usando o Lema de Kummer. Como
X% 417 = (X + 1)’ (mod (Z122)[ X)),
seque que

g=1, X)=X+1, e =2 e fi=0p(X)=1
P =2Ak+ (1 + V-17)Ak.
Portanto, 2Ak = p3, onde p, € o ideal primo de Ak, com N(p,) =
p/t = 2. Pela Proposicio 2.4.1 seque que p, € o tnico ideal de Ak

acima do ideal 2Z e é totalmente ramificado em K. Para o ideal

3AK como

X2+ 17 = (X + 1)(X = D)(mod (Z/3Z)[ X)),
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Segue que:

g=2,u(X)=X+1, (X)) =X—-1l,ey=ery=1lefi=f,=1.
q, =3Ak+(1+V-1NAKx e q,=3Akx+(1-V-17)Ak.

Portanto, 3Akx = q,q, onde q, e q, sGo os unicos ideais pri-
mos de Ak acima de 3Z com morma 8 e o ideal 3Z € total-
mente decomposto em K. Finalmente, para o ideal 5Ak, temos
que X> 4+ 17 = X? + 2(mod (ZI5Z)[X]) e X* + 2 ¢ irredutivel sobre
ZI5Z. Logo 5Ak € um ideal primo de Ak com norma 25 e o ideal

57 ¢ inerte em K.

Exemplo 2.4.2. Sejam Ak = Z[{,5s] o anel de inteiros algébricos
de K = Q(¢ys) e f(X) = X8 X"+ X7 —X*+ X3~ X +1 o polinémio

minimal de {5 sobre Q. Vamos obter a fatoracao de 3Ak. Como
fX) = (XY + X2+ X%+ X + 1)*(mod Z132)[ X)),
segue que

g=L, X=X+ X+ X’ + X+ 1,e;=2¢ f, = 0;(X) = 4.
P =3Ak + (s + {5 + &5 + 815 + DAk

Portanto, 3Ak = p%, onde p, € o unico ideal primo de Ak acima
de 3Z com norma 3*. Note que neste caso 3Z se ramifica em K,

mas nao € totalmente ramificado em K.

Tendo em vista o Lema 2.4.1 e considerando > 1, temos

n
que a menor decomposicao possivel do ideal pZ[C,?]méﬁz produto de
ideais primos distintos de Z[(,,] ocorre primeiramente em m =3 e
p = 1(mod 3), pois pZ[{;] se decompoe em 2 ideais primos distintos
de Z[¢3]. Usando o Lema de Kummer vejamos, por exemplo, como

se d4 a fatoragao do ideal 13Z[{;]. Note que 13 = 1(mod 3) e o
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polindomio minimal de {3 sobre Q é X 24+ X+ 1. Logo

X2+ X +1=(X+4)X + 10)(mod (Z/132)[ X)).
g=2, (X)) =X+4, mX)=X+10,e; =ex =1, f{=f, = L.

Assim, 13Z[&3] = p,p,, onde p; = 13Z[5] + (G +DHZ[E] e p, =
137181 + (&3 + 10)Z[&5].

Agora, sejam K C L corpos de ntimeros com L uma extensao
Galoisiana de K de grau n. Veremos que em uma extensao Galoi-
siana a decomposicao de um ideal em A, dado como no Teorema
2.4.1, assume certas caracteristicas particulares. Seja G o grupo
de Galois de L sobre K. Se G for um grupo abeliano diremos que

L é uma extensao abeliana de K.

Observagao 2.4.1. Seja K um corpo de nimeros. Se L = K(,,),
entdo L € uma extensao galoisiana de K e o grupo de Galois de L

sobre K € isomorfo a um subgrupo de (ZImZ)*.

Decorre da Observagao 2.4.1 que toda extensao ciclotomica
de K é abeliana e, em particular, todo subcorpo de um corpo
ciclotomico é uma extensao abeliana de Q. Reciprocamente, se K é
uma extensao abeliana de Q, entao existe um inteiro m tal que K C
Q(¢,,)- Este resultado é conhecido como Teorema de Kronecker-
Weber.

Lema 2.4.2. (Samuel, 1967,p.89,Lemal) Sejam A um anel e

b, p;, -, P, ideais primos de A tais que b nao esteja contido em
P, para i =1, ,r. Entao existe b em b tal que b nao esta em p,,
para todo i = 1,---,r.

Demonstragao. Sem perda de generalidade, podemos considerar

0 caso em que p; nao estd contido em p;, para j # i. Tomemos
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elementos x;; € p; — p; (para j # i, 1 <iej <r) e elementos

a;€b—p,. Seb =aq Hx,-j, entao b; €b, b; € A—p,eb; € p;, para
J#i

Jj #i. Colocando b = by + -+ b,, tem-se que b € b e b = b;(mod p,),

istoé, be b— U p; € o elemento procurado. [ ]

i=1

Seja a um elemento de A . Aplicando ¢ € G na equagao de
dependéncia inteira de @ sobre Ak temos que o(a) € A, ou seja,
o(Ap) = A para todo o € G. Por outro lado, se p é um ideal primo
de Ak e q é um ideal primo de Ay tal que q contém pA; como na
Proposigao 2.4.1, ou seja, qNAk = p, entao o(q)NAk = p para todo
o € G, ou seja, o(q) contém pA| e tem o mesmo expoente que (.
Neste caso dizemos que q e q’ = 0(q) sao ideais primos conjugados

contidos em Ap.

Proposicao 2.4.2. (Samuel, 1967,p.89, Prop.1) Se p € um ideal
primo de Ak, entdo os ideais primos p; de Ay acima de p sao dois
a dois conjugados, tém o mesmo grau residual f e o mesmo indice
e

g
de ramificacao e. Portanto, pAL = (H p[) en=efg.

i=1
Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existam ideais
primos q e q’ acima de p tais que o(q) # q/, para todo o € G.
Como q e q' sao ideais maximais, podemos supor que q nao esteja
contido em a(q'), para ¢ € G. Pelo Lema 2.4.2, existe um elemento

aEq— U o-(q’). Sendo a inteiro sobre Ak, segue que o(a) também
oceG
é inteiro sobre Ak, de onde H o(a) = Npk(a) é um elemento de
oeG
g, e portanto um elemento de q N Ag.
Por outro lado, o(a) nao estd em q’, pois caso contrério teriamos
o (o(@) = a € U‘l(q’), contrariando a hipétese feita sobre a.

Dessa forma, Ny (a) = H o(a) nao pertence a q’ (pois q' é ideal

ceCG
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primo) e assim p nao esta contido em q, o que é um absurdo. H

Exemplo 2.4.3. Se p é um ndmero primo e Ak € o anel dos
inteiros algébricos de K = Q(E,), entdo o ideal pAk € da forma
pAK = (1 —Z_,’p)p_lAK. De fato: Se 1 <k, j<p—1, entao existe um
inteiro t, onde 1 <t < p—1 tal que j = kt(mod p). Assim,

1= =1-C) =0=COU+& + -+,

e portanto, (1 — le)l(l - CI{). Analogamente (1 — ij)l(l - Cll,‘). Assim
p—1

1-¢ el- C}’,‘ sao associados em Ak. Como p = H(l =), seque
j=1

que existe um elemento inversivel f em Ak tal que p = (1 —Cp)p_l.ﬂ.

Assim, pAx = (1 —Cp)”_lAK e (1-8)Ak € um ideal primo de Ak e
da igualdade fundamental, seque que o grau residual de (1 —{,)Ak

sobre Z € 1.

Exemplo 2.4.4. De modo andlogo ao Fxemplo 2.4.3, temos que se
p € um numero primo, r um numero maior que 1 e Ak o anel dos
inteiros algébricos de K = Q({,) entao pAx = (1 - Cp,)("_l)”r_]AK.
Em sintese podemos classificar o ideal primo pZ como totalmente

ramificado em Q({,), com r > 1.

Definigao 2.4.1. Seja p um ideal primo de Ak. Para cada ideal

primo q de Ay satisfazendo q N Ak = p, os conjuntos

D(q.p)={0c€ G : 0(q) =q}
e

E(q,p) = {o € G : o(x) = x(mod q), para todox € A}

sao subgrupos de G, chamados de grupo de decomposigao e

grupo de inércia de q com relagao a p, respectivamente.
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Quando L ¢ uma extensao abeliana de K, os grupos D(q;, p),
para i = 1,---,g, onde os q; s sa0 0s ideais de Ap acima de p,
sao todos iguais, dependendo somente do ideal p de Ak. O mesmo
acontece com os grupos E(q;, p), para i =1, -+, g. Em néo havendo
possibilidade de confusao denotamos tais grupos simplesmente por
D(p) e E(p).

Se g denota o nimero de conjugados de g, entao

card(G)card(D(p))™' = g ou card(D(p)) = g =ef

Cada 6 € D(p) induz um automorfismo o de Ay tal que
o(x + q) = o(x) + q (uma vez que o homomorfismo x — o(x) + q
de AL em A/q é sobrejetivo e tem nicleo q). Como Ai/q é uma
extensao Galoisiana de grau f de A/p ([6], p.90, Prop.2) e ¢ fixa o
subcorpo Ak/p, pois o fixa K D Ak, concluimos que ¢ € CN? onde G
denota o grupo de Galois de Ap/q sobre Ak/p e tal grupo é ciclico
de ordem f. Além disso, temos que 6 —> 6 é um homomorfismo
sobrejetor de D(p) em G com nicleo E(p). Com isso, temos a

seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.3. (Marcus, 1977,p.99) E(p) € um subgrupo nor-
mal de D(p) e D(p)/E(p) — G é um isomorfismo de grupos.

Como consequéncia da Proposigao 2.4.3 temos que
card(é) = card(D(p))card(E(p))_l, ou seja, card(E(p)) = e.

Exemplo 2.4.5. Sejam K = Q({yp), Ak = Z[&yl e f(X) = X5 —
X+ X* = X? + 1 o polinémio minimal de £,y sobre Q. A decom-

posicao do ideal SAK em ideais primos de Ak satisfaz:
F(X) = (X + 34X +2)*(mod (2/52)[ X]).
g=2. 1 X)=X+3, b(X)=X+2,es=ex=4def,=f,=1
P, =5AKk+ (& +3)AK e p, =5Ak + (& + 2)Ak.
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Portanto, SAk = (p1p2)4. O grupo G dos automorfismos de K sobre
Q € dado por G = {o; : mdc(i,20) = 1 de forma queoci(§yy) =
&ot = {01,03,07,09, 011,613, 017,619} Além disso, temos que p; e
P, sdo conjugados, uma vez que o3(p;) = P, e 63(p,) = p,. Logo,
P, e p, sdo tideais primos conjugados que tém o mesmo indice
de ramifica¢io (e=4) e o mesmo grau residual (f=1), conforme a
Proposicao 2.4.2. Visto que K € uma extensdo abeliana de Q, o

grupo de decomposi¢cdo D(5Z), € dado por:
D(52)={c€ G : o(p;) =Pp,} = {01,00,013,017}.
Da mesma forma, o grupo de inércia E(5Z) € dado por:

E(5Z) = {0 € G : o(x) = x(mod p,), para todox € Ak} ={c € D :
0(¢r0) = Gyo(mod py)}.

Como card(E(52)) = 4 e como E(5Z) € um subgrupo de D(5Z)
seque que E(5Z) = D(5Z).

Quando tratamos de ideais no anel dos inteiros algébricos do
corpo de niimeros L = Q(¢,,) com p e ¢ nimeros primos distintos,
a fatoracao dos ideais pAk ou gAk em produto de ideais primos de
Ak assume algumas particularidades interessantes que serao essen-
ciais no préximo capitulo. Sejam Dy (p) o grupo de decomposicao
de um ideal de A acima de pZ e Dk(p) o grupo de decomposicao

de um ideal de Ak acima de pZ em K = Q({).

Observagao 2.4.2. Sejam Ay o anel dos inteiros algébricos de
L = Q(,,), & a conjugagdao complexa de Q({,,) e pAL = (p,p, - pg)e
como na Proposi¢do 2.4.2. Se & ndo pertence ao grupo Dy (p), en-
tao para cada i = 1,---,g, existe um unico indice k, k # i, tal que
o(p,) = p; = p, (note que &(p;) = p;). Aplicando & no ideal pAL

temos que
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PAL = (P Py - P,)"

Podemos supor p: = P Pt = Py e assim sucessivamente.

Reordenando os ideais de maneira conveniente, obtemos que

PAL = (PP PP P2 Pgp)”

Para saber em que situagoes teremos a fatoragao acima, preci-

samos caracterizar quando & pertence ao grupo de decomposicao.

Proposig¢ao 2.4.4. (Flores, 2000, p.69,Teo.3.5.4) Com as nota-
coes acima, temos que & pertence a Dy(p) se, e somente se, ¢

pertence a Dk(p).

Demonstragao: Seja o; € Dk(p) dado por o,(g,) = C;. Para cada
os; € Dk(p), existem p — 1 automorfismos o;; de Dy (p) tais que
05.i(X) = 05(x) para qualquer x € Q(¢,). Consideremos u e v tais
que pu + qu = 1. Como cada oy, é definido por seu valor em ¢,
temos:

05.1(&pg) = 05i(E0H1) = 0400 i (Ge) = 041(E)0si(E)) = 674, =

pus+qui
pq :

Deste modo, @ € Dy (p) se, e somente se, existirem s, i tais que
pus + qui = —1(mod pq) e isto é o mesmo que

pus + qui = —1(mod p)
pus + qui = —1(mod q).

A primeira condi¢ao vale sempre pois s pode assumir qualquer
valor nao nulo médulo p e a segunda condicao equivale a ¢ €

Di(p), e isso conclui a demonstragao. [ ]

Corolario 2.4.1. (Flores, 2000, p.70,Corol.3.5.5) A conjuga¢ao

compleza G pertence a Dy (p) se, e somente se, O,(p) = 0(mod 2).
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Demonstragao: Pelo Lema 2.4.1 e pela Proposicao 2.4.2 temos
que o numero g de conjugados de um ideal primo q em Q(¢,), acima

, q—1 n . n
de pZ é . Temos que card(D(p)) = — e assim, g = ————.
PeC 0, e =y 8= card(D(p)

qg-—1
O,(p)
assim 2 divide O4(p). Portanto O,(p) = O(mod 2). Reciprocamente,

Comparando com g = , temos que card(Dy(p)) = O4(p), €
suponhamos que O,(p) = 0(mod 2). Como o grupo Dk(p) é ciclico
de ordem par, decorre que {—1, 1} é o unico subgrupo de ordem

2 deste grupo. [ |

Exemplo 2.4.6. Sejam L = Q(¢5), p=3eq=5. Como Os(3) =
4, pelo Coroldrio 2.4.1, seque que & estd em Dy (3) e, portanto, o
ideal 3AL nao se decompoe seqgundo a Observacao 2.4.2. Visto que

03(5) =2, 0 mesmo ocorre com o ideal SAL.

Exemplo 2.4.7. Sejam L = Q({s7), p = 19eq = 3. Como 05(19) =
1, seque pelo Coroldrio 2.4.1, que & ndo pertence a Dy (19). Por-

tanto o ideal 19A se decompéde sequndo a Observacao 2.4.2.
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REeTICULADOS

3.1 Introducgao

Os reticulados tém se mostrado bastante tuteis em aplicagoes
na Teoria das Comunicagoes. Intuitivamente, um reticulado no

R" é um conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.

Neste capitulo apresentamos as defini¢coes de reticulado, em-
pacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade de
centro e homomorfismo candnico. Através do homomorfismo cané-
nico obtemos um método de gerar reticulados no R”. Os reticu-
lados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel dos
inteiros de um corpo de nimeros. O grande desafio é encontrar
o anel dos inteiros de qualquer corpo de niimeros, uma vez que
sao conhecidos apenas o anel dos inteiros dos corpos quadraticos

e dos corpos ciclotomicos.

Deste modo, no presente capitulo apresentamos um estudo so-

bre reticulados no R", explicitando alguns reticulados construtivos
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conhecidos na literatura via o homomorfismo canénico. Lembra-
mos que os reticulados de maior interesse sao aqueles com maior

densidade de empacotamento.

3.2 Reticulados

Nesta secao apresentamos o conceito de reticulados enfocando

suas principais propriedades.

Definicao 3.2.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensdo finita
n sobre um corpo K, A C K um anel e vy,---,v, vetores de V
linearmente independentes sobre KK, com m < n. Chama-se reti-
culado com base p = {vy, - ,v,} ao conjunto dos elementos de V'
da forma

m
x=2aivi, coma; €A p,

i=1

que serd denotado por Hp.

Nosso interesse maior sera nos casosem que K =R, A =27, V=

R" e m = n.

Definigao 3.2.2. Seja Hy C R" um reticulado, com Z-base f =

{v1, -+, 0n}. O conjunto

Pﬂ= XER":)C:Z/L'U,‘,OS/{,'<1 ,

i=1
¢ chamado de regiao fundamental de Hy com relagdo a base
{U17 Tt Un}~

Se Hy é um reticulado com base f = {vy, -, v,} e se cf, -+, ¢y
n

sao elementos quaisquer de Hy, entao ¢; = z a;jv;, com a;; € Z.
J=1
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Temos que uma condigao necessaria e suficiente para que {cy, -+, ¢, }
seja uma base de Hy ¢é que det(a;;) seja um elemento inversivel de

Z.

Exemplo 3.2.1. Hy = 7? é um reticulado gerado pelos vetores
e; = (1,0) e e; = (0,1) com regiago fundamental descrita na figura

abaizo.

ZZ

Exemplo 3.2.2. Hy; = {(a,b) € Z* a+ b = O(mod2)} ¢ um

reticulado gerado pelos vetores v; = (2,0) e v, = (1,1) com regiao

fundamental descrita pela figura abaizo.
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Definigao 3.2.3. Um subgrupo H do R" é discreto se para qual-

quer subconjunto compacto K do R", tivermos H NK finito.

Exemplo 3.2.3. Um tipico exemplo de subconjunto discreto do

R" ¢ Z".

O préximo teorema nos diz que um reticulado é gerado sobre
Z por uma base do R", a qual é entdao, uma Z-base do reticulado

dado.

Teorema 3.2.1. (Samuel, 1967, .53, Teo.1) Se H € um subgrupo
discreto do R", entdo H € gerado como um Z-mddulo por r vetores

linearmente independentes sobre R, com r < n.

Demonstragao. Seja f = {e;, -+, e,} um conjunto de vetores de
H que sao linearmente independentes sobre R, onde r é o maior

possivel com r < n. Seja o paralelepipedo

Pﬁ={xER":x= aiei,OSaiSI}
i=1
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construido a partir destes vetores. Como Py é fechado e limitado,
segue que Py é compacto. Assim, PyNH é finito pois H é discreto.
Se x € H entao pela maximalidade de r, segue que {x, ey, ---,e,}
é linearmente dependente; Logo existem 4; € R, i =1,---,r, nao

todos nulos, tal que x = Z Aie;. Para cada j € N, seja
i=1

r

x; = jx— Y ljkle: € H, (3.1)
i=1

onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

<—JZAel Z[M]e, Z(M — [jADe; € PN H.

i=1

Dessa forma, se tomarmos j = 1 na Equacao 3.1 temos que x; =
r

’

x — Z[ﬂi]ei, ou seja, x = x| + Z[Ai]ei. Assim, como x; € P.N H
i=1 1 1

e este é finito, segue que H é finitamente gerado como um Z-

médulo. Por outro lado, do fato de P, N H ser finito e N ser

infinito, existem inteiros j e k, tais que x; = xk Da Equacao (3.1),

segue que x; = Xy = jx— 2[1/1 ilei = kx— z [kAiles = (j—k)x =
i=1 1—1

Z([]/li] — [kADes = (G — k)Z/l,-e,— = Z(Uj’i] ~ ki)e =

i=1 P ra

G = 0h = Uad = k] = 4 = JAIZIKAT
(Jj—k)

Assim, H é gerado como um Z-médulo por um ntumero finito de

ou seja, 4; € Q.

elementos, que sdo combinagoes lineares com coeficientes racionais

dos e;-s. Seja d # 0 um denominador comum destes coeficientes.
r

Consideremos o conjunto d H. Temos que d H C Z Ze;. Dal, pelo
i=

Teorema 1.2.1, segue que existe uma base { fi, -+, f,} do Z-médulo

Z Ze; e inteiros a;, tal que {a; f1, -, @, f.} gera d H sobre Z. Como
i=1

,
0 Z-moédulo d H tem o mesmo posto de H e como Z Ze; C H,
i=1
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segue que o posto de d H > r. Pela maximalidade de r decorre que o
postode dH ér e os a;s sao nao nulos, pois caso contrario d H nao
teria posto r. Assim os f,-/s sao linearmente independentes sobre
R, uma vez que {ej,---,e,.} é linearmente independente sobre R.
Portanto, d H é gerado por r vetores linearmente independentes
sobre R e consequentemente H também é gerado por r vetores

linearmente independentes sobre R. [ ]

Observagao 3.2.1. Segue do Teorema 3.2.1 que um subgrupo dis-

creto do R" € um reticulado.

3.3 Empacotamento esférico

A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com
o famoso trabalho de Shannon (1948), onde foi demonstrado o Te-
orema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para a transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C
(simbolos por segundo), chamada de capacidade do canal, é pos-
sivel obter a probabilidade de erro tao pequena quanto se deseja
através de cédigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no
caso de valores altos da relagao sinal-ruido (SNR), um cédigo de
bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco (AWGN),
limitado em faixa, consiste em um empacotamento denso de sinais
dentro de uma esfera, no espago euclidiano n-dimensional, para
n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre
empacotamento esférico e Teoria da Informacao.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados
no espago euclidiano n-dimensional com densidade de empacota-

mento esférico § satisfazendo
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onde ¢ é a funcao zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
n

Depois disto, Leech mostrou como usar cédigos corretores de
erros para construir empacotamentos esféricos densos no R", Conway
e Sloane (1999) provaram que reticulados satisfazendo a cota de
Minkowski, dada pela Equacao (3.2) sao equivalentes a cédigos
atingindo a capacidade do canal.

O problema classico do empacotamento esférico consiste em
encontrar um arranjo de esferas idénticas no espago Euclidiano
n-dimensional de forma que a fragao do espago coberto por essas
esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao
euclidiana do 18 Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geracao de reticulados, o homomorfismo
de Minkowski apresenta caracteristicas interessantes. Usando Te-
oria Algébrica dos Numeros, Craig (1978) reproduziu o reticulado
de Leech A,y através da representacao geométrica de um ideal no
anel de inteiros de Q(¢39). Com o mesmo método, ainda obteve a
familia A;' em dimensoes n = p— 1, através de Q(¢,), onde p é um
nimero primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais
problemas é a obtencao de reticulados com alta densidade e que
sejam ao mesmo tempo manipuldveis.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, preci-
samos da nocao de volume. O volume no R" é bem conhecido e
pode ser facilmente transferido para o R-espago V através do iso-
morfismo natural entre R"” e V', e definido por meio de uma base

{v1,...,v,}. Além disso, é possivel restringir a subconjuntos C de
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V que sao reunioes finitas da regiao fundamental, usando apenas

as seguintes propriedades de volume:

a) Vol(x + C) = Vol(C), para todo x € V.
b) Vol(yC) = y"Vol(C), para todo y € R, y > 0.
¢) Se CNC =@, entdo Vol(CUC ) = Vol(C) + Vol(C).

Definigao 3.3.1. Sejam H C R" um reticulado, f = {vy,,0,}
uma base de H e Py a regido fundamental. Se v; = (v;1, iz, =+, Uin),
para i =1,2,-+,n, definimos o volume da regido fundamental Pg,

como o modulo do determinante da matriz

U1 U2 Uln

U1 U2 U2p
B =

Uni Un2 Unn

Proposicao 3.3.1. (SAMUEL, 1967, p.55, Lema.1) O volume da
regido fundamental Vol(Py) € independente da base f de H.

Demonstragao. Se f={f},..., f,} € uma outra base de H, en-
n

tdo, f; = ). ayvj, com ay; € Z. Assim, Vol(P ) = | det(a;)|V ol (P,).
=1
Como a matriz de mudanca de base (a;;) ¢ inversivel, segue que

det(a;;) = +1. Portanto, Vol(Ps) = Vol(P,). [ ]

Definicao 3.3.2. Seja Hy C R" um reticulado com base f =
{vi,00, -,

Un}. Definimos o volume do reticulado H 3 como Vol(H g) = Vol(Py).

Observamos que, sendo [3/ uma outra base para Hg, segue que
Vol(Hp) = Vol(H P ), pois f e /3’ diferem pelo produto de uma

matriz inversivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz sentido
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definir o volume de H g como sendo o volume de uma regiao fun-

damental.

Definigao 3.3.3. a) Um empacotamento esférico, ou simples-
mente um empacotamento no R", é uma distribuicdo de esferas de
mesmo raio no R" de forma que a intersec¢do de quaisquer duas
esferas tenha no mdzimo um ponto. Pode-se descrever um empa-
cotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e
0 Ta%0.

b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em
que o conjunto dos centros das esferas formam um reticulado H
de R".

c¢) Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado H g,
com f = {vy,--,v,} uma Z-base, definimos a sua densidade de
empacotamento como sendo a propor¢do do espago R" coberta

pela uniao das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reti-
culado Hy em que as esferas tenham raio maximo. Para a de-
terminagao deste raio, observe que fixado k > 0, a interseccao do
conjunto compacto {x € R"; |x| < k} com o reticulado H; é um
conjunto finito, de onde segue que o nimero Hy = min{|]; 1 €
Hpg, 2 # 0} estd bem definido e (Hﬂm)2 é chamado de norma
minima. Observamos que p = Hy /2 é o maior raio para o qual
é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Hy e obter
um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p,
temos que a densidade de empacotamento de Hy é igual a

Volume da regiao coberta pelas esferas _ Vol(B(p)) _

A(Hy) = = =
(Hy) Volume da regiao fundamental Vol(Hp)
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Vol(B(1))p"
Vol(H p)
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro,

chamado de densidade de centro, que é dado por

n

S(H ) = #H‘».
Exemplo 3.3.1. Se Hy = Z? com base (1,0)e(0,2), temos que
p =172, Vol(B(1)) = n.1 = 7, 0 volume do reticulado é Vol(Hp) =
1.2 =2, a densidade de empacotamento é

p? 1 z

Vol(Hy) 42 8
e a densidade de centro é 6(H p) = 1/8.

A(H ) = Vol(B(1)).

Exemplo 3.3.2. Seja Hy = Z" um reticulado do R", gerado pelos
vetores v = (1,0,...,0),0, = (0,1,...,0),...,0, = (0,0,...,1). A4
forma quadrdtica [v]* = x}+ - +x2 assume o valor minimo quando
um dos x; =1, parai=1,---,n e 0s demais nulos. Assim |1)|2 =1

ep= 5 Visto que v(Hy) = |det B|, e B neste caso é a matriz
1
identidade, temos que o Vol(Hp) =1, e portanto, 6(Hp) = ok

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado
Hj; do R" é encontrar um empacotamento com maior densidade.
Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da
reta formam um Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento
é a melhor possivel dada por A = 1. Neste caso, as “esferas” sao

intervalos como podemos ver na figura abaixo.

esfera
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Para dimensao dois o reticulado hexagonal é o de maior den-

sidade, dada por A = % ~ 0,9069. O empacotamento deste
12

reticulado com base f = {(1,0), (—%, ?)} é dado por

Em dimensao trés Gauss mostrou em 1831 que o reticulado fec,
é o empacotamento com maior densidade (piramides de laranjas),

sendo essa A = \/ﬂ_ ~ 0,7405.
18
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Ja para dimensoes n > 4 conhece-se apenas algumas densidades

de determinados empacotamentos, mais ainda nao se sabe qual a

maior densidade.

3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta secao descreveremos as propriedades de alguns reticula-

dos construtivos importantes conhecidos na literatura.

Definicao 3.4.1. Dizemos que um reticulado é equivalente a ou-

tro se este pode ser obtido do outro por rotacdo ou translagao.

1. Reticulado cubico n-dimensional Z": Temos que

7" = {(x1,X2,...,X,); X;i € Z} é um reticulado chamado
de cibico. A sua matriz geradora B é a matriz identidade.
Assim, detZ" = 1 e a norma minima igual a 1, o raio de
empacotamento é p = %, sua densidade de empacotamento
é A = V,27" e sua densidade de centro é § = 27". Desta
forma Z tem densidade de empacotamento A = 1, e as den-

sidades de 72, 73, Z* sio A = g ~ 0.785, A = % ~ 0.524 ¢
71'2
A= e =~ 0.308, respectivamente.

Reticulado n-dimensional A,: Para todo n > 1,
A, = {(x0,Xx1,...,Xy) € 7" xo+x1+ - +x, =0} éum
reticulado. Por defini¢do, temos que A, estd contido no hi-

perplano Z x; =0 no R"™!, possui uma matriz geradora B,

1
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dada por:

-1 1 0
-1 1

B= 0 -1 1 :

0 0 0 0 -1 1 |

onde detA, = det(BB') = n+ 1, norma minima igual a 2,

raio de empacotamento p = — e densidade de centro 6 =

V2

2—n/2(n + 1)—1/2.

. Reticulado hexagonal: Temos que A ~ Z e que A; é

equivalente ao reticulado hexagonal. O reticulado hexagonal

-1 4/3
é gerado pelos vetores (1,0) e (2, \é_), e assim sua ma-
triz geradora é B = ;1 ﬁ . Desta forma detA, = 7
2 2

. . 1
norma minima igual a 1, raio de empacotamento p = > den-

sidade de empacotamento A = z ~ 0,9069 e densidade

V12

1
de centro 6 = ——

75

. Reticulado D,, para n > 3: Temos que D, = {(xy,...,x,) €
7" . x1+--+x, é par} é um reticulado. Sua matriz geradora

é dada por;
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o o0 o0 - 1 -1

onde detD, = 4, norma minima igual a 2, raio de empacota-

mento p = 1/ \/5 e densidade de centro 6 = 27272,

. Reticulado face-centered cubic: Temos que os reticula-
dos A3 e D3 sao equivalentes ao reticulado fec. Assim, o fec
consiste de todos os pontos (x, y, z), onde x, y, z sao inteiros

com soma par. Um matriz geradora de D; é dada por;

-1 -1 O
B=| 1 -1 0 [,

onde det D3 = 4, norma minima igual a 2, raio de empacota-

mento p = 1/\/5, densidade A = — 7 0,7305 e densidade

B

de centro § = 2772,

e Para Dy, temos A ~ 0,61685 e densidade de centro § ~
0, 125.

e Para Ds, temos A ~ 0,46526 e densidade de centro § ~
0, 08839.

. Reticulado 8-dimensional Eg: Temos que o sistema de
coordenadas pares de Eg consiste dos pontos {(x, -, Xxg) :
Vx; € ZouVx; € Z+ 1, Y x; = 0(mod2)}. O sistema de

coordenadas impares é obtido mudando o sinal de qualquer
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coordenada: os pontos sao {(xy,--,xg) : Vx; EZouVx; €
7z + %, Y x; = 2xg(mod2)}. A matriz geradora de Eg é dada

por

2 0 O O 0 0 o

-1 1 O O 0 0 o

0o -1 1 O O 0 0 o

o 0 -1 1 0O 0 0 o

B= ,

o 0 o0 -1 1 0O 0 O

o O O 0O -1 1 o0 o0

o O O O o0 -1 10

S N T R N S S |

) 2 2 2 2 2 2 2

detB=1, norma minima=2, niimero de vizinhos t=240, raio
de empacotamento p = =, densidade A = 2 % 02537 e

\/5 ’ 384
1

densidade de centro 6 = -

. Reticulado 7-dimensional E;: Os vetores em Eg perpen-
diculares a qualquer vetor minimal v € Eg formam o reticu-
lado E7, isto é, E; = {x € Eg : x-v =0}. A matriz geradora

de E;7 é dada por

[ -1 1 o0 0O 0 0 0 |
0 -1 1 0 0 0 O
0 0 -1 1 0 0 0 O

B={ 0o 0 0 -1 1 0 0 o0 [
0 0 0 0 -1 1 0 0
0 0 0 0 0 -1 1 0
111 1 _1 _1 _1 _1

) 2 2 2 2 2 2 2

detB=2, norma minima=2, nimero de vizinhos 7=126, raio

de empacotamento p = é densidade A = % ~ 0.2953 e
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densidade de centro 6 = 11—6.

Reticulado 6-dimensional Eg: Os vetores em Eg perpen-
diculares a qualquer A, subreticulado V em Eg formam o
reticulado Fg, isto é, Egc = {x € Eg : x-v=0,Yv € V}. A

matriz geradora de Eg é dada por

0 -1 1 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0
00 0 -1 1 0 00
B= :
00 0 0 -1 1 00
00 0 0 0 -1 10
T L L T N
L 2 2 2 2 2 2 2 2

detB=3, norma minima=2, ntimero de vizinhos 7=72, raio

de empacotamento p = %, densidade A = 4;’\3/3 ~ 0.3729 e
1

densidade de centro 6 = W

. Reticulado 12-dimensional K;,: Temos que Kj; é gerado

pelos vetores %(10,115), onde 0 =w—-—w=1V-3ew=

_1%‘/__3. A matriz geradora de K, é dada por

_ O O N
- 8 © N o
- O O O

(=)

0
0
2
o
0}
1

S =, O O O O
- O O o o <O

w
w

e

detB=729, norma minima=4, nimero de vizinhos =756,

raio de empacotamento p = 1, densidade A = % ~ 0.04945

e densidade de centro 6 = %
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10. Reticulado 16-dimensional Ajq: A matriz geradora de
A6 é dada por B=

400000000 0000000
2200000000 00000 0
2 0200000000000 0 0
2002 00000000000 0
2 0002000000000 0 0
2 0000200000000 0 0
2 0000020000000 0 0

120000002 00000000

V2|2 0000000200000 00]/
2000000002 00000 0
2 0000000002000 0 0
1'1110101100710000
01 1110101100100 0
00111 1010110071200
0001 1110107110010
R I A A R R A A

detB=256, norma minima=4, nimero de vizinhos 7=4320,
raio de empacotamento p = 1, densidade A = % ~ 0.01471
1

e densidade de centro 6 = 6"

11. Reticulado 24-dimensional A,4: Temos que Ay é gerado

pelos vetores da forma ﬁ(i&ilm). A matriz geradora de
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Ayy é dada por

8000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4400 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4040 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4004 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 4000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0400 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0040 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
2222 | 2222 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 4000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 0400 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 0040 | 0000 | 0000 | 0000
B 1| 2222 | 0000 | 2222 | 0000 | 0000 | 0000
\/g 4000 | 0000 | 0000 | 4000 | 0000 | 0000 |
2200 | 2200 | 2200 | 2200 | 0000 | 0000
2020 | 2020 | 2020 | 2020 | 0000 | 0000
2002 | 2002 | 2002 | 2002 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 0000 | 0000 | 4000 | 0000
2020 | 2002 | 2200 | 0000 | 2200 | 0000
2002 | 2200 | 2020 | 0000 | 2020 | 0000
2200 | 2020 | 2002 | 0000 | 2002 | 0000
0222 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000
0000 | 0000 | 2200 | 2200 | 2200 | 2200
0000 | 0000 | 2020 | 2020 | 2020 | 2020
-3111 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111

detB=1, norma minima=2, nimero de vizinhos 7=196560,

raio de empacotamento p = 1, densidade A =

e densidade de centro 6 = 1.

1

T

12
2!

~ 0.001930
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3.5 Reticulados via corpos de nimeros

Nesta secao apresentamos o método de Minkowiski, para a
geracao de reticulados via ideais do anel de inteiros de um corpos
de ntmeros.

Sejam KK um corpo de niimeros e n seu grau. Temos que existem
n monomorfismos distintos ¢; : K — C, uma vez que o polindémio
minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem somente n
raizes em C. Se ¢;(KK) C R diz-se que o; ¢é real, caso contrério, o; é
dito imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-
se que K é um corpo totalmente real e quando os monomorfis-
mos sao todos imaginarios diz-se que K é um corpo totalmente
imaginario. Se a : C —» C ¢ a conjugacao complexa, entao para
todo j=1,...,n, temos que @ ° 6; = oy, para algum 1 < k < n, e
que o; = oy se, e somente se, 6;(K) C R. Assim, usando r; para
denotar o nimero de indices, tal que o;(lK) C R, podemos ordenar

os monomorfismos o1, ..., 0, de tal modo que oy, ..., 0, sejam os

1
monomorfismos reais e que 6,,1r,+j = 05,4, para j=1,...,r,. En-
tao n —r; ¢ um nimero par, assim podemos escrever r; + 2r, = n.
Dai, para cada x € K, temos que o homomorfismo o : K — R"
definido por
6K (X) = (61(X); .. , 04, (X)) € R X R,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomor-
fismo canénico de K em R" x R*2. Geralmente identificamos
R x R*? com R”", e este homomorfismo pode também ser visto

como

GK(X) = (0-1 (x), RN O'rl (x)9 9{61‘1+1(x)9 SO’,-H.] (x)s vy m6r1+r2 (x)3

307,41, (X)),
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onde as notagoes R(z) e J(z) representam as partes real e imagi-

néaria do niimero complexo z, respectivamente.

Exemplo 3.5.1. Sejam o corpo quadrdtico K = Q(i), onde i =
\/—_1, e {o1,02} 0 grupo dos Q-monomorfismos de K em C, onde
o1 € a aplicacao identidade e oy(a + bi) = a — bi, com a,b € Q.
Neste caso, ry =0 er, =1. Para x =a+ b; € K, com a,b € Q,

temos o (x) = (Ro1(x), So1(x)) = (a, b).

Exemplo 3.5.2. Sejam o corpo ciclotomico K = Q({s), onde
{5 = e e {01, 02, 63, 04} 0 grupo dos Q-monomorfismos de K
em C. Como K € um corpo totalmente complexo, temos que ry =0
e r, =2. Os 4 monomorfismos sao dados por ¢1(Cs) = Cs, 02(Cs) =
85, 03(0s) = &5 04(ls) = &5 Se x = a+bls + {5 +dG5 + o5 €
K, coma, b, c,d, e € Q, temos que ox(x) = (Roi(x), So1(x),

Ror(x), For(x)).

Uma das aplicagoes deste homomorfismo é a geracao de reticu-
lados no R", onde os principais parametros podem ser obtidos via
teoria algébrica dos nuimeros, através de propriedades herdadas
de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que

seguem.

Proposigao 3.5.1. (Samuel, 1967, p.56, Prop.1) Seja K um corpo
de nimeros de grau n. Se M C K é um Z-mdédulo livre de posto
n e se(x))1<j<, € uma Z-base de M, entao ox(M) € um reticulado

no R", com volume
Vol(ok(M)) = 27"|det <, k<n(o;(x1)),

onde ry € 0 numero de monomorfismos imagindrios.

Demonstragao. Para cada j fixo, as coordenadas de oy (x;) com
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respeito a base canonica do R" sao dadas por
01(xj), .. s 04, (X)), Rop 41(X)), S0, 410x)), .., ROp 40, (X)),

S67,4r,(x;)). (3.3)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima
coluna dada pela Equacao (3.3) fazendo uso das seguintes férmulas
R(z) = E(Z+E)’ S(z) = %(Z—E) para z em C e das transformagoes
elementares no determinante, a saber, pela adicao da (ry + 21)-

ésima linha a sua anterior e em seguida pela subtragao da (r; +

2] — 1)-ésima coluna da sua posterior, para [ = 1,...,r;. Assim,
o1(x1) o1(x;) o1(xn)
O, (xl) Or, (xj) Or, (xn)
R(or+1(x1)) R(or+1(x))) R(or+1(xn))

S(or+1(x1))

m(ar1+r2 (xl))

S(Gr1+r2(xl))

o1(x1)

Op (X])

>r2 O +1(x1) + 0 11(x1)

or+1(x1) = 6 41(x1)

O-r1+r2(xl) + O-r]+r2(x1)

6,«]+r2(x1) - o-r1+r2(xl)

S(0r,+1(x7))

R(Gr 4, (X))

3(0-7‘1-i-l‘2(xj))

o1(xn)

67‘] (xn)

S(O-r1+l (xn))

2){(61‘1 +r (xi’l))

s(6r1+r2(xn))

O'r1+1(xn) + O'r1+1(xn)

0'r1+1(xn) - 0-r1+1(xn)

Ori4r, (xn) + Ori4r, (xn)

Ori+r, (xn) — Ori+r, (xn)
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o1(x1)

O-I‘l (xl)
o +1(x1) + 0 41(x1)

O +1(X1) = 04 41(x1)

O-r1+r2(x1) + 6r1+r2 (xl)

Gl‘1+7‘2(x1) - 0-r1+r2(x1)
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o1(xn)

Ur] (xn)

6 +1(Xn) + 07 11(Xp)
O'r1+l(xn) - O-r1+l(xn)
Cry4ry(Xn) + Orpgry (X0)
O-r1+r2(xn) - 5r1+r2(xn)

o1(x,)

6"] (xn)

O-r1+1(xn)

6r1+1(xn)

Ur] +r (xf’l)

o1(x1)

O-I‘l(xl)
(—1)”<1>2 <1> | o)
2 2i Gr+1(x1)
6r1+r2(x1)
6r1+r2(x1)

o1(x1) o1(xn)

bl o (X)) or, (Xn)
> 0'r1+1(xl) 5r1+1(xn)
5r1+2(x1) 5r1+2(xn)
6r1+2r2(x1) 6r1+2r2(xn)

Gr] +r (xn)

= (2i)™" det(o;(x))).
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Portanto, D = (2i)™" det(c;(xx)), j, k = 1,...,n. Como (x)1<j<n €
uma base de K sobre Q, segue da Proposicao 1.6.3, que det(c;(xx)) #
0, e portanto, D # 0. Assim, os vetores ok(x;) do R" sdo linear-
mente independentes e geram ok (M), ou seja, ox(M) é um reticu-
lado do R". )
Como {xi,...,x,} é uma Z-base de M, segue que m = Z ajx;j,

j=1
a; € Z, e portanto, m € M. Assim,

n

ow(m) = )" ajox(x;),

j=1
a; € Z, ou seja, ox(M) = {2 ajox(x;); aj € Z}. Logo,
j=1
Vol(ox(M)) = |D|=27"| det (o;(xx))l-
1<j, k<n
|

Exemplo 3.5.3. Tomemos K = Q(\/g), e Ak = Z[\/g] seu anel
dos inteiros com Z-base {1, \/5}. Como K € totalmente real, seque

que r, =0, e portanto

Vol(ox(Ax)) = det< o) a(v3) > - det( R )
o) o(V3) 1 -3
24/3.

Assim, a imagem do homomorfismo canénico GK(Z[\/g]) CR? ¢

um reticulado de posto 2 do R?, cujo volume é 2\/5.

1+4/-7
Exemplo 3.5.4. Tomemos K = Q(v-7), e Ak = Z —

1+/-7
seu anel dos inteiros com Z-base {1,2}. Como K €
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totalmente imagindrio, entao r, = 1, e portanto

1++/-7
1 1 —
Vol(ow(Ax)) = 7|det =1 ~/7.

Assim, ox(Ak) C R? é um reticulado de posto 2 de R* com volume
1
V7.
2 \/_
27

Exemplo 3.5.5. Tomemos K = Q(§3), onde {3 = e3 e Ak =
Z[&5] seu anel dos inteiros com Z-base {1,¢3}. Como K € total-

mente 1magindrio, seque que r, = 1, e portanto

Vol(o(Ax)) 1det< 1 & > =1_1_i23_<_1+i‘/§

A imagem do homomorfismo candnico o-K(Z[\/g]) € um reticulado

3
de posto 2 no R?, cujo volume é -

Proposigao 3.5.2. (Samuel, 1967, p.57, Prop.2) Seja K um corpo
de numeros de grau n. Sejam Dy o discriminante absoluto de KK,
Ak o anel dos inteiros de K e a um ideal nao nulo de Ak. Entdo,

ok (Ak) e ok(a) sao reticulados, com respectivos volumes,
Vol(ok(Ak)) = 27"|Dkl* e Vol(ok(a)) = 27| D|* N(a),

onde r, € 0 numero de monomorfismos imagindrios.

Demonstragao. Como a e Ak sdo Z-mdédulos livres de posto n,
segue da Proposigao 3.5.1, que ok(a) e ox(Ak) sao reticulados do
R" e que Vol(ox(Ak)) = 27| det(ci(xy))|, onde {xi,...,x,} é uma
Z-base de A e pela Proposicao 1.6.3 temos que Dk = det(o;(x))>.
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Assim, |DK|% = |det(o;(xr))| e portanto Vol(ok(Ak)) = 2_r2|DK|%.
Para a segunda férmula, temos que ok (a) € um subgrupo de ok (Ak)
de indice N (a) uma vez que Ak/a é isomorfo a ok (Ak)/ok(a). Além
disso, como um dominio fundamental de ck(a) é a unido disjunta

de N(a) cépias de um dominio fundamental de ok (Ak), segue que

Vol(ox(a)) = 27| D|? N(a).
| |

Chamamos de realizacao geométrica de um ideal a ao reticu-
lado ok (a). Em consequéncia das Proposicoes 3.5.1 e 3.5.2, temos
que a densidade de centro destes reticulados é dada por

2% (p(ok(a)))"

(ok(a)) = T
[ D |> N(a)

(3.4)

onde p(ok(a)) = %min{ch(x)L x €a, x #0}.

Proposicao 3.5.3. (Conway; Sloane, 1999, p.225) Sejam K um

corpo de numeros e x € K. Entao

lowk (I = e Triga(xX),

onde

1, se K for totalmente real
CK =

7 se K for totalmente imagindrio.
Demonstragao: Suponhamos que K seja um corpo de grau n de

forma que | + 2r, = n. Como ok(x) € R", segue que

lok()F = (1)) + - + (6,,(0))* + R(67,11(x0))* + F(6r,4+1(x))* +

v 4 Ry, (X)) + B0 47, (X))

Observe que R(ox(x))? + F(ox(x))? = ox(x)ok(x) = o (xX), para

r1+1<k<r;+ry. Assim,
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ok () = (01(X))* + -+ + (67, (X)) + 61,41 (XT) + =+ + O, 4, (XF).
Se r1 =0, entdo
lok(X)? = 61(xX) + -+ + 6,,(XX) = 6,11 (XF) + +++ + Gpp 4y (XF),

pois sendo ¢ a conjugagdo complexa, temos que o6,,.;(xX) = (G °

0;)(xX) = 0;(xX), para j =1, ---,r2. Logo,
2ok () = 61(XX) + -+ + 6, (XX) + 0,41 (XX) + =+ + Opyp, (XX) =
Z 6i(xX),
i=1
e como 0s 0;(xX) sao os conjugados de xX, segue que
21 -
ok (P = 5 Triga(x%).
Se r, =0, entao
low ()P = (0100))° + -+ + (o7, (x))?

e como o;(x) = (0 ° 6;)(x) = 0;(X) segue que 6;(xx) = 0;(x)0;(x) =

6:(x)0;(x) = (6,(x))* e assim, |ow(x)]* = 01(x%) + -+ + o, (x%). Por-

tanto,
n
2 _ .
low ()P = Y 6:(x%) = Triga(xX),
i=1
e isto conclui a demonstragao. [ ]

Observagao 3.5.1. Se K € um corpo de numeros e a um ideal
nao nulo de Ak, podemos reescrever o raio de empacotamento do

reticulado ox(a) da sequinte forma:

1
plok(@)) = Fmin{lox(x)], x € a, x # 0} =

1
Emin{ Ve Trkio(xX), x € a, x # 0} .

Fazendo t, = min{Trko(xXx), x € a, x # 0} temos que:

1. se K € totalmente real entao
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(7) () ey

ID«|*N(a)  |Dx|>N(a) |Dx|*N(a)

6(ok(a)) =

2. se K € totalmente imagindrio entdo

n

I

2 25[5 té
_ 2% o
ID<|*N(a)  |Dxl*N(a) |Dxl*N(a)

6(ok(a))

12 ﬁ t, 1
e B (z)

IDx|*N(a) |Dxl>N(a) |Dyl*N(a)

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os

Casos.

Exemplo 3.5.6. Se K = Q(i) entao Ax = Z[\/—1] e Dx = —4. Se
x =a+bi € Ak, entdo xX = (a+ bi)(a — bi) = a* — abi + abi + b* =
a + b, Triwo(xX%) = 2(a® + b2) etn =2, para a=1leb=0. Assim
2
8(ow(Aw) = (“i -

=

1
=-=0,25.
4

|



4

RETICULADOS VIA CORPOS QUADRATICOS
E CICLOTOMICOS

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos aplicacoes dos resultados apre-
sentados nos capitulos anteriores, mais precisamente, calculamos
a densidade de centro dos reticulados obtidos via o homomor-
fismo canonico. Visto que a representacao geométrica de um ideal
é um reticulado, nosso maior desafio no calculo da densidade de
centro é minimizar uma forma quadratica, caracterizada em fun-
¢ao do traco. No caso dos corpos quadraticos, caracterizamos a
forma quadratica e calculamos a densidade de centro da realizagao
geométrica do anel dos inteiros algébricos e de ideais principais.
No caso dos corpos ciclotomicos, apresentamos um estudo da re-
presentagao geométrica de ideais do anel de inteiros dos corpos
ciclotomicos Q(¢,), Q) e Q(¢,,), onde p e g sao nimeros pri-

mos distintos e r é um inteiro positivo nao nulo, e seguindo esta



136 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

linha nos direcionamos ao estudo de reticulados obtidos via estes
COrpos.

Visto que, pelo Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de
nimeros abeliano estd contido em um corpo ciclotomico Q(¢,),
para algum n, estudamos também reticulados via corpos abelianos
0 que equivale ao estudo da representagao geométrica de ideais via

subcorpos de corpos ciclotomicos.

4.2 Reticulados via corpos quadraticos

Nesta secao, apresentamos o calculo da densidade de centro
de reticulados de posto 2 no R?. Pela Proposicao 2.2.1, temos que
todo corpo quadratico tem a forma K = @(\/E ), com d um ndmero
inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos

é Ak = Z[\/E] se d = 2 ou 3(mod4), com Dk = 4d ou Ak =

1+d

2

De acordo com a Observacao 3.5.1, temos que

(%)

o(ok(Ak)) = D (4.1)

Z se d = 1(mod 4) com Dy = d.

K|?

A seguir exemplificamos o calculo da densidade de centro de

alguns reticulados via corpos quadraticos.

Exemplo 4.2.1. Se K = @(\/7) entdio Ak = Z[\ﬁ] e Dk = 28.
Sea =a+ b\/7 € Ak, temos que aa = (a + bﬁ)(a + bﬁ) =
@* +2ab\/T+7b>. Assim, Tr(a@) = Tr(a® +2ab\/7+7b%) = Tr(a®) +
Tr(2abﬁ) + Tr(7b%) = 24® + 14b* = 2(a® + 7b%), e portanto temos
que tp, = min{Tr(aa);a # 0, a € Ak} =2, paraa =1 e b = 0.

Assim,
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1
o(ok(Ak)) = ~ 0,09449.
24/28
1 5
Exemplo 4.2.2. Se K = @(\/g) entao Ak = Zl +2\/_] e Dk =

5.8 a=a+ b\/g € Ak, temos que aa = (a + b\/g)(a + b\/g) =
a® +2ab\/5 +5b%. Assim, Tr(a@) = Tr(a® +2ab\/5 + 5b%) = Tr(a®) +
Tr(2ab\/§) + Tr(5b%) = 2% + 106> = 2(a* + 5b%), e dai ta, = 2, para
a=1eb=0. Portanto,

1
6(ok(Ak)) = —= =~ 0,2236.
24/5

Consideremos, agora ideais principais do anel dos inteiros algé-
bricos, Ak, de um corpo quadratico K. Seja a um ideal nao nulo de
Ak, tal que a = yAk, onde y € Ak. Entao, pela Proposigao 3.5.2,
temos que o (a) é um reticulado de posto 2 no R? e sua densidade

de centro, pela Observagao 3.5.1, é dada por

(%)

6lok(a) = ———.
[Di|*|IN (7l

Exemplo 4.2.3. Sejam K = @(\/ﬁ), Ak = Z[\/ﬁ] e a o ideal
principal de Ak, gerado por y = 1 + 2\/“. Se a € yAg, entao
existem a, b € Z tais que a = (1 + 2\/ﬁ)(a + b\/ﬁ) = (a+22b)+
Qa+b)\V11. Assim a@ = (a+22b)+11Q2a+b>)+2(a+22b)(2a+b)\/11
e Tr(a@) = 2[(a + 22b)* + 11(2a + b)*]. Logo t, = 90, para a = 1
eb=0. Como Dx =44 ¢ N(< 1 +2v/11 >) = [N(1 +2V/11)| =
11+ 2101 = 29/11)] = |1 = 24/11 +24/11 — 44| = | — 43| = 43,

seque que
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% % %
4 4 4
Son(@) = = = =
V44-43  2-4/11-43  86-+/11
S . R T
4.-4/11-86 2-4/11-86 172-4/11
1 5
Exemplo 4.2.4. Sejam K = @(\/3), Ax=Z l +2\/—‘| ea oideal

principal de Ak, gerado pory = 3—2\/5. Se a € YAk, entdo existem
a,b € Z tais que a = (3a—— ) + \/g( 2a+%b). Assim aa =
( - Z )2+5( 2a + b) +2\/—(3a— 5 ) (—2a+ %b) e portanto,
Trkig(aa) = 2[ 3a - Eb) + 5(—2a + Eb ] . Logo t, =27, para a =
0Oeb=1. Como D=5 e|Nyo®)| =11 seque que

6(ok(a)) = ~ 0,2744.

27
44+/5
Proposicao 4.2.1. (Vicente, 2000,p.72) Se K é um corpo qua-
drdtico totalmente imagindrio e a € um ideal principal do anel dos

inteiros algébricos de K, entdo os reticulados ok(a) e ox(Ak) tem

a mesma densidade de centro.

Demonstragao. Sejam a = yAk um ideal principal de Ak e x € a,
onde x = yl, com | € Ak. Assim, xX = y7ll e Triwa(yy) = 2(y71),
pois y7ll € Q. Como

\3 TrK/@(yyl ) \/_
N -

segue que, p(ok(YAk)) = |N(@)lp(ok(Ak)) e sendo K um corpo qua-
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dratico totalmente imaginario segue que r, = 1. Portanto,

2% (p(ox (A" _ 2plox(rAK))’
IDKPIN( |yt PLOxAR)
(o (Ak))
2(p(o(rAK)))* plok(Ak)) _
|Dkl? p(ok(YAK))
2(p(ox(yAK)))p(ok (Ak)) _
| D2
2p(oK(AK))*

= ——— = 8(ox(Ax)).
| D|?

6(ok(a))

Exemplo 4.2.5. Sejam K = Q(v-7), Ax = Z[w],a = a +

11+\/—_7

bw € Ak, com w = ———— e a = YAk um ideal principal

)]s

2

S
‘_
+
N‘I
N
~
[ S
—
Q
+
S
—
[N
|

de Ak. Entao aa = [a+ 3
ab(% — g>+ab<% + —_7>+b2(% + %) = a®+abw+abw+32b°.
Assim, Tr(a@) = 2(a® + 11ab + 32b%) e deste modo ta, = 2, para

a=1eb=0. Visto que Dk = =7, temos que a densidade de centro

é 8(ok(a)) = 8(ok(Ak)) =

ININY

1 1
z — ~(, 1889.

ViVioad

4.3 Reticulados via corpos ciclotomicos

Nesta segao, apresentamos um estudo de como encontrar a
maior densidade de centro para os reticulados obtidos via os cor-
pos ciclotomicos Q(¢,), Q) e Q({,,) onde p e g sao nimeros pri-
mos distintos e r é um inteiro positivo. Para isso, faremos uso das
aplicacoes das formas quadraticas aos corpos ciclotomicos e desta
forma calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos.
Além disso, para alguns corpos ciclotomicos calculamos explicita-

mente a densidade de centro de algumas familias de reticulados.
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1 Reticulados via Q(¢)).

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre os reticula-

dos obtidos via os corpos ciclotémicos Q(¢,), onde p é um nimero

primo.
Sejam K = Q(¢,), Ak = Z[{,] o anel dos inteiros de K e a =
p-2 p—2
Z aié’]’; € Z[{,]. Como CT, = Cp_l segue que @ = 2 a,@’p_i e assim,
i=0 i=0
p2 p2
aa = (Z a,{},) (Z a,»Cp_’> = (a% 4o alz,_z) +
i=0 i=0
+ (aoar + -+ ap3a, )G, + )+ +
+ (aoay—3 + a1a, )0 + 50 ) +
+ a7+ G,
Por outro lado, fazendo a; = Cl’; + é‘p_i e A, = apa; + aja;iq +

o+ ap,_;a, o, temos que a@ = Ag+ Aya; + -+ + A, 0a,5. Como
Trio(a;) = =2 segue que Trkig(a@) = (p— 1)Ag —2(A; + Ay + -+ +
Apr) = (p— DAy — 2(apar + -+ + ap_3a,—5 + apar + -+ + ap_sa,_ +

o+ apa,_3 + ayapp + apap—p). Assim,

p-2 p-2
Triao(aa@) = p Z a,-2 - lz ai2 +2 Z a,-aj]

i=0 i=0 0<i<j<p-2
e, portanto,
p-2 p=2 2
Tro@@ =p Y a; — | Y ai| (4.2)
i=0 i=0

Fazendo algumas operacoes no segundo membro da Equagao (4.2),

temos que
p—2
TrW@(aﬁ) = Z ai2 + Z (ai - aj)z’ (43>
i=0 0<i<j<p-2

que ¢ a forma quadrética Q,_;(X) calculada em (ay, -+, a,-2).
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Quando nao houver possibilidade de confusao usaremos Q no

lugar de Q,_;.

Proposicao 4.3.1. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam p o ideal
de Ak = Z[¢,] gerado por 1 =¢,, a € Z[,] e f(X) € Z[X] tal que
a = f({,). Entao

a € p < f(1) = 0(mod p).

Demonstragao: Sendo o polinémio minimal de ¢, sobre @ dado

por
X -1
h(X) = ,
(X) X1
temos que Ak =~ ﬂ Se u(X) representa a classe de equiva-
< h(X) >

léncia, modulo A(X), do polinémio u(X) em Ak, segue que a € p
é equivalente a existéncia de u(X) € Z[X] tal que f(X) = (1 —
X)u(X)(mod h(X)) e isto é equivalente a existéncia de v(X) € Z[X]
tal que f(X) = (1 — X)u(X) + v(X)h(X). Como

XP—1 _ (X-=1)p

X) = =
h(X) X-1 X-1

= (X — 1)’ (mod pZ[ X)),

segue que
O = (1 = Xu(X) + v(X)(X = 1Y~ (mod pZ[ X])).
Colocando 1 — X em evidéncia, encontramos 1(X) € Z[X] tal que
J(X) = (1 = X)1(X)(mod pZ[X]),
ou seja, existe g(X) € Z[X] tal que
J(X) =1 = X)1(X) + p.g(X),

e esta igualdade é equivalente a f(1) = 0(mod p). [ ]
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Proposicao 4.3.2. (Flores, 1996,p.72,Prop.3.4.8) Se p > 2 e
r =1 entao Q(x) > 2p, onde x € p = (1 = )Ak e x # 0. Além
disso, O(x) = 2p para x =1-(,.

Demonstragao: Seja x = ap+aig,+-- +ap_2§l’,’_2 um elemento de
p e suponhamos que (ag, -+, a,—2) € Iy = {(by,--,by) € Z", |b;] <
1}. Sejam r e s o ntimero de a;-s iguais a 1 e -1, respectivamente.
Assim, o nimero de a;s nulos serd p —r — s — 1. Como a forma

quadratica Q(X) é totalmente simétrica, segue que

O(ag, -+, ap2) =0(1,-,1,-1,---,-1,0,---,0) =
=r+s+4rs+rip=-1-r—=s)+s(p—1—-r—s)=
2 2

=r+s+4rs+rp—r—r —rs+sp—s—sr—s°- =
=2rs+rp+sp—rt—s2=—(r—s)* + p(r+s).
Sabemos que quando x € p, pela Proposicao 4.3.1, f(1) = O(mod p),

ou seja, sendo f(x) = agp + a;jx + -+ + a,,_zxf”_2 segue que f(1) =
p—2

ap+ -+ a,n = Za,» = r — s = O(mod p), e consequentemente
i=0

r = s, tendo em vista o intervalo de variagao de r e s. Portanto

QO(x) = 2pr e para r = 1 temos que Q(x) = 2p é o valor minimo.

Se (bg, -++, bp—2) ¢ uma (p — 1)-upla de I, — I, entao pelo Teorema

1.9.1, tomando a; =2 e r = 1 teremos que y = % =1 e assim
Obo, . bp2) 2 Q@2 1, 1) =4+ p—2+p—2=4+2p-4=2p.

Pelo Teorema 1.9.2, se (by, =+, bp—2) € 14 — I4-1, com d > 1, segue

que
Q(b09 Tt bp—z) > 2p,

o que demonstra a primeira parte da demonstracao. Para a se-

gunda parte, se x =1—¢, € p, entao
0x) = Qpi(1,=1,0,+,00= I+ (=1’ +4+(p—3).1 +

+ (p-3)1=6+p—-3+p—-3=2p—-6+6=2p,
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e isto conclui a demonstragao. [ ]

Nosso objetivo agora é considerar ideais principais nao nulos
do anel dos inteiros algébricos, Ak, de K = Q(¢,) e calcular a
densidade de centro da realizagao geométrica destes ideais. Deste

modo, seja p = AAk o ideal primo de Ak, com 4 =1 — & Se a €

p-2 p—2
p, coma = Z a;, temos que a = Z a;(mod p), uma vez que ¢, =
i=0 i=0

p-2

1(mod p). Assim, a € p se, e somente se, z a; € pnZ = pZ. Como
i=0

1-¢, € p, pela Proposicao 4.3.2, temos que Q(1,-1,0,---,0) = 2p,

e assim

ty = min{Tryg(aa);a € p, a # 0} =

Como N(p) = N(A) = p e D = +p”~? segue que

3%
u
~\

zp % 1
S(ow(p)) = (12 S (4.4)
pT.p 27 .p 27

TS
N"—‘

e como tp, = p— 1 segue, da Proposic¢ao 1.9.1, que

(-7

o)) = 2o (4.5)

Exemplo 4.3.1. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado
da densidade de centro, 6(ok(p)), da realizacao geométrica do ideal

principal p de Z[{,] gerado por 1—{,, onde p € um nimero primo:
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P dimensao densidade de centro
1o
3 2 W 0,288675
i B
5 4 w3 ~ 0, 111803
1
7 6 il 0,047245
1
11 10 v~ 0,009422
1o
18 12 v~ 0,004333
1
17 16 v 0,000947404
L
19 18 VT 0,000448077
1 ~
23 22 IV 0,000101813
1
29 28 T 0,000011333
1 1016
97 96 v 3,6072342 - 10
1 ~ 10999
6619 6618 e 9,57961725 - 10

Tabela (4.3.1)

Observamos que a densidade de centro 0,288675 ¢ a maior co-
nhecida em dimensao 2 e corresponde a densidade de centro do

reticulados conhecido na literatura A, (Conway; Sloane, 1999,
p.15).

Passamos agora ao calculo da densidade de centro de oy (p’),
para i > 1. Assim, pelas condigbes para que um elemento de Ay
pertenca ao ideal p’, precisamos encontrar o minimo que a forma
quadritica assume nos elementos de p’ para entdo calcular a den-

sidade de centro de oy (p’).

Proposicao 4.3.3. (Flores, 2000, p.48, Lema.3.2.5) Sejam K =
Q) ep =1 =¢)ZE) Sex € p, comi =1,-,(p—1)2,
entao Triq(xx) > 2.p.i. [ |
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Pela Proposigao 4.3.3 e pelo fato da norma ser multiplicativa,

temos que

p)T E T ()T ()T
6<oK<p>>><§2 G I ¢ I )
p

P—2+2i p2+2i I

pTp P p= 7

i—

N\'—

-1

21Inp
Deste modo devemos tomar i como sendo um nimero inteiro pré-

-1
2Inp’

Exemplo 4.3.2. O quadro abaizo apresenta o valor aprozimado

Esta expressao admite um limitante minimo quando i =

xXimo de

da densidade de centro do reticulado ox(p'), i >

1, onde p' € o

ideal principal de Z[¢,] gerado por (1 — Cp)i, onde p € um numero

primo.
. N p—1 . :
D dimensao Jinp i (o (p"))
3 2 0,91 1 0,288675
5 4 1,24 1 0,111803
7 6 1,54 2 0,054
11 10 2,08 2 0,027
13 12 2,33 3 0,021
17 16 2,82 3 0,022
19 18 3,07 3 0,02443
23 22 3,5 4 0,0351
97 96 10,49 | 10 \ 474491823048089,9652 \
6619 | 6618 | 976,178 | 376 |  3,0254-10°° |

Tabela (4.5.2)

Agora veremos uma familia de reticulados A,, para cada di-
mensao n, a partir de subcorpos de Q(¢,). Para isto precisamos

dos seguintes resultados:
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Teorema 4.3.1. (Flores; Nébrega, 1999, p.45, Teo.1) Sejam p um
nimero primo e K um subcorpo de Q(,), com [K : Q] = up’ e tal

que p nao divide u. Entao

) ooty
|Dk| = pu<(1+2)p/_pﬂ*1 )_1.

Corolario 4.3.1. (Flores, 2000, p.22, Corol.2.1.18) Se K C Q(&,)s

entao
Dyl = p:,

Teorema 4.3.2. (Flores, 2000, p.50, Teo.3.3.1) Sejam L = Q(¢,), K
um subcorpo de L de grau (p — 1)/t sobre Q, p = (1 = {)Z[E,] e
Pk = pNK. Entao

; i\ ¥ a=
(o (py)) = <2> P (4.6)
Demonstracao: Como py ramifica totalmente em L, segue que
PiZI[{,] = p"'. Pela Proposicao 4.3.3, temos que se x € pj, para i =
1,--,(p— 12, entao Tryg(xx) > 2.p.t.i. Assim, como Tryg(xX) =
Tro(Tryx(xX)) = Tro(t(xX)) = tTrkie(xX), segue que Trig(xX) =

?Tr[u@(xf) > ?2.p.t.i = 2.p.i. Assim, o raio de empacotamento

satisfaz
V ek 2pi
>
P2 3 >
onde

{ 1, se K for real;
CK =

%, caso contrario.
Pelo Corolario 4.3.1, temos que o discriminante de K é

p=l_
Dx=+p7 1,

e como a norma de pj é p', segue que, a densidade de centro

satisfaz
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8(on(py)) =

i ck2pi\ == el
27 plo ()" | 20 (Ve <1> T g
“\2

1 i = p=l-t . pT. u
| Dg|> N (i) p.p

Usando o software Maple, Flores mostrou que quando p e t sao

fixados, o maior valor para o limitante inferior na Equacao (4.6) é
p—1

2tlnp’

Se n € N — {0}, entao existem infinitos primos p tais que p =

obtido quando i é igual ao inteiro mais préximo de

1(mod n). Sejam

p, = min{p|p é primoep = 1(mod n)}

Py

-1 -1
P ,onde t = ———. Denotamos
n

2tlnp,
por A, a representacao geométrica do ideal pﬂg = ponK C Ak, isto

e ig 0 inteiro mais préximo de

é, A, = O'K(pﬁg) onde K € um subcorpo de Q(¢, ) de grau n sobre

Q.

Exemplo 4.3.3. Como exemplo, mostramos na Tabela 4.3.3, para

alguns valores de n, a densidade de centro e o ganho fundamental

de codificagao, y, = m, onde dg min € a distancia minima
Fuclidiana de A,,.
no|p, | t=0" 21;”1;;;” io | 6(An) Vn
2 1 0,9 1| 0,288675 0.624
3 2 0,771 1| 0,133631 0.193
4 1 1,248 | 1| 0,111803 1.263
5 |11 ] 2 1,04 1| 0,0533002 0.927
6 |7 |1 1,5417 | 2 | 0,053994924 | 1.795
7 129 4 1,0394 | 1 | 0,0164133 0.921
8 | 41| 5 1,077 | 1| 0,00976086 | 1.472
9 |19 2 1,528 | 2| 0,0120745 1.758
10| 11 ] 1 2,085 | 2 | 0,027410122 | 2.896

Tabela (4.3.3)
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Uma das diferencas entre esta familia e as demais da literatura,
€ que as constelagdes desta familia sdo obtidas para qualquer di-

mensao.

2 Reticulados via Q(¢,)

Nesta segao apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotomicos Q(¢,), onde p ¢ um ntmero
primoer>1,reZ.

Sejam K = Q(¢,,) e Ak = Z[{,/] 0 anel dos inteiros de K. Se x =
m—1

Z aié’;r € Z[{,], onde m = ¢(p"), existe uma tnica representacao

i=0
da forma
t
— J
X = Z Xijr,
J=0
ondet=p~l—-1le
m—1
x; = Z a;{y, para j =0, 1.
i=0, i=j(mod p~1)

Observagao 4.3.1. Se x = ag + arly + - + am_lé’;,','_l € Z[¢y],
USAMOS @ eTPTressao
m—1

xx =Ayp+ Z A;a;,

i=1
onde
m—(+1)

o = C;i' +Cp7i eA; = Z aiajyi, para j=0,--,m—1.
i=0
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Lema 4.3.1. (Flores, 2000, p.43,Te0.3.1.2) Se p é um nimero
primo e r € um numero inteiro positivo, entao
0, se mdc(k, p’) < p~!
Trag, () =94 —p~", se mde(k, p) = p'!
pP~Yp-1), se mde(k, p") > p~!

-~ S 2zip® PN
Demonstracao: Temos que ()" =e 7 = {,-, e que o polino-

mio minimal de ¢, sobre Q ¢ dado por
X(P—I)PF] + X(P_z)Pril + - 4 )(PFl + 1.

Assim se r > 1 entao Trae,ya(Cy) = 0. Se mdce(k, p") = 1, entao
Cllf, ¢ um conjugado de ¢, ou seja, CII,‘, é raiz do mesmo polino-

mio minimal e deste modo tem o mesmo traco que ¢, . Portanto
Tr@(gp,)/@(é‘l’f,) = 0. Se mdc(k, p") > 1, temos trés casos a considerar:

12 caso: Se mdc(k, p’) = p* < p~', onde s < r -2, temos que

pk
V4

P’lk e assim k = psk/, com k € Z. Logo, C}fr = CPH, onde

mde(p=, k) = 1, e assim

k k/
Trag,va&y) = Trag,a(Cy-) = Trag,a(Cy-) =
= Tra,-o(Trac, ae,,Ey-)) =
=pTrog, . ya(y-) = p’.0 =0.

27 caso: Se mde(k, p") = p'! temos que Pk e assim k = p™~ k’
com k € Z. Logo, C = Cp ' = ¢, , onde mdc(p, k) = 1. Como o
polindémio minimal de §, sobre Q é X‘”—1 +XP 24 4 X +1, segue
que Trog,ya(g,) = —1. Assim,

Trae,va(&,) = TragaTrac,vae,) (&) = P Trae,a(g,) =
pr—l(_l) — _pr—l'

32 caso: Se mde(k, p") > p'~!, temos que mde(k,p’) = p’ e assim Pk

pk
o =1

Portanto, Tra, ya($y) = Trae,ya(l) = (p— Dp™". u

o que implica que k = p’k/, com k € Z. Deste modo, C’f‘,
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O préximo teorema nos fornece uma relagao entre uma forma

quadratica com o cédlculo de distancias dos reticulados ox(Z[¢ D

Teorema 4.3.3. (Flores, 1996, p.67,Teo0.3.4.3) Sejam p um ni-
mero primo, r um numero inteiro positivo, n = @(p") e x =
ap+aig, + - +a,,_1§;',_1 um inteiro algébrico de K = Q({,). Entao

r—1

5 0,(x),

low(x)]* =

onde x = (ag, a1, an-1)s Ox(xX) = Op_i(x0) + = + Q1 (x,), com

t=p"

—-1le ﬂ = (ak,apr—l+k, e ,a(p_z)pr—]+k).
Demonstragao: Pelo Lema 3.5.3, temos que
low (P = 3 Trin(xX).

Pelo Lema 4.3.1, temos que os elementos ¢ ;,, com mde(k, p") < p'~!
tem traco nulo. Se mdc(k,p”) > p'~! temos que mdc(k,p’) = p'.
Assim, k =0ouk > p" > (p—1)p"™!, 0 que nao ocorre pois 1 < k <
n—1=(p—-1)p~"'—1. Deste modo, podemos considerar apenas os
indices k tais que mdc(k, p’) = p™~'. Tais k sdo: p'~!, 2p"!, -, (p—

2)p"~!. Tomando xX como na Observacdo 4.3.1 temos que

low (x)?

1 1 n—1
ETI‘K/@(XY) = 2<TVK/@(A0) + Z TVK/@(Aiai)>

i=1

1 _
= S-Dp "Ao + Triga(Arar) + -+ + Trigg(An-1@-1))

1 n—1
= 2<(P—1)Pr 120 + -+ A Tro(a,- 1)>

i=0

_ (p_l) r—1 o 2 r—1 o
= 5 p ;ai —-p ;A”H

r—1 n—1 p=2
p 2
) ((P—l) 2“[)‘22’4/11"')'
i=0 j=1
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n—1
(- 1)( a?> =(p— Dby + -+ (p— Db,

i=0
ondet=p~l—1le
— 2 2 a2 .
bo = aj + @y + -+ A1
— 2 2 2 .
by =a7 + [T S T TR
— 242 2
by=a; + I AT
segue que
) pr—l p—2
low@)P = == (0= Do+ + (p = Dby =2 D A ).
=1
p-2
Temos que ZAI»I,H = Za,-aj, onde a tultima soma ¢é tomada
j=1
sobre todos os a;s, para i = 0,---,n — 1, satisfazendo i < j e i =

j(mod p'~"), uma vez tomando a;a; tal que i < j e i = j(mod b,
temos que p"~'|(i — j) o que implica que existe u € {1, -+, p—2} tal
que i—j =up™™', ouseja, j=i+up'. Logo a;a; = a;a;,y-1. Como
no primeiro somatério, um produto ag;a; aparece uma Unica vez,

segue a igualdade. Podemos agora reescrever

Iz

-1

p

low (O = =5=((p = Dbo = 2do + -+ + (p = )by = 2d,),

onde di = Za,»aj, onde i < j, j = k(mod N, ek=0,--,t Assim
(p = Dbk = 2dx = Qp1(ars Gy 15+ » Apes(p-2ppr-1)s

para k =0, ---,¢, o que completa a demonstragao. [ ]

Exemplo 4.3.4. Sejam p = 7,r = 1 ex = 1—-§ um ele-
mento de Z[{;]. Se x =(1,-1,0,0,0,0), entao lok (X)) = %56(5) =
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%Q()(l’_lvovovoa
0) = S+ (=1 +4. P +4.(-1’+2) = JA+1+4+4+4) = ¥ =7,
ou seja, low()| = V7.

Exemplo 4.3.5. Sejam p = 3,r = 2 ex = 1—§; um ele-
mento de Z[{y]. Se x =(1,-1,0,0,0,0), entao |0'K(x)|2 = %52(5) =
2(02(1,0) + 02(=1,0) + 0,(0,0)) = 3(2+2 +0) = £ =6, ou seja,

lo(x) = V6.

Nosso objetivo agora é calcular a densidade de centro de alguns
reticulados obtidos via os corpos ciclotomicos Q(¢,). Primeira-
mente calculamos a densidade de centro dos reticulados o(p), i >
1, onde p é um ideal principal de Z[{,] gerado pelo elemento
1 —=¢,. Se K é um corpo ciclotémico, de grau n, entao investigar

os reticulados ok(p), onde p C Ak é um ideal, com densidade de

N(p)’
zrzpn

|Dkl* N (p)

centro maxima equivale a maximizar o quociente uma vez

que a densidade de centro de ok(p) é dada por e 08

valores 2 e |DK|% sao determinados.
Proposicao 4.3.4. (Flores, 1996, p.69, Prop.3.4.4) Se K = Q&)

e Ak = Z[{,], a densidade de centro dos reticulados ox(»’), para

J €N, € periddica, ou seja,

8ok (P") = d(ox (p"™™)),
onde m= @) eneN.

Demonstragao: Pelo Exemplo 2.4.3, temos que p™ = pAk, uma
vez que p ramifica completamente. Logo, p" = p".p™ = p.p", o
que implica que N(p"™) = p"™. Como p"t™ = p.(p") segue que

x € p"t™ ge, e somente se, x = py, onde y € p". Assim
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2o _ 20y _ 2Trwa(pypy) _

—_ 2 _
0.(x) = 1 1 P ﬁT"K/@(PZJ’J’)
p p p p

2, _ ) 2 _
= ——P TrkaOy) = p"—=Trka(yy)
p
2 2 2 2~
= p p,_llrf(y)l =p0,(y),
€

(o) = mz'n{ "’(2—")'; xe p”}

plox(P™™) = min{ @; X € p"+m} = min{ @; X € p.p"}

p.p(ok(p")).

Para a densidade de centro, temos que

_ 22" _ 2%(p-plok (™))" _

S(ox(P™™) = T = I
D Z, n+m D Z, n+m
27‘2 m n m 2"2 n m
_ 2ok )" 2ok @) _ s o
| Dc|2.p".p" | Dx|>.p"

A proxima proposicao é uma generalizagao da Proposicao 4.3.1

Proposicao 4.3.5. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam p o ideal
de Ak = Z[{,] gerado por 1 = ¢,, a € Z[{,] e f(X) € Z[X] tal
que a = f({,). Entao

aept = f(l)= F ()= = fO) = 0(mod p),

onde fO(X) denota a i-ésima derivada formal de f, 0 <i<m, e

m = @(p").

Demonstragao: Sendo o polinomio minimal de ¢, sobre Q dado

por
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X" -1
h(X)= —:,
X7 -1
temos que Ay =~ ﬂ Se u(X) representa a classe de equiva-
< h(X) >

léncia, médulo A(X), do polinémio u(X) em Ak, segue que a € p'+!
é equivalente a existéncia de u(X) € Z[X] tal que f(X) = (1 —
X u(x)
(mod h(X)) e isto é equivalente a existéncia de v(X) € Z[X] tal
que f(X) = (1 = X)u(X) + v(X)h(X). Como
hon = ZL o XD
X7 1T (X = 1)
(X = 1) (mod pZI X)),

=(x-1y 7=

segue que
X)) = (1= X)MMuX) + o(X)(X = D7 (mod pz[X)).

Colocando (1 — X)™*! em evidéncia, encontramos #(X) € Z[X] tal

que
fX) = (1 = X)™*1(X)(mod pZ[X]),
ou seja, existe g(X) € Z[X] tal que
X)) =1 = X)™*H(X) + p.g(X),

e esta igualdade é equivalente a
Y= f (1) = - = fO(1) = 0(mod p). L]

Proposigao 4.3.6. (Flores, 1996,p.72, Prop.3.4.8) Ser > 1 en-
tao 5,(5) >2(p—1), para x € p=(1-{,)Ak e x #0. Além disso,

—~

Q,(x)=2(p—1) para x =1—=¢,.
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Demonstragao: Se x = ag + arly + -+ am_lg“[’,',’_l € Z[¢y], onde
m = @(p") e entao podemos escrevé-lo de uma tinica maneira como

x=x0+x18y + -+ x,C;,, ondet=p~l—1le

=1 r—1

(=20

xo=ao+ay-1.Ly a8y

(=297 +1,
Ly

’

-1
_ P+l
xi=a1tayp14.8y T+t apoyg

—1 r—1
— Pt (p=2)p +t
Xp=ar+ a8yt apoay14.Cy .

Assim pelo Teorema 4.3.3, temos que
r—1 r—1

P~ p
;0=

Se x € p e se existir um tnico x; ndo nulo na decomposigao acima,

entao Q(ﬁ) > 2p, e portanto 5,(1) >2p>2(p—1). Visto que p—1

(OGxD) + -+ 0(x) .

low (x)I* =

é o menor valor que Q(a) assume, com a € Z°~!, segue que se o

nimero dos a;s nao nulos for maior que 1, entao

—~

0.(x)22(p-1).

Finalmente, temos que o elemento x = 1 -, € p satisfaz 5,(5) =

2(p — 1) e isto conclui a demonstragao. [ ]

Lema 4.3.2. (Flores, 1996, p.75, Lema.3.4.11) O elemento 1—4’;’:_2

r—2
pertence a pP .
Demonstragao: Sendo Ak = Z[§ ], vimos que

PAK = (1= )" Ay,

r—2
uma vez que p se ramifica totalmente em Ay. Sejam ¢; = < p. > R
i
com 0 < i < p'2, os coeficientes do desenvolvimento binomial de
(1- Cp,)’/_z. Pela Proposicdo 1.9.3, para i = 1,--,p "2 — 1, temos
- r—2
que vy(c;) > 1, ou seja, p é um divisor de (1 —¢,)° L =& ).

Consequentemente,
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1= = (=g, tmod prr™),
0 que implica que
=g ==, tmod p).

Como p"riz =pAk =(1- Cpr)”r_zAK entao (1 — Cp,)"r_2 S ]JPH. Assim
1- Cf)’:iz =0mod p*~ e portanto 1 — C,f:iz ep’”. [

Teorema 4.3.4. (Flores, p.47, Teo.3.2.3) Ser > 2 e p = (1 —
{,)AK entao a maior densidade de centro entre os reticulados
r—2

ox(p), para i =1,--,p"2, ocorre com i =1.

Demonstragao: Pelo Lema 4.3.2 temos que o elemento x = 1 —
r—2 e —_~

CII} pertence a p’? * ¢ além disso temos que Q,(x) = 2(p — 1).

Assim, para i =1, ,pr_z, temos que

plow(y)) =

e as densidades de centro sao dadas por

((p— Dp =)™

8(ok(p)) = ,
2"2 | Dy |2 .pf
onde n = @(p") e |Dk| = p”ril(l”_’_l). Isto mostra que ok(p) tem a

maior densidade de centro dentre os reticulados considerados. H

Exemplo 4.3.6. O quadro abaizo apresenta o valor aprozimado
para a densidade de centro 6(ok(p)), onde p é um ideal principal

de Z[{,;] gerado por 1 = ¢,, p é um nimero primo e r > 2.

p | r | dimensdo | densidade de centro
1 _
2183 4 5§ =0,125
1
21 4 8 3 = 0,03125
3|3 18 5 ~4,37.107"




RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTOMICOS 157

O walor 0,125 obtido para a densidade de centro em dimensdo 4
€ 0 maior encontrado para esta dimensao, e corresponde a densi-
dade de centro do reticulado conhecido na literatura Dy, (Conway;

Sloane, 1999, p.15).

Teorema 4.3.5. (Flores,p.47, Teo.3.2.4) Ser =2,p>2 e p =
(1-¢,)Ak entao a maior densidade de centro entre os reticulados

ox(p), para i =1, ,p, ocorre com i = 2.

Demonstragao: Mostramos que para i = 2, ---, p, 0 menor valor
assumido por 5,(5) para x € p' é 2p. Consideramos primeira-
mente o0 caso i = 2 e sejam x um elemento de p2 e o8 x;-s COomo
na Proposigao 4.3.6. Se apenas um dos x;.s nao se anula, en-
tao, pela Proposicao 4.3.2, temos que 5,@) > 2p, para x € p.
Para a € 7"~ temos que o menor valor que Q(a) assume é p — 1.
Assim, se o ntimero dos x;-s nao nulos for maior do que 2, entao
0,(x) 2 3(p—1) > 2p, uma vez que, Q,(x) = Qp_; (X0)+++++0p-1 (X)),
com t = p"~! — 1, e portanto 5,(5) = Q,-1(ao, ap-1,*, ag_2yp-1) +
o+ Qo 1y Q14 0 Apoyp-141) 2 p—1+p—1+p—1=3(p—1) = 2p.
Deste modo, falta considerar o caso em que apenas dois dos x;-s
nao se anulam, digamos x; e x;. Mostraremos, primeiramente, que
neste caso 5,(1) nao atinge o valor 2(p — 1). Se isto ocorre, temos
que Q(x;) = Q(ﬁ) = p—1 e isto ocorre apenas nos casos seguintes:
1=caso . Se x; = *e; e X; = *ey, podemos supor, sem perda de
generalidade, que x; = ¢; e x; = —e;. Logo existem a, b € N tais

que
x=Chxi+Chx; =88 =8 = f(G,),

onde f(X) = X9 — X°. Como x € p?, segue que, pela Proposicio
4.3.5, que

F()=a—b=00mod p).
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Observe que x = £ (1-¢ f,’,— ?). Como estamos considerando apenas
dois dos x;s nao nulos, segue que a — b = 0(mod p) nao ocorre, o
que é uma contradicao.

2*caso : Se x; = (1,1,---,1) e X; = *e;, temos que se x € p entao

x; = e;. Logo x é da forma
. ; . ; i i
X=Cxi+Cx =+ 0T+ T O = A,

onde f(X) = X'+--4+X/* Se x € p?, pela Proposicio 4.3.5, temos

que
f'(l)Ei+~-+(p—2)p+i+j+sEi—jEO(modp),

0 que nao ocorre, pois i, j € {0,---,p—1}.

3 caso: Se x; = (1,1,--,) e xX; = +(—1,-1,--,=1), temos que
xj=(=1,=1,~,—1)e
X=Xt Chxy = oAl ek QTP ) CPIPY = £,

onde f(X) = X'+ o+ X0PH _ xJ 4 oo 4 XP7DPH Qe x € p2,

entao

f(1)=i—j=0(mod p),

0 que novamente nao ocorre.

Mostramos, assim, que para x € p* e dois x;.s nao nulos, o valor
2(p — 1) nao ¢ atingido por 5,(5). Mas, pelo Lema 1.9.2, o valor
2p — 1 também ndo é atingido e portanto para x € p? temos que

ar(x) > 2p. Observe que o elemento x =1 — ler pertence a p’, para
r—1

—~

5 .0,(x), segue que

i=1,.p, e 0,x)=2p. Como [ox(x) =

r—1

low ()2 = "T.Zp =7,
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A\ /pr
2 9
para i =1,2,---,p. Como o ideal de menor norma é pz, segue que

o que implica que p(ok(p’)) = %min{lo-(x)l, x#£0,x€ p') =

ox(p?) tem a maior densidade de centro. Assim, para i =1,---,p,
a maior densidade de centro é obtida em ok(p) ou ok (p?). Para

r =2, temos que

(=Dp
|

5(aK<p2>>=< p > o
6ox®)  \p-1 '

Logo, ok(p?) é o mais denso dentre os reticulados considerados, e

sua densidade de centro é dada por

p(p— Dp

Sox(P)) = = ———- ]
25 | Dyt p?

Exemplo 4.3.7. Se Ax = Z[{3:] e p = (1 — {32)Ak, entdo

1
8(ok(p?)) = ——= ~ 0,072168.
¢ 8/3

Note que Ak tem dimensao 6 e que o reticulado o ((1 —4’32)22[4’32])
apresenta maior densidade de centro que o reticulado ok((1 —
NZIED), (Eremplo 4.3.1) e o reticulado oy ((1 —C7)ZZ[C7]), (Exem-
plo4.3.2). Para esta dimensdo temos que 0,072168 é o maior valor
conhecido para a densidade de centro e corresponde a densidade de

centro do reticulado conhecido na literatura Eq,(Conway; Sloane,

p.15 ).
3 Reticulados via Q(¢,,)

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotomicos Q(¢,,), onde p e g sao primos

distintos.
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Lema 4.3.3. (Flores, p.64, Lema.3.5.1) Se p e q sGo nidmeros dis-

tintos entao

1, se mdc(k,pq) =1;

1 —p, se mde(k,pq) = p;

Trae, () =
1—gq, se mde(k, pq) = gq;

(I -p){ —gq), se mdc(k, pqg) = pq.

Demonstragao: Suponhamos que mdc(k, pq) = 1. Como mdc(p, q) =
1, segue que existem inteiros r, s tais que que pr + gs = 1. Deste

modo,

k _ ek(pr+qs) _ s¢kpr+kps _ skpr ¢kqs _ «kr sks
é‘pq_ Pq _Cpq ~ bpq qu _Cq S

onde mdc(kr, q) = mdc(ks, p) = 1. Entao

Troe, pa(Cy &)

kr ok
= Tragya(Trae, ac) (& 6p")

k
Trag, yva(Cpy)

k k

= Tragya, Trae, e (&)
k k

= Tragya(," Trag,ya(C;")

= Tragya(=¢") = 1.
Se mdc(k, pq) = p, entao existe i € Z, com mdc(i, q) = 1, tal que
Czicq = 5; = C;'
Logo,
Trae, () = Trac, ya(Trae, yoc,) () = Trag ya(=1) = 1 - p.
Se mdc(k, pq) = q, entao existe i € Z, com mdc(i, p) = 1, tal que

k _ pqi _ #i
gpq_ pq_cp'
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Logo,

Trae, o) = Tragya(Trae, yac) (&) = Trag (@ — 1) =
=(g— DTracya) = (@-D(=)=1-gq

Se mdc(k, pg) = pq, entdo existe i € Z, tal que Zj ’”” = 1. Logo,

Tro, va(Cry) = Trae o (Trac, o, (1) = Trag yalg — 1) =
(g—D(p—1.

Coroldrio 4.3.2. (Flores, p.65, Corol.3.5.2) Se 0 <i < pq entdo

pq, sei=0oui=pg—p-gq;
Trae, yo((1=¢h,=CL+E0).8) =3 —pg se i=pg—poui=pg—g;

0, caso contrdrio.

Demonstragao: Se mdc(i, pq) = 1, entao
(1 - + CP-H]) gpq = pq - é‘P‘H C‘H—l + CP‘HI‘H’

sendo que o expoente de cada parcela é primo com pq. Logo, o

trago de cada uma dessas parcelas é 1. Assim

Trae, ya((1 = &0, = &i + 600 .80 = Trag, ya(6y,) — Trae, (o
—T}"@(g )/@( )+ TV@@ )/@(§p+q+1) =1-1-1+1=0.

Para i = 0, aplicando o Lema 4.3.3 temos que
Trae,yo((1 =0 =&l + 80D = (p—1)(g=D+p—-1+g—1+1 = pq.

Para i = pq — p, temos que

Trog, ya((1 = Cp+q) Ch?y = Trag, ya(Cha 7 — 1= Cpa ™
—{ ) = Tr@(cpq)/@(CP(" Do1—g M4 gy =1-p—(1-p)

l-¢-1+1-g=1-p—-pg+p+q-1-1+1-g=—pg.
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Analogamente para i = pq — g, temos que Tra, ya((1 — 5, — &5y +
C”“’) {pi7%) = —pq. Para i = pg — p — q temos que
Trae, yo((1 =5, +Cp+q) v D =Trag oGy =G
—GaT+ G = Tr@@ gl =g =+ D=1~ (1~ ¢
-1 -p+d-p-q =pq,
e isto conclui a demonstragao. ]

Proposig¢ao 4.3.7. (Simonato, 2000, p.47,Prop.3.3.8) Se p e ¢
sao numeros primos distintos, n = (p(pq) e x € um elemento de

Z[Cy,), com x =ag+ a18y, + - + an- 14’ , entao

Tra, yo(xx) =
(p—1@— DA +2(1=p) Y Ac+201-9) D Ac+2 ) Ag
plk qlk ptk, gtk
n—(k+1)
onde Ay = 2 a;ai+i, para k=0,1,---,n—1.
i=0

Demonstragao: Pela Observagao 4.3.1 e da linearidade da fun-
¢ao traco temos que

n—1

Trag, 0(xX) = Tro,, ya(Ao) + Z ArTrag,, o),
k=1

onde a; = qu + Cp_qk. Pelo Lema 4.3.3 temos que

Trag,o(xX) = Ao(p— (g — 1)+ AiTra, ooy + G ) + - +
+Au 1 Trag, oy + Ga™) = (0= D@ — DA+
+2(1 —p)ZAk+2(1 —q)ZAk+2 Z As,

plk qlk ptk, gtk

e isto conclui a demonstragao. ]

Exemplo 4.3.8. Sep=3,g=T ex=1+&, 4+ +&) € um
elemento de Z[,,], entao x =(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0) e os Akfs
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sao dados por Ag =4, A3 =3, A6 =2, Ag=1¢e A = Ay = Ay =
As=A; = Ag = Ao = A1 = 0. Logo, Troe, o(xX) =48-24 =24 ¢
portanto |ok(x)| = \/E Agora, se x =1 —Cg’l em Z[§,,] entao x =
(1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0), € 0s A, s sio dados por Ay =2, Az =
—leA =A;=A4=As=Ag=A7=A3=Ag=A)p=A;; =0.
Logo, Trag, yo(xx) = 24 +4 = 28 e portanto |ok(x)| = \/ﬁ

Se A = Z[¢,,], pela Segao 2.4, temos que se p e g sao niimeros

primos distintos tais que O4(p) = O,(q) = 1(mod 2) entao

PAL= (PP, P P e qAL=(q - qa o a) (47)

Tomando o ideal p = p, - p,q, - q, temos que x pertence a p
se, e somente se, xX pertence a (1 — &7 )(1 — {J)AL. De fato, se x
pertence a p, entdo xX ¢ um elemento de (1-¢; )(1-{7 )Ar, uma vez
que pAL = (py P,y )T = (=) AL = (1= A
Por outro lado, se x nao é um elemento de p, entao pelo menos
um dos p, s ou q;s nao aparecerd na fatoragao do ideal xA, e
portanto na fatoracao de xxA| nao aparecerao todos os fatores de
(1 =& )1 = ¢IIAL, contradizendo a hipétese. Visto que o corpo
L = Q(¢,,) é totalmente complexo, segue que a densidade de centro
do reticulado oy (p), é dada por
oL (p) = ——.
[Dp|> N(p)

onden=[L:Q]e

p= (oL () = ;min{\/””‘;("") L xep. x;éO}.

Exemplo 4.3.9. Veremos a construcao algébrica de Ky, via a
representacao geométrica de um ideal primo acima de TAL em

Ap = Z[8y] com L = Q). Seja f(X) o polinomio minimal de
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&>y sobre Q. Vamos fatorar os ideais 3Ap e TAL em um produto de
1deais primos utilizando o Lema de Kummer. Temos que f(X) =
X2 x4 x% - x84+ X0 — X*+ X° - X +1, e portanto f(X) =
(X + X3 + X*+ X3 + X2 + X + 1)*(mod (Z/132)[X)). Assim

=L, X=X+ X+ X'+ X+ X?’+ X+ 1,e;=2ef, =6.
p = BAL+ (5 + 8+ 8+ 8+ 8 + DAL

Portanto, 3A; = p% com N(p)) = 3. Note que o ideal 3A; ndio
se fatora conforme a Equacgdo (4.7), o que jd era possivel con-
cluir pois 07(3) = 6 = 0(mod 2) ou simplesmente observando que
card(D (3)) = e  f; = 12. Portanto D (3) = G, onde G € o grupo

de Galois de L sobre Q. Para o caso TAy, temos que
F(X) = (X +3)°(X + 5)%(mod (2177)[ X))
Assim

E= 2L () = X+3, H(X)=X+5 e =er=6¢f,=f,=1.
q =TAL+ (& +3DAL e g =TAL+ (& + SAL

Portanto, TAL = (q1q2)6, onde q, e q, sao ideais com norma 7 e
4, = q;. Observamos que O3(7) = 1 = 1(mod 2) e que & = o9 ndo
pertence a Dy (7) = {01, 04,010,013, 016,019 }. Dado que o discrimi-

nante absoluto de L é3°7"° (Teorema 2.3.7), seque que a densidade
6 12

de centro de 61.(q;) € dada por 6(o(q,)) = W Calculamos entao

o raio de empacotamento

p=plor(q;)) = émin{\/T’”%(xx) X Eq, x;éO}.

Temos que Tryg(xX) € par, ou seja, Tryg(xx) = 21,1 € Z e para
x em q; temos que Tryg(xx) € 7Z, o que vmplica que Tryg(xXx) é
maltiplo de 14. Como mdc(p, q) = 1, seque que para x em ¢, X =

ao + a;lz com ay, a; € Z[{;], seque que
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Tryae,)(xX) = apa + aray + (ap — a)(dp — ay).
Aplicando o traco novamente temos:

Trae,yo(Truae,)(xX)) =
Trae,yalao®g) + Trog,yo(aar) + Troeyal(eo — an)(ag — a1)].

Temos duas possibilidades para x = ap + a15.
12caso : Se ap = ay, entdo x = ay(1+&;) € q;. Como 14+{; nao per-
tence ao ideal primo q;, seque que ag € q,. Logo, Troe,ya(@o) =

14. Portanto

Tryg(xXx) > 2TI”Q(§7)/Q((1()CT()) > 28.

5

2%caso . Se ay # ay, para y = 2 a,-C7" € Z[¢q], seque do Teorema
i=0

4.8.3, que Troe,ya(yy) € uma forma quadrdtica Q¢(ao, aj, az, a3, a4, as)

cujo valor minimo € 6, (Proposicdo 1.9.1). Entdo
Trig(xx) >26+6+6=18 e Tryg(xx) = 0(mod 14),

e portanto Tryq(xX) > 28. Vamos caracterizar um elemento de q;.
Em q, temos que {; = —3(mod q,) e entao para x em q; temos

que
11 . 11 )
x=) all =) a(=3)(mod qy).
i=0 i=0
Como q,NZ =72, segue que
11
x€q, < ) a(=3) =0(mod7).
i=0

O elemento x = 1—{231 e Ar. Como x =(1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0),
11

seque que 2 a(=3)=1- (—3»)3 = 28 = 0(mod 7) e portanto x per-
i=0

tence a q,. Pelo Exemplo 4.3.8, temos que Tryg(xX) = 28. Logo o

menor valor de {Tryq(xX) : x € q,, x # 0} € de fato 28. Portanto,

Via _ 1

p= Y- =1/3, e a densidade de centro é dada por:



166  CARINA ALVES « ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

12
6
#(V3)
i = 5~ 0,037037

Para esta dimensao temos que esta é a maior densidade de cen-

6(or(qy)) =

tro ja obtida, e corresponde a densidade de centro do reticulado

conhecido na literatura Ky, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Exemplo 4.3.10. Veremos a construcao do reticulado Ayy. Dados
AL = Z[&39] 0 anel dos inteiros algébricos de L = Q({39) e f(X) o
polinémio minimal de {9 sobre Q, vejamos as fatoragoes dos ideais

3AL e 13Ag como um produto de ideais primos de Ap. Como
fX) = XP o XxP o x? o x0 x x4 xS x My
FXP X X - X+ XX X - X+ 1,
seque que

fO=X+2X+ 22X + X2+ X+ 22X +2X> +2X +
22(X3 + X% + 2)X(mod (ZI3Z)[ X)).

Assim
g=4, ej=e =e3=e; =2, f1=f2=f3=f4=3
X)) =X +2X+2, LX) =X+ X>+ X +2,

LX) =X} +2X2+2X +2, LX) =X3+ X242,
Logo,
1= 3AL + (5o + 283 + DAL
Py =3AL+ (o + Gy + &9 + DAL
P3 = 3AL + (Gy + 2035 + 2430 + 2)AL
Ps = 3A0 + Gy + G + DAL
Portanto 3AL = (p1p2p3p4)2, com N(p;) = 33, para i = 1,2,3,4.
Como 013(3) = 3 = 1(mod 2), seque que ¢ = a3géD[L(3) = {01,014,
616, 622,629,635 ). Neste caso, temos que py = p; € p3; = p,. Para o

ideal 13AL temos que
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F(X) = (X +4"2(X + 10)2(mod (Z/132)[ X)).
g=2, Wm=X+4, L=X+10, e =e=12, fi=f,=1
4, = IBAL+ (G + DAL e a4, = 13AL + (& + 10)AL.

Logo, 13A = (qlqz)lz, onde q, e q, sdo ideais primos com norma
13. Observe novamente que EéD[L(IB) = {o1,04,07,010,016, 019, 622,
025, 028, 031, 034, 037}, pois O3(13) = 1 = 1(mod 2). Neste caso, te-
mos que q, = q;. Considerando o ideal p = p,P,q,, vamos calcular
a densidade de centro de o (p). Como D = 312132 ¢ N(p) =
N(P)N PN (a,) = 3°.13, seque que

212p24

o(oL(p)) = 3231

Precisamos agora determinar

p = plor(p)) = ;min{\/TrM;(xx) : xEP,HéO}.

Veremos agora que se x € p, entao Tryg(xx) > 4.39. Visto que
mdc(p,q) = 1, para x € p, podemos escrever x = ayg + a;{3, com
ay, @1 € Z[C3]. Temos também que se x pertence a p, entao

Trye(xx) = 0(mod 2.39). Pelo Exemplo 4.3.9, temos que

Tryo(xx) =

Trag,yal@@o) + Trae,,yala1ar) + Troe,yol(ao — a1)(@ = ap)].

Nesta soma, para que o valor 2.39 seja atingido, as unicas possibi-
lidades sdo, a menos de ordem, Trog,o(a®) = 12,
Troe,yo(e@) = 30 e Troe,yol(a — a)(@ —ay)] = 36. As pos-

sibilidades para ag e ay sdo:

+C%, ip=0,-,12;

(&5 + 63+ 83,

ao

o
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onde iy, iy, i3, sao dois a dois distintos. Sejam ay = —C{% ea =
C{g + Cf} + Cf33 Se iy # ix, com k = 1,2,3, entao Trog,yal(a —

ay)(@ —a7)] = 36. Sendo x um elemento de p, seque que
Trua,,)(xx) = 3(apao + a1@y) — (a0 + a1)(ag + a1) € 3Z[{5],
e portanto, se’y = (ap+ay)(ag + a1). Assim y = 0(mod 3Z[{,3]). Seja

11
v 1 Z[{13] — Z o0 homomorfismo de anéis dado pory Z aill; | =
i=0
11
Za,-. Como y estd em 3Z[{3] seque que y(y) = O(mod 3). Rees-
i=0
crevendo y substituindo ay e ay pelos valores firados acima temos

que

Y= (= O S + G+ () =4 - A+ B=
O(mod 3Z[¢3)),

3 3

onde A = Z(Cf%_“ +¢5 %) e B= Z ¢in . Sendo ny o nidmero
s=1 r,s=1

de expoentes tais que ig — iy = —1 ou iy —ig = —1 e ng o numero

de expoentes tais que i, — iy = —1, seque que as possibilidades para
ny sao 0 ou 1, uma vez que iy, iz, i3 saGo dois a dois distintos. Por
outro lado, para ng as possibilidades sao 0, 1 ou 2. Observe que

YD) = (=1 = {j3 — -+ = {14) = =12 = O(mod 3). Assim,
y(A)=6—ny e y(B) =6 —np.

Logo, y(y) =4 —y(A)+y(B) = 1 + ny — ng = 0(mod 3Z[{}5]) e as

Uunicas solugdes possiveis sao

ng=0eng=1
ou

ng=1eng=2.

A

Suponhamos ng =0 e ng = 1. Dado 0 < a < 11, por hipdtese, o

coeficiente de {5 € maltiplo de 3. Temos
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3
B= 51_31 + Z Eint, comiy — iy # —1.

r,s=1
Se ezistem r e s tais que i, — iy = a, entdo o coeficiente de (s
na equagao acima € nulo, pois Cl_3' =—-1-{3—— 4’1131 Assim,
¢l aparece também com coeficiente nulo na expansdo de A na
base integral {1, --- ,C1131 }. Se nao existem r e s tais que i, — iy = a,
novamente ({5 aparece com coeficiente nulo na decomposi¢do de y.
Deste modo, a unica possibilidade portanto é a =0 e y = 3. Entao

como
Trya,,)(xX) = 3(ap@y + a1a1) — (ap + a1)(ap + 1),

temos

Tryo(xx) = Trog, o3y + a1a1) — (ag + ar)(@ + 1)) =
3Trog,o(@o@o) + 3Trag, yalarar) — Trae,,o((ao + ar)(e@o + 1)) =
3.-124+3:30—-36 =90, e isto nao ocorre pois 90 nao € multiplo de
2-39. Quando ny =1 e ng =2 a verificacao € andloga. Portanto
Tryg(xx) > 4.39 = 156. O elemento x = 1 — C339 - C3193 +C3196 pertence
ao ideal p e observando que x = (1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0), pela Proposicao 4.3.7, temos que Tr(xX) =

V18 [39

156. Portanto, p(oy(p)) = > > e a densidade de centro é
dada por:
24
()
o(oL(p)) = BT

Para dimensao 24 a densidade de centro obtida neste exemplo
é a maior conhecida, e corresponde a densidade de centro do reti-

culado conhecido na literatura Ay. (Conway; Sloane, 1999, p.15).
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Os CANAIS GAUSSIANO E COM
DESVANECIMENTO DO TIPO RAYLEIGH

5.1 Introducgao

Neste capitulo, apresentamos através do trabalho de Boutros;
Viterbo; Rastello; Belfiori (1996), constelagoes de reticulados que
sao eficientes para ambos os canais Gaussianos e com desvaneci-
mento do tipo Rayleigh, enfocando a construcao das versoes ro-
tacionadas dos reticulados ja conhecidos na literatura: Dy, Ki; €
A1, através da matriz mudanca de base de um ideal contido no

anel dos inteiros de um corpo de ntimeros.

5.2 Breve histérico

O rapido crescimento da comunicacao sem fio requer um au-
mento na capacidade e melhoria no desempenho dos sistemas de

transmissao. Os canais de comunicacao movel sao agrupados em
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dois tipos: canal via satélite e canal terrestre. O canal de comuni-
cagao terrestre é caracterizado pelo efeito de multiplos percursos
de propagacao. Tal efeito pode alterar de maneira significativa a
amplitude do sinal, mesmo para uma pequena variagao na distan-
cia ou orientagao entre o transmissor e o receptor, comportamento
que é comumente rotulado como desvanecimento. Limitacoes nas
perdas de propagacao, variagao no tempo, ruido, inferéncia e des-
vanecimento fazem com que, nestes sistemas, a transmissao de

dados com altas taxas de transmissdo nao seja uma tarefa facil.

Para se alcangar essas altas taxas de transmissao de dados é
necessario aumentar a capacidade do canal de comunicagoes mé-
veis. Quando o desvanecimento compromete substancialmente a
qualidade da transmissao, o aumento da capacidade do canal ou
equivalentemente, a diminuicao da taxa de erro é extremamente
dificil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do
canal com desvanecimento é utilizar técnicas de diversidade. Estas
técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da informagao
transmitida que experimentam desvanecimentos descorrelaciona-
dos. Neste caso, se uma componente do sinal estiver sobre um
desvanecimento profundo, algumas das outras componentes terao

uma grande probabilidade de sofrer uma atenuagao mais leve.

A fungao densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o
desvanecimento percebido em uma comunicagao mével onde nao
hé predominancia direta entre a antena transmissora e a receptora.
Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade
da amplitude da envoltéria do sinal recebido estar abaixo de um

valor médio.

Os cédigos projetados para canais com desvanecimento Ray-
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leigh levam em conta dois pardmetros fundamentais: o ganho de
diversidade, que descreve a diminuicao exponencial da taxa de erro
na decodificacao em fungao da relagao sinal-ruido na curva de de-
sempenho e o ganho de codificagao que resulta em deslocamentos
a esquerda dessa curva. Os melhores valores para estes parametros
foram obtidos maximizando-se, respectivamente, o posto minimo
e a média geométrica minima dos autovalores, de um conjunto
de matrizes complexas formadas pelas diferencas entre palavras-

c6digo tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes cédigos é que sdo extrema-
mente dificeis de se projetar, pois os critérios utilizados na sua
construgao baseiam-se em operagoes no dominio complexo das mo-
dulagoes em banda bésica e nao no dominio bindrio ou discreto no
qual os cddigos de canal sao tradicionalmente projetados. Uma
grande capacidade computacional é necessaria para acompanhar

a busca, codificagao e decodificagao destes codigos.

O canal de comunicagéo via satélite é um canal AWGN (Ad-
ditive White Gaussian Noise) onde predominam fortes atenuagoes
e muitas vezes grandes atrasos de propagacao do sinal. O termo
AWGN ¢ utilizado em modulamentos matemédticos para caracte-
rizar aqueles canais onde o tipo de ruido responsével por degradar
a comunicacao é um ruido branco adicionado ao sinal. Este tipo
de ruido é um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do
desenvolvimento de receptores 6timos para a utilizagao em canais

AWGN ja se tornou cléssica.

O ruido branco é um sinal aleatério e tem um modelamento
matematico que o considera como possuindo largura de faixa infi-
nita, média nula e correlacao nula entre suas amplitudes tomadas

a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do
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ruido em um determinado instante independe daquele observado
em outro instante de tempo qualquer. O termo gaussiano se deve
ao fato desse tipo de ruido possuir uma funcao densidade de pro-
babilidade gaussiana com média nula, com desvio padrao igual &
sua tensao rms e variancia igual a poténcia dissipada de um resis-
tor de 1W. No canal gaussiano, usando esquemas convencionais
de modulagao e codificagao de canal apropriada, pode-se reduzir a
probabilidade de erro e bit de 107 a 10~ por meio de um aumento

da relagao sinal-ruido de somente 1 ou 2 dB.

5.3 Boas constelacoes para ambos os canais Gaus-

sianos e com desvanecimento do tipo Rayleigh

Nesta secao estabelecemos condigoes sobre os reticulados cons-
truidos para que tenhamos boas constelagoes para ambos os canais

Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento.

1. Canal Gaussiano

e A probabilidade de erro de simbolo é limitada superi-

ormente por

d min/z
PN < Zerfe| “E , (5.1)
2 2N,

onde 7 é o nimero de vizinhos, erfc é a funcao erro,
Ny é a varidncia gaussiana e dg i, € a distancia minima
Euclidiana do reticulado A. O ganho de codificagao do
reticulado A é dado por

_ d% min
4 Vol(A)Y™
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e Constelacoes eficientes podem ser obtidas através de re-
ticulados com alta densidade de empacotamento. As-
sim, constelagbes com boas propriedades de simetria

podem ser obtidas.

e Usando corpos de niimeros totalmente reais e com dis-
criminante absoluto minimo a grande desvantagem é

que a densidade de empacotamento esférico é baixa.

e Usando corpos de niimeros totalmente complexos e com
discriminante absoluto minimo a grande vantagem é
que é possivel obter reticulados com alta densidade de

empacotamento.

2. Canal Rayleigh com Desvanecimento

e A probabilidade de erro de simbolo com alta relagao

sinal-ruido satisfaz,

P.(A) <

, . - . 2m
onde onde E, é a energia média por bit, = — é a
n

eficiéncia espectral e dl(,l)(x, y)? é a distancia I-produto
normalizada de x a y, quando esses pontos diferem em
| componentes e é dada por

[]Gi-»r

Xi#Y;
E /
n

onde E = E(||x|[*) é a energia média por ponto da cons-

] 2
dV(x,y)* = , (5.3)

telagao S.
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e Constelacoes eficientes, ou seja, aquelas em que a pro-
babilidade de erro é minima, podem ser obtidas através
de reticulados com diversidade méxima L = min(l), me-
nor energia média da constelagdo E e maior distancia

produto minima dp i, = min(dl(,L)(x, ).

e Usando corpos de nimeros totalmente reais e com dis-
criminante absoluto minimo, a grande vantagem é que

eles apresentam diversidade méxima.

e Usando corpos de niimeros totalmente complexos e com
discriminante absoluto minimo a grande vantagem é

que obtemos uma menor energia média da constelacao.

Assim, concluimos que para obter boas constelagoes de reticu-
lados para ambos os canais, procura-se construir reticulados com

alta densidade de empacotamento e com diversidade méaxima.

Através da familia de reticulados A, que vimos a partir de
subcorpos de Q(¢,) € possivel obter constelagoes que tém maxima
diversidade e boa densidade de empacotamento, que fazem estes
reticulados tteis para uso nos canais Gaussiano e Rayleigh com

desvanecimento.

Corpos de numeros algébricos totalmente reais com discrimi-
nante absoluto minimo sao conhecidos até a dimensao 8 e sdo

dados na 1 coluna da Tabela (5.3.1).

Discriminantes absolutos minimos

(Valores com * sao os melhores valores conhecidos)
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n rp=0 r=1 rn=2|rmn=3| n=4
2 5 -3 - - -
3 49 -23 - - -
4 725 -275 117 - -
5 14641 -4511 1609 - -
6 300125 —92779* | 28037 | -9747 -
7| 20134393 ? ? ? -
8 | 282300416 ? ? ? 125778*

Tabela (5.3.1)

Pela Tabela (5.3.1) notamos que os discriminantes absolutos
dos corpos totalmente complexos sao menores do que dos corpos
totalmente reais. Os corpos da Tabela (5.3.1) (especialmente em
dimensao acima de 4) tem sido objeto de estudos na teoria dos

numeros algébricos computacionais.

Definigao 5.3.1. A diversidade de um reticulado A € a distancia

minima de Hamming entre quaisquer dois vetores de A.

Teorema 5.3.1. (BoutrosS; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) Se-
jam K um corpo de numeros, {01, 62, ,0,} 0s Q-homomorfismos
de K em C e {w;, wy, -+, w,} uma base integral de K. Os reticu-

lados obtidos a partir da matriz geradora G =

o1 (wr) o (w1)  Ropr1(wr)  Sop41(wr) Rop 4y (W) Sop 4y (W1)
o1(w2) or (w2)  Rop1(w2) oy +1(w2) R 4, W2) SO 4, (W2)
o1 (wn) or (Wn) oy 1(wWn)  Sor 11(Wn) ROr 1ry (Wn)  F0r 47y (W)

possuem diversidade L = r; + ry.
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Demonstragao. Seja z # 0 um ponto arbitrario de A = o(Ak).
n
Assim z = (z1, 22, *++, 2,) = z Aivi, com 4; € Z e v; = (v) = o(w;)

i=1
sao as linhas do reticulado da matriz geradora G. Logo,

i /1iUij

i=1

n

d"(0,2) = f[|z,»| =11
Jj=1

j=1

= ﬁ6j<i /I[LU,') X rﬁrz ERO'j(i /1,'LU,‘> X rﬁ SO’j(i ﬁ,‘w,') .
j=1 i=1 i=1

i=1 Jj=ri+1 Jj=ri+1

n
Os inteiros algébricos Z Aiw; s@o nao nulos pois todos os 4;s

i=l
n

sao nao nulos (z # 0). Isto implica que O'j(Z Aiw;) # 0 e assim
o primeiro produto do lado direito da ﬁltirgalu igualdade contém
exatamente r; fatores nao nulos. O numero minimo de fatores
nao nulos no segundo e no terceiro produtos é r, pois as partes
real e imagindria de qualquer um dos monomorfismos complexos
nao sao ambos nulos. Assim concluimos que para tal reticulado
temos uma diversidade L > r; 4+ r,. Agora, se @ = 1 em Ak, entao
c;(1) =1 para j = 1,2,---,r; + r, e portanto o(1) fornece r; + r,

componentes nao nulos. Assim L = r| + r. [ |

No caso de um corpo de numeros algébricos totalmente real

temos que a matriz geradora G é da forma

oi(wy) ox(wy) -+ on(wy)
G oi(wy) ox(wn) -+ o,(wr)
Ul(wn) 02(wn) O-n(wn)

Neste caso, o reticulado A = 6(Ak) construido atinge o grau ma-

ximo de diversidade L = n.
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Para corpos totalmente complexos K temos que r, = n/2 é par

e a matriz geradora do reticulado o(Ak) é dada por

Ro(w1) S[oi(wi) - Rop,(wi) S[op,(wr)
_ Roi(wy) S[oi(wy) - Rop,(wr) S[op,(wn)
9{Gl(wn) Soi(wy,) - 9{6,2(1/0,,) So'rz(wn)

Definicao 5.3.2. Um polinémio minimal é chamado reduzido
se as poténcias de wma de suas raizes (o elemento primitivo) é

uma base integral do corpo de numeros.

A Tabela (5.3.2) apresenta os polinémios minimais reduzidos
dos corpos da Tabela (5.3.1) com o volume fundamental do reti-
culado correspondente obtido via o homomorfismo canénico, indi-

cados por A, 1.

AnL Ho(x) redV ol(Anr)
Az X2-X+1 0.8660
Azo X?-Xx-1 2.2361
Asp X3-X-1 2.3979
N33 X3+ Xx2-2x-1 7
A4 X -X3-X2+X+1 2.7042
M43 Xt-Xx342x-1 8.2916
Aga X4 - X3-3X2+Xx+1 26.9258
As; X -X34+X2+X-1 10.0281
Asg X3 -2X34+Xx%2-1 33.5820
Ass X4+ X*—4X3 —3X2 43X +1 121
Ae3 X6 —3X> +4X* —4X3 +4X2 -2X + 1 12.3409
Ao X0 —2X5+3X3-2X -1 41.8606
Ags X0 4 X5 —2X*-3X3 - X% +2X+1 152.2982
Asg X0 — X3 —7X*4+2X3 +7X%2 -2X -1 547.8367
A7 X7+ X0 —6X° -5X4 +8X3 +5X% -2X -~ 1 4487.1364
Aga X8 —2X7 +4X° —4X* +3X2-2X +1 70.0928
Agg | XB+2X7 —7X0 —8X 7 +15X* +8X3 —9X2 —2X +1 | 16801.7980




180 CARINA ALVES ¢ ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

Tabela (5.3.2)

Os passos para a construcao de um reticulado a partir de um corpo
de ntumeros algébricos K = Q(0) pode ser resumido do seguinte

modo:
e Encontre uma base integral de K, que identifica Ak.

e Encontre as n raizes de gy(X), que identifica os » monomor-

fismos o1, 62, **+, 0p.

e Construa a matriz geradora aplicando o homomorfismo cano-

nico.

Exemplo 5.3.1. Seja K = @(1’\/5). Como =3 = 1(mod 4) seque
que a base integral de K é {1, (1 +i\/§)/2}. Os dois monomorfismos
$G0 0] (i\/g) =iV3, 0'2(1'\/5) = —iV/3 e a matriz geradora € dada

por

3 Ro1(1) Soi(1) B 1 0
| mas) a1 )

2
O volume fundamental do reticulado € dado por

V3

|det(G)] = - = 0,8660254.

o=

A diversidade ¢ L = 1 pois ry = 0 e r, = 1. Portanto, ox(Ak)

corresponde ao reticulado Ay .

Exemplo 5.3.2. Seja K=Q(/7+ 2\/5). As raizes do polinémio
minimal X*—=14X>+429 sio 0; = \/7 +2V/5, 0, = —\/ 7+ 2+/5, 05 =
V77— 2\/5, 04 =—\/T7- 2\/3. O elemento primitivo é 6 = 6y e os

4 monomorfismos sao ¢1(0) = 6y, 02(0) = 0,, 03(0) = 63, e 64(0) =

04. Mas {1, 0, 02, 93} nao € base integral pois X*—14X%+29 ndo é
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reduzido. Uma base integral é {1, 2(1+6), 1(3+6%), 2(1+6)(3+6%)}.

A matriz geradora € dada por

1.000  1.000 1.000 1.000
—-1.193 -0.294 1.294 2.193
3.618 1381 1381 8.618
—-4.318 -0.407 1.789 7.936

O volume fundamental do reticulado € |det(G)| = 26.92.A diversi-
dade € L =4 pois ry =4 e r, = 0. Portanto, ox(Ak) corresponde

ao reticulado Ng4.

5.4 Construcao das versoes rotacionadas dos reti-

culados Dy, Ki», e A

Craig (1978) como construir os reticulados Fg, Eg, Ay a partir
dos corpos ciclotomicos totalmente complexos K = Q(e>”"), para
n =9, 20, 39. Via este procedimento Boutros; Viterbo; Rastello;
Belfiori (1996) encontrou Dy, Kjz e Ajg a partir das 8-ésima, 21-
ésima e 40-ésima raizes da unidade. Estes reticulados sao obtidos
aplicando o homomorfismo candnico em ideais destes corpos ci-
clotomicos. Os ideais sdo dados na Tabela (5.3.3). Os reticulados
obtidos sdo subreticulados de o(Ak), mas com um ganho funda-
mental muito maior comparado com os reticulados presentes na
Tabela (5.3.2).

Sejam K um corpo de nimeros de grau n, Ak o anel dos intei-
ros de K, a C Ak um ideal e {y;,+,y,} uma Z-base de a. Apli-
cando o homomorfismo canoénico ok ao ideal a de Ak, pela Pro-
posicao 3.5.2 obtemos o reticulado A, = o(a) de posto n contido

em A = 6(Ak). A matriz geradora G, de A, é dada por
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oi(yy) - o (ry) m"'rlﬂ(}’l) 85r1+l(71) m5r1+r2(71) sffrl-wz ()

G. = oi(ry) - O'rl(}’z) ERO'r]Jrl(}’z) 56r1+1(72) ERff*'rl+r2(}’z) 35r1+r2(72)
L=

oi(r,) - on()  Ropu@,) Sorw) o Ropan@,)  Sor 4,1,

Comparando Ak e a como Z-médulo, vemos que existe uma
relacdo entre as matrizes G de o(Ak) e a matriz G, de o(a). Seja T
a matriz mudanca de base n X n da primeira base para a segunda

base, isto é,

Y1 wi
w

72 —T. 2

Vn Wy

Como, o0s y;s s@o inteiros algébricos segue que sao escritos como

n

combinacao linear dos w;s, ou seja, y; = Zt;kwk, onde t;, € Z.
k=1

Assim que T = [t;;] é uma matriz inteira. A matriz T é conhecida

como matriz da representagao integral de a. Com isso temos

a seguinte proposicao.

Proposigao 5.4.1. (Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996)
A matriz geradora G, do reticulado A, € obtida a partir da matriz
geradora G do reticulado A pela aplicagao da matriz mudanca de

base T entre as Z-bases de a e Ak, isto ¢, G, = TG.

Demonstracao. O resultado segue diretamente da férmula y; =

n
Z ticWy, que também é valido tomando as partes real e imagina-
k=1

n n
ria de ambos os lados ¢;(y;) = Zo-,-(tikwk) = Z tixoj(wy), e isto
k=1 k=1

conclui a demonstragao. [ ]
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Da igualdade G, = TG temos que det G, = det T - det G, o que

significa que
Vol(A,) = |det T| - Vol(A).

Se a é um ideal principal, isto é, a = @Ak entdao a matriz

mudanca de base é dada por T = R(«a). A Z-base do ideal principal

a = @Ak é o conjunto {aw;, i =1, -, n}. Assim podemos escrever
Y1 wi
72 wy
a- = R(a) -
yn Wy

A procura de reticulados rotacionados da Tabela (5.3.3) com

dimensao n e diversidade n/2 segue os seguintes passos:

1. Calcule o polinémio minimal de ¢, sobre @ que tem grau

o(n).
2. Encontre todos os ideais a de Ak com norma inteira.

3. Usando a matriz mudanga de base T, calcule a matriz ge-
radora G, = TG e avalie os parametros dos reticulados, por
exemplo, a densidade de centro e o nimero de vizinhos. Se
eles sao iguais aos parametros de Dy, Eg, Eg, A1z, Ajg ou Agy,
entdo obtemos uma versdo rotacionada destes reticulados

pois tais reticulados sao os Uinicos com tais parametros.

Este procedimento é aplicado sucessivamente para obter uma
matriz geradora para cada um dos reticulados presentes na

Tabela (5.3.3).

Alguns reticulados conhecidos dos corpos ciclotomicos:
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Q) n Ideais

Di» 0 +1 8 2,0+1)

Es3 0°—0°+1 9 G0+ 1%

Egq 0 —0°+0*—0>+1 20 (5,0-2)

Kz 02 0" +6° -0 +0°—0*+6° —6+1 21 (7.0 +3)

Alss 0" — 0" + 0% —0* +1 40 | Q0+ +07+0+1)
(5.6 +2)

Aunr | 6% -6 4062 -0 +0" - 07 +6" -0+ | 39 G0 +6>-1)

402 -0 4+0° -0 +0°-06*+6° - 0+1 GO+ +0+1)

(13,6 - 3)

Tabela (5.3.3)

Exemplo 5.4.1. (Construg¢io de D43). Note que ¢p(8) = 4 e que
para outros valores de n tal que ¢p(n) = 4 nao resultam na versao
rotacionada de Dy, cuja densidade de centro é 1/8. O polinomio
minimal de 6 = g sobre Q € dado na Tabela (5.3.2), o discrimi-
nante absoluto do corpo K = Q({g) € Dk = B.r=0er =2
Pela Equacao (3.4) temos que

4 i
N(a)= =7 =2p",
V2? g
1 .
e para N(a) =2 devemos tomar p = ——. O ideal a com norma 2

V2

pode ser obtido da fatoracio do ideal primo (2), que tem norma 2*

do sequinte modo
(2)=(2,0+ 1)* = a*.

Assim a tem a norma desejada 2. A matriz geradora do reticulado

€ G, =TG, onde T ¢ a matriz da representagao integral de a

0

—_— e = N
o

0
0
1
0

- o o O

)
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e G € a matriz geradora de o(Ak). O reticulado gerado por G,
tem densidade de centro 0.125 = % e o numero de vizinhos € 24,
sendo exatamente como Ds. Como Dy € o unico reticulado com
estes parametros, obtemos sua versao rotacionada com diversidade

tgual a 2.

Exemplo 5.4.2. (Construcao de Kj6). Note que ¢p(21) = 12 e
que para outros valores de n tal que ¢p(n) = 21 nao resultam na
versdo rotacionada de Ki;, cuja densidade de centro € 1/27. O
polinémio minimal de 8 = &y, sobre Q € dado na Tabela (5.5.2), o
discriminante absoluto do corpo K = Q(,,) € Dk = 3971 =0

e rp = 6. Pela Fquacgao (3.4) temos que

212/2 p12 3 26p12

N(a) = —_ = ,
RV o
7 )
e para N(a) =7 devemos tomar p = —=. O ideal a com norma

2
7 pode ser obtido da fatoracdo do ideal primo (7), que tem norma

712, ou seja,

(7) = (7,0 +3)°(7,0 + 5)° = a%a$.

Como N(a;) = N(ay) = 7, podemos escolher a = ay, que tem a
norma desejada. A matriz geradora do reticulado é G, = TG,

onde T € a matriz da representagdo integral de a
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S © O o O

SO O O O o o o o o
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O o 0o 000 o o o —~ o o
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O O 0o 0o 0 o0 o = o o o o
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O o 0o 0o o0 —~ o o o o o o
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S O O O O O

e G é a matriz geradora de o(Ak). O reticulado gerado por G,
tem densidade de centro 77 e o numero de vizinhos € 756, sendo
exatamente como K. Como Ky € o tnico reticulado com estes
parametros, obtemos sua versao rotacionada com diversidade igual

a 6.

Exemplo 5.4.3. (Construg¢io de Ajgg). Note que ¢p(40) = 16 e
que para outros valores de n tal que ¢p(n) = 16 nao resultam na
versdo rotacionada de Mg, cuja densidade de centro € 1/16. O
polinémio minimal de 8 = {4 sobre Q € dado na Tabela (5.5.2), o
discriminante absoluto do corpo K = Q(ly) € Dk = 23252 =0

e r, = 8. Pela Fquacao (3.4) temos que

N(a) =

e para N(a) = 2*5% devemos tomar p = V2.5. O ideal a com tal

norma pode ser obtido da fatoracdo dos ideais (2) e (5) que tem
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norma 2'° e 516, respectivamente. Assim

Q) =Q.0"+6>+6*+0+ 1) =a!
(5) = (5.0 +2)*(5,6° + 3)" = ajal.

Como, N(a;) =2% N(ap) = 52, N(a3) = 5%, podemos escolher a

ajay que tem a norma desejada N(a) = N(aja;) = N(aj)N(ay)
2452 A matriz geradora do reticulado € G, = TG, onde T € a
matriz da representacdo integral de a e G € a matriz geradora de
o(Ak). O reticulado gerado por G, tem densidade de centro 0,0625
e o niumero de vizinhos € 4320, sendo exatamente como Aig. Como
A6 € 0 unico reticulado com estes parametros, obtemos sua versao

rotacionada com diversidade igual a 8.

5.5 Conclusdo

Duas diferentes aproximacgoes tem sido usadas para estudar
duas familias de reticulados com o objetivo de atingir bom de-
sempenho sobre ambos os canais Gaussianos e Rayleigh com des-
vanecimento.

A primeira familia é gerada pelo homomorfismo canénico sobre
o anel dos inteiros de um corpo de ntimeros. Entre os reticulados
desta familia, demos importancia aos reticulados obtidos a partir
de corpos totalmente reais e totalmente complexos. Vimos que os
reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais tem bom
desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento com uma
diversidade méaxima n. Mas eles tem um ganho negativo sobre o
canal Gaussiano causado pela sua baixa densidade de empacota-
mento. Os reticulados obtidos a partir de corpos totalmente com-
plexos tem um acordo entre diversidade e densidade de empacota-

mento. Eles mostram um ganho positivo sobre o canal Gaussiano
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e bom desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento
com uma diversidade 7.

A segunda familia de reticulados é gerada pelo homomorfismo
canonico sobre determinados ideais nos anéis dos inteiros dos cor-
pos ciclotomicos que sao corpos totalmente complexos. Esta fami-
lia inclui versées dos famosos reticulados conhecidos na literatura;
Dy, Eg, Eg, K17, A € Aos. Estes reticulados atuam de modo ané-
logo aos reticulados de diversidade 5 sobre o canal Rayleigh e
entao podem atingir a diversidade de 2 até 12. Além disso, estes
sao os melhores reticulados para o canal Gaussiano.

O ponto importante nesta conclusao é o fato de que corpos
de nuimeros com discriminante absoluto minimos sao conhecidos
somente em graus menores ou iguais a 8. Assim, a diversidade
de reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais nao po-
dem exceder 8, a menos que encontremos corpos 6timos com alto
grau. Ao contrario, os reticulados da segunda familia sdo menos
limitados na diversidade, A4 12 atinge uma diversidade 12. Na-
turalmente, podemos pensar em construir Az 16 € Ass, 32 que tem
diversidades 16 e 32, respectivamente. Mas somos limitados pela
proporcao da complexidade de um sistema sobre o ganho pratico.

Nao podemos nos esquecer também que o estudo da primeira fa-

milia possibilita-nos construir e entender a segunda familia.
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