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No presente livro, Carina Alves e Antonio Aparecido de Andrade 

apresentam um estudo sobre resultados envolvendo corpos de núme-

ros, com ênfase nos corpos ciclotômicos. 

Inicialmente os autores introduzem os resultados básicos de teoria 

algébrica dos números, tais como módulo, inteiro algébrico,   anel dos 

inteiros algébricos, norma e traço de um elemento, discriminante, base 

integral, formas quadráticas, decomposição de ideais primos em uma ex-

tensão, anel oetheriano e de Dedekind. 

Em uma segunda etapa, apresentam um estudo sobre reticulados, em-

pacotamento esférico, volume, densidade de centro e o homomorfismo 

canônico (ou de Minkowski) para a obtenção de reticulados via represen-

tação geométrica de ideais dos anéis de inteiros algébricos. 

Finalmente, fazendo uso desse homomorfismo, os autores constróem, 

via anel dos inteiros dos corpos ciclotômicos, reticulados rotacionados 

nas dimensões 4, 12, 16 e 24 com densidade de centro ótima e que são 

eficientes para ambos os canais Gaussianos e com desvanecimento do 

tipo Rayleigh.

Carina Alves é  graduada (2002) e mestre em Matemática (2005) pela Universidade Estadual Paulista 
(Unesp), campus de São José do Rio Preto. Possui doutorado em Matemática (2008) pelo Instituto de Ma-
temática e Computação Científica (Imecc) da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) e pós-dou-
torado (2012) pela Telecom ParisTech (Paris). Trabalha desde 2009 na Unesp, campus de Rio Claro. Tem 
experiência na área de Álgebra, atuando principalmente em teoria algébrica dos números e reticulados. 

Antonio Aparecido de Andrade é graduado em Matemática (1984) pelo Instituto de Biociências, Letras 
e Ciências Exatas (Ibilce) da Unesp, campus de São José do Rio Preto, mestre em Matemática (1988) 
pelo Imecc da Unicamp, doutor em Engenharia Elétrica (1996) pela Faculdade de Engenharia Elétrica 
e de Computação (Feec) da Unicamp e livre-docente em Matemática (2008) pela Unesp. Trabalha na 
área de Álgebra com, aplicações em códigos e reticulados.

Reticulados via 
corpos ciclotômicos

Carina Alves
Antonio Aparecido de Andrade

C
arina A

lves e A
ntonio A

parecido de A
ndrade

Reticulados via corpos ciclotôm
icos



RETICULADOS VIA
CORPOS

CICLOTÔMICOS



FUNDAÇÃO EDITORA DA UNESP

Presidente do Conselho Curador
Mário Sérgio Vasconcelos

Diretor-Presidente
José Castilho Marques Neto

Editor-Executivo
Jézio Hernani Bomfim Gutierre

Superintendente Administrativo e Financeiro
William de Souza Agostinho

Assessores Editoriais
João Luís Ceccantini

Maria Candida Soares Del Masso

Conselho Editorial Acadêmico
Áureo Busetto

Carlos Magno Castelo Branco Fortaleza
Elisabete Maniglia

Henrique Nunes de Oliveira
João Francisco Galera Monico
José Leonardo do Nascimento
Lourenço Chacon Jurado Filho

Maria de Lourdes Ortiz Gandini Baldan
Paula da Cruz Landim

Rogério Rosenfeld

Editores-Assistentes
Anderson Nobara
Jorge Pereira Filho
Leandro Rodrigues

Miolo_Tempo_de_acampamento_(GRAFICA).indd   2Miolo_Tempo_de_acampamento_(GRAFICA).indd   2 09/03/2015   13:08:2609/03/2015   13:08:26



CARINAALVES
ANTONIOAPARECIDODEANDRADE

RETICULADOS

VIACORPOS

CICLOTÔMICOS
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que me ensinam, me incentivam e me possibilitam sonhar e
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realização deste trabalho.
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D. Hélder Câmara e Samuel Smiles
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LISTA DE SÍMBOLOS

ℕ: conjunto dos números naturais

ℤ: conjunto dos números inteiros

ℚ: conjunto dos números racionais

ℝ: conjunto dos números reais

ℂ: conjunto dos números complexos

𝜕𝑓 : grau do polinômio 𝑓
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∑: somatório

𝑑𝑒𝑡 𝐴: determinante de 𝐴
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𝑓𝛼(𝑋): polinômio característico de 𝛼

𝐷(𝛼1, … , 𝛼𝑛): discriminante de uma 𝑛-upla

𝔸𝕂: anel dos inteiros de 𝕂

#𝑋: cardinalidade do conjunto 𝑋



𝔞, 𝔟, …: ideais

𝜑(𝑛): função de Euler para o inteiro 𝑛
𝐴[𝑋]: anel dos polinômios sobre 𝐴 em 𝑋
𝐾(𝛼1, … , 𝛼𝑛): corpo obtido pela adjunção de 𝛼1, … , 𝛼𝑛 a 𝐾
𝐴
𝐼 : quociente de A por I

∀: para todo
∃: existe
𝜉𝑛: 𝑒2𝜋𝑖/𝑛 = 𝑐𝑜𝑠 2𝜋

𝑛 + 𝑖𝑠𝑒𝑛 2𝜋
𝑛 , raiz 𝑛-ésima primitiva da unidade

𝑥: conjugado complexo do elemento 𝑥
𝐷𝕂: discriminante absoluto do corpo 𝕂
𝑇𝑟𝕃/𝕂: traço em relação à extensão 𝕃/𝕂
𝑁𝕃/𝕂: norma em relação à extensão 𝕃/𝕂
𝑖𝑟𝑟(𝛼, 𝕂): polinômio irredutível de 𝛼 sobre 𝕂
ker(𝑓): núcleo do homomoràsmo 𝑓
< 𝛼1, … , 𝛼𝑛 >: ideal gerado por 𝛼1, … , 𝛼𝑛

𝐺𝑎𝑙(𝕃/𝕂): grupo de Galois de 𝕃/𝕂
𝑎|𝑏 ∶ a divide b
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INTRODUÇÃO

Em um sistema de comunicação digital, o objetivo é transmitir

dados de uma fonte até um usuário. O meio usado para esta trans-

missão é chamado de canal e pode ser um cabo coaxial, àbra óptica,

a atmosfera (no caso de ondas de rádio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte são sím-

bolos de um alfabeto 𝐴. Como cada símbolo tem sua probabilidade

de ocorrência, estes dados são processados pelo codiàcador de fonte,

com o objetivo de eliminar redundância, ou seja, tornar os símbolos

equiprováveis e desta forma compactar a informação.

As sequências geradas pelo codiàcador de fonte são então pro-

cessadas pelo codiàcador de canal, que introduz redundância, ge-

rando sequências de símbolos de 𝐴 que são chamadas de palavras

código. Para a transmissão, o modulador associa a cada palavra có-

digo 𝑥 um símbolo analógico, que é então enviado pelo canal.

A imperfeição do canal gera distorções e o sinal recebido nem



18 CARINA ALVES • ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

sempre coincide com o enviado. O demodulador faz então amelhor

estimativa, fornecendo uma sequência 𝑟 de símbolos de 𝐴. Devido

ao ruído, é possível que 𝑟 não seja uma palavra código. Então o de-

codiàcador de canal associará uma palavra código, que é a melhor

estimativa. Finalmente, o decodiàcador de fonte associará a esta pa-

lavra código a suposta sequência original de símbolos enviada. O

diagrama abaixo ilustra o processo.

Fonte ⟶ Codif. de Fonte ⟶ Codif. de Canal

↓
Modulador

↓
Ruído ⟶ Canal

↓
Demodulador

↓
Usuário ⟵ Decodif. de Fonte ⟵ Decodif. de Canal

Cada uma destas etapas gerou grandes áreas de pesquisa, que se

desenvolveram, de certa forma, independentemente.

A teoria dos códigos corretores de erros nasceu em 1948, com o

famoso trabalho de Shannon (1948), no qual foi demonstrado o Te-

orema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado diz

que para transmissão de dados abaixo de uma taxa C (símbolos por

segundo), chamada de capacidade do canal, é possível obter a pro-

babilidade de erro tão pequena quanto se deseja através de códigos

corretores de erros eàcientes.
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A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no

caso de valores altos da relação sinal-ruído (SNR), um código de

bloco ótimo para um canal com ruído gaussiano branco (AWGN),

limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais

dentro de uma esfera, no espaço euclidiano 𝑛-dimensional, para 𝑛
suàcientemente grande. Assim, se estabeleceu o vínculo entre em-

pacotamento esférico e Teoria da Informação.

Para cada 𝑛, Minkowski provou a existência de reticulados no

espaço euclidiano 𝑛-dimensional comdensidade de empacotamento

esférico 𝛿 satisfazendo

𝛿 ≥ 𝜁(𝑛)
2𝑛−1 ,

onde 𝜁 é a função zeta de Riemann. Como consequência, obtém-se

1
𝑛𝑙𝑜𝑔2𝛿 ≥ −1. (1)

Depois disto, Leechmostrou comousar códigos corretores de er-

ros para construir empacotamentos esféricos densos noℝ𝑛,Conway
e Sloane (199) provaramque reticulados satisfazendo a cota deMin-

kowski, dada pela Equação (1) são equivalentes a códigos atingindo
a capacidade do canal.

O problema clássico do empacotamento esférico consiste em en-

contrar um arranjo de esferas idênticas no espaço Euclidiano 𝑛-di-
mensional de forma que a fração do espaço coberto por essas esferas

seja a maior possível. Isto pode ser visto como a versão euclidiana

do 18∘ Problema de Hilbert, proposto em 1900.
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Dentre os métodos de geração de reticulados, o homomoràsmo

de Minkowski apresenta características interessantes. Usando teo-

ria algébrica dos números, Craig (1978) reproduziu o reticulado de

Leech Λ24 através da representação geométrica de um ideal no anel

de inteiros de ℚ(𝜁39). Com omesmométodo, ainda obteve a família

𝐴𝑚
𝑛 em dimensões 𝑛 = 𝑝 − 1, através de ℚ(𝜁𝑝), onde 𝑝 é um número

primo.

Emboraos resultados apresentados aquinão sejam traduçõesàéis

dos originais, eles são equivalentes ou consequências dos mesmos.

Des-

sa forma, o restante do livro está delineado na sequência que segue.

O Capítulo 1, visa atender aos leitores commenos conhecimen-

tos em teoria algébrica dos números. Sendo assim, introduzimos os

conceitos de módulo, inteiro algébrico, norma e traço de um ele-

mento, discriminante, base integral, anel deDedekind e outros con-

ceitos indispensáveis aodesenvolvimentodosdemais capítulos. Além

disso, estudamos formas quadráticas, cuja aplicação se faz quando

tentamos determinar o raio de empacotamento da realização geo-

métrica de um ideal em questão. No Capítulo 2, apresentamos um

estudo sobre corpos de números, dando ênfase ao estudo dos anéis

dos inteiros e discriminantes de corpos quadráticos e ciclotômicos.

Também apresentamos a decomposição de um ideal primo em uma

extensão fazendo uso do Teorema de Kummer.

No Capítulo 3, apresentamos as deànições de reticulado, em-

pacotamento esférico, volume e densidade de centro. Além disso,
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apresentamos ométodo deMinkowski para obtenção de reticulados

via a representação geométrica de ideais dos anéis de inteiros algé-

bricos.

O estudo desses capítulos proporcionou-nos ferramentas neces-

sárias para o estudodoCapítulo 4, noqual apresentamoso temacen-

tral desse livro. Este capítulo traz ummétodo para o cálculo da den-

sidade de centro de reticulados gerados através de ideais dos anéis

de inteiros de ℚ(𝜁𝑝), ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) e ℚ(𝜁𝑝𝑞), onde 𝑝 e 𝑞 são números primos

distintos e 𝑟 é um inteiro maior ou igual a 1.
No Capítulo 5, no qual ànalizamos nosso trabalho, apresenta-

mos através do trabalho de Boutros; Viterbo; Rastello; Belàori

(1996), constelações de reticulados que são eàcientes para ambos os

canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento, enfocando as

construções das versões rotacionadas dos reticulados já conhecidos

na literatura, tais como, 𝐷4, 𝐾12 e Λ16, através da matriz mudança

de base de um ideal contido no anel dos inteiros de um corpo de nú-

meros.



1
CORPOS DE NÚMEROS

1.1 Introdução

Neste capítulo, apresentamos uma coletânea de resultados bási-

cos de teoria algébrica dos números. O objetivo é fornecer a base

teórica para o desenvolvimento dos demais capítulos. Aqui intro-

duzimos os conceitos demódulos, elementos inteiros sobre umanel,

elementos algébricos sobre um corpo e extensões algébricas, norma

e traço em uma extensão, discriminante, anéis noetherianos e anéis

de Dedekind, norma de um ideal e formas quadráticas sobre o ℝ𝑛.

1.2 Módulos

Iniciamos esta seção com as deànições de módulos e submódu-

los. Em seguida apresentamos um teorema que será de grande uti-

lidade posteriormente.
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Definição 1.2.1. Seja A um anel. Um A-módulo M é um

grupo abeliano (aditivo) munido de uma aplicação 𝐴 × 𝑀 ⟶
𝑀, denotada por (𝑎, 𝑚) ⟶ 𝑎𝑚, tal que, para quaisquer 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴
e 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, tem-se:

𝑖) 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦;
𝑖𝑖) (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥;
𝑖𝑖𝑖) (𝑎𝑏)𝑥 = 𝑎(𝑏𝑥);
𝑖𝑣) 1𝑥 = 𝑥.

Definição 1.2.2. Sejam 𝐴 um anel e 𝑀 um 𝐴-módulo. Um

subconjunto 𝑁 ⊂ 𝑀 não vazio é um 𝐴-submódulo de 𝑀 se,

com as operações herdadas de 𝑀, também é um 𝐴-módulo.

Um 𝐴-módulo 𝑀 é dito finitamente gerado se existem 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑟 ∈
𝑀 tais que 𝑀 = 𝐴𝑥1 + ⋯ + 𝐴𝑥𝑟 e, neste caso, dizemos que

𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑟 formam um sistema de geradores de 𝑀. Um con-

junto de elementos 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑠 ∈ 𝑀 são linearmente independentes

(sobre A) se a igualdade
𝑠


𝑗=1

𝑎𝑗𝑦𝑗 = 0, com 𝑎𝑗 ∈ 𝐴, implicar que

𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑠 = 0. Mas, se além disso, 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑠 formarem um sis-

tema de geradores de 𝑀, então eles formam uma base de 𝑀. Po-
rém, é importante notar que nem todo módulo finitamente gerado

possui um base. Um 𝐴-módulo que possui uma base é chamado de

um 𝐴-módulo livre, e o número de elementos da base é chamado

de posto de 𝑀.

Teorema 1.2.1. Sejam 𝐴 um anel principal, 𝑀 um 𝐴-módulo

livre de posto 𝑛, e 𝑀 ′
um A-submódulo de 𝑀. Então:

i) 𝑀 ′
é livre de posto 𝑞, 0 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛.

ii) Se 𝑀 ′ ≠ 0, então existe uma base {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} de 𝑀 e elementos



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTÔMICOS 25

não nulos 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑞 ∈ 𝐴 tais que {𝑎1𝑒1, ⋯ , 𝑎𝑞𝑒𝑞} é uma base de 𝑀 ′

e que 𝑎𝑖 divide 𝑎𝑖+1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞 − 1.
Demonstração. (Samuel, 1976, p.21, Teo.1).

1.3 Elementos inteiros sobre um anel

Nesta seção apresentamos as definições de elemento algébrico,

extensão algébrica e polinômio minimal.

Definição 1.3.1. Sejam 𝐵 um anel e 𝐴 ⊂ 𝐵 um subanel. Um

elemento 𝛼 ∈ 𝐵 é chamado inteiro sobre 𝐴 se 𝛼 é raiz de um

polinômio mônico com coeficientes em 𝐴. Se 𝐴 = ℤ e 𝐵 ⊂ ℂ,
dizemos que 𝛼 é um inteiro algébrico.

Observação 1.3.1. Denotaremos o conjunto dos elementos que

estão em 𝐵 e são inteiros sobre 𝐴 por 𝔸𝐵 , ou seja, 𝔸𝐵 = {𝛼 ∈ 𝐵 ∶
𝛼 é inteiro sobre 𝐴}.

Observação 1.3.2. 𝔸𝐵 é chamado fecho inteiro de 𝐴 em 𝐵 ou

anel dos inteiros de 𝐴 em 𝐵. Se 𝐴 é um domı́nio e 𝐵 = 𝕂 é o

corpo de frações de 𝐴, dizemos que 𝔸𝕂 é o fecho inteiro de 𝐴 em

𝕂.

Exemplo 1.3.1. O elemento 𝛼 = √2 + √3 é inteiro sobre ℤ, pois
é raiz do seguinte polinômio 𝑋4 − 10𝑋2 + 1 ∈ ℤ[𝑋].

Definição 1.3.2. Sejam 𝐵 um anel e 𝐴 ⊂ 𝐵 um subanel. Seja

𝑝(𝑋) ∈ 𝐵[𝑋] um polinômio mônico tal que 𝑝(𝛼) = 0, com 𝛼 ∈ 𝐵.
A relação 𝑝(𝛼) = 0 é chamada uma equação de dependência

inteira de 𝛼 sobre 𝐴.

Exemplo 1.3.2. O elemento 𝛼 = √2 ∈ ℝ é inteiro sobre ℤ. A
relação 𝛼2 − 2 = 0 é uma equação de dependência inteira.
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Teorema 1.3.1. (Samuel,1967, p.27, Teo.1) Sejam 𝐵 um anel,

𝐴 um subanel de 𝐵 e 𝛼 um elemento de 𝐵. Então as seguintes

condições são equivalentes:

1) 𝛼 é inteiro sobre 𝐴.
2) O anel 𝐴[𝛼] é um 𝐴-módulo finitamente gerado.

3) Existe um subanel 𝑅 de 𝐵 tal que 𝑅 é um 𝐴-módulo finitamente

gerado contendo 𝐴 e 𝛼.
Demonstração (1) ⟹ (2) Como 𝛼 ∈ 𝐵 é inteiro sobre 𝐴, então
𝛼 ∈ 𝔸𝐵 , ou seja, 𝛼 é raiz de um polinômio mônico com coeficientes

em 𝐴. Logo existem 𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐴 não todos nulos tal que

𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0 = 0.

Seja 𝑀 = [1, 𝛼, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛−1] o 𝐴-módulo finitamente gerado. Va-

mos mostrar que 𝐴[𝛼] = 𝑀. Por definição

𝐴[𝛼] =


𝑖
𝑎𝑖𝛼𝑖 ∶ 𝑎𝑖 ∈ 𝐴



e assim, pelo modo como definimos 𝑀, segue que 𝑀 ⊂ 𝐴[𝛼]. Por
outro lado,

𝛼𝑛 = −(𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0) (1.1)

e assim 𝛼𝑛 ∈ 𝑀. Portanto 1, 𝛼, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛−1, 𝛼𝑛 ∈ 𝑀. Agora prova-

remos por indução sobre 𝑗 que 𝛼𝑗 ∈ 𝑀, ∀ 𝑗 = 𝑛 + 1, 𝑛 + 2, ⋯ . Para
𝑗 = 0, ⋯ , 𝑛 vimos acima que o resultado é válido. Agora supo-

nhamos que o resultado seja válido para 𝑗 > 𝑛 e provemos que o

resultado vale para 𝑗 + 1. Sendo 𝛼𝑗 = 𝑏0 + 𝑏1𝛼 + ⋯ + 𝑏𝑛−1𝛼𝑛−1 com

𝑏𝑖 ∈ 𝐴, então

𝛼𝑗+1 = 𝑏0𝛼 + 𝑏1𝛼2 + ⋯ + 𝑏𝑛−2𝛼𝑛−1 + 𝑏𝑛−1𝛼𝑛. (1.2)

Substituindo (1.1) em (1.2) temos
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𝛼𝑗+1 = −𝑏𝑛−1𝑎0 + (𝑏0 − 𝑏𝑛−1𝑎1)𝛼 + ⋯ + (𝑏𝑛−2 − 𝑏𝑛−1𝑎𝑛−1)𝛼𝑛−1

e assim 𝛼𝑗+1 ∈ 𝑀. Portanto 𝐴[𝛼] ⊆ 𝑀. Portanto 𝐴[𝛼] = 𝑀.
(2) ⟹ (3) Como 𝐴 ⊂ 𝐴[𝛼], 𝛼 ∈ 𝐴[𝛼] e, por hipótese, 𝐴[𝛼] é um

A-módulo finitamente gerado, então é suficiente tomar 𝑅 = 𝐴[𝛼].
(3) ⟹ (1) Seja 𝑅 um 𝐴-módulo finitamente gerado que contém

𝐴 e 𝛼 e sejam {𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑛} os geradores de 𝑅, ou seja, 𝑅 =
𝐴𝑦1 + ⋯ + 𝐴𝑦𝑛. Como 𝛼 ∈ 𝑅 e como 𝑅 é um subanel de 𝐵 segue

que 𝛼𝑦𝑖 ∈ 𝑅, ∀ 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Assim,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝛼𝑦1 = 𝑎11𝑦1 + 𝑎12𝑦2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑦𝑛

𝛼𝑦2 = 𝑎21𝑦1 + 𝑎22𝑦2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑦𝑛

⋮
𝛼𝑦𝑛 = 𝑎𝑛1𝑦1 + 𝑎𝑛2𝑦2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑛

, 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴.

Dáı segue que
𝑛


𝑗=1

(𝛿𝑖𝑗𝛼 − 𝑎𝑖𝑗)𝑦𝑗 = 0; onde 𝛿𝑖𝑗 = 1 se 𝑖 = 𝑗 e 𝛿𝑖𝑗 = 0

se 𝑖 ≠ 𝑗.
Considere o sistema linear homogêneo definido pelas 𝑛 equações

nas variáveis 𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛. Ou seja,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

(𝛼 − 𝑎11)𝑦1 − 𝑎12 − ⋯ − 𝑎1𝑛 = 0
−𝑎21 + (𝛼 − 𝑎22)𝑦2 − ⋯ − 𝑎2𝑛 = 0
⋮
−𝑎𝑛1 − 𝑎𝑛2 − ⋯ + (𝛼 − 𝑎𝑛𝑛)𝑦𝑛 = 0

Seja 𝑑 = 𝑑𝑒𝑡(𝛿𝑖𝑗𝛼−𝑎𝑖𝑗). Por Cramer 𝑑𝑦𝑖 = 0, ∀ 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Portanto
𝑑𝑏 = 0, ∀ 𝑏 ∈ 𝑅. Em particular 𝑑⋅1 = 𝑑 = 0. Mas 𝑑 é uma expressão

polinomial em 𝛼 e o coeficiente da maior potência de 𝛼 é 1, pois o

termo de maior grau aparece na expansão do produto
𝑛


𝑖=1

(𝛼 − 𝑎𝑖𝑖)

das entradas da diagonal principal. Portanto 𝛼 é inteiro sobre 𝐴.
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Corolário 1.3.1. (Samuel, 1967, p.28, Prop.1) Sejam 𝐵 um anel,

𝐴 um subanel de 𝐵 e {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} ⊂ 𝐵. Se 𝛼𝑖 é inteiro sobre

𝐴[𝛼1, 𝛼2, ⋯ ,
𝛼𝑖−1], em particular, se 𝛼𝑖 é inteiro sobre 𝐴 para todo 𝑖 = 𝑖, ⋯ , 𝑛,
então 𝐴[𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛] é um 𝐴-módulo finitamente gerado.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre 𝑛.
Para 𝑛 = 1 segue do Teorema 1.3.1, pois se 𝛼1 é inteiro sobre 𝐴, en-
tão 𝐴[𝛼1], é um 𝐴-módulo finitamente gerado. Assim, suponhamos

que o teorema seja verdadeiro para 𝑛 − 1 elementos e provaremos

que o teorema é válido para 𝑛 elementos. Por hipótese de indução

temos que 𝑅 = 𝐴[𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛−1] é um 𝐴-módulo finitamente gerado,

isto é, 𝑅 =
𝑛


𝑗=1

𝐴𝑣𝑗 , onde 𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛 ∈ 𝑅. Visto que 𝛼𝑛 é inteiro

sobre 𝑅 temos, pelo Teorema 1.3.1, que 𝑅[𝛼𝑛] é um 𝑅-módulo

finitamente gerado, isto é, 𝑅[𝛼𝑛] =
𝑠


𝑖=1

𝑅𝑤𝑖, onde 𝑤1, ⋯ , 𝑤𝑠 ∈

𝑅[𝛼𝑛]. Então 𝐴[𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛] = 𝑅[𝛼𝑛] =
𝑠


𝑖=1

𝑅𝑤𝑖 =
𝑠


𝑖=1 

𝑛


𝑗=1

𝐴𝑣𝑗
𝑤𝑖 =


𝑖, 𝑗

𝐴𝑣𝑗𝑤𝑖. Portanto {𝑣𝑗𝑤𝑖} gera 𝐴[𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛] como um 𝐴-módulo.

Portanto 𝐴[𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛] é um 𝐴-módulo finitamente gerado.

Teorema 1.3.2. (Stewart; Tall, 1987, p.47, Teo.2.9) Se 𝛼 é uma

raiz de um polinômio mônico, onde os coeficientes são inteiros

algébricos, então 𝛼 é um inteiro algébrico.

Demonstração. Seja 𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0, tal que 𝑎𝑖, 𝑖 =
1, ⋯ , 𝑛 − 1 pertença ao conjunto de todos os números complexos

que são ráızes de polinômios mônicos com coeficientes em ℤ. Fa-
zendo 𝐵 = ℤ[𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑛−1, 𝛼] e 𝑏0 = 𝑎0, ⋯ , 𝑏𝑛−1 = 𝑎𝑛−1 e 𝑏𝑛 = 𝛼 e

temos, pelo Corolário 1.3.1, que ℤ[𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑛] é um ℤ-módulo fini-

tamente gerado e portanto 𝛼 é um inteiro algébrico.
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Corolário 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29,Corol.1 ) Sejam 𝐵 um anel

e 𝐴 um subanel de 𝐵. Se 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐵 são inteiros sobre 𝐴, então

𝔸, 𝛼𝛽 ∈ 𝔸𝐵 .
Demonstração. Pela Observação 1.3.1, temos que mostrar que

𝔸, 𝛼𝛽 são inteiros sobre 𝐴. Temos que 𝔸, 𝛼𝛽 ∈ 𝐴[𝛼, 𝛽]. Como 𝛼, 𝛽
são inteiros sobre 𝐴 temos então, pelo Corolário 1.3.1, que 𝐴[𝛼, 𝛽]
é um 𝐴-módulo finitamente gerado. Assim, existe um 𝐴-módulo

finitamente gerado, 𝐴[𝛼, 𝛽], que contém 𝔸 e 𝛼𝛽. Deste modo, pelo

Teorema 1.3.1, 𝔸 e 𝛼𝛽 são inteiros sobre 𝐴, isto é, 𝔸, 𝛼𝛽 ∈ 𝔸𝐵 .

Corolário 1.3.3. (Samuel, 1967, p.29, Corol.2) Sejam 𝐵 um anel

e 𝐴 um subanel de 𝐵. O conjunto 𝔸𝐵 dos elementos de 𝐵 que são

inteiros sobre 𝐴 é um subanel de 𝐵 que contém 𝐴.
Demonstração. Pelo Corolário 1.3.2, segue que 𝔸 ∈ 𝔸𝐵 e 𝛼𝛽 ∈
𝔸𝐵 ,
∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝔸𝐵 , assim 𝔸𝐵 é subanel de 𝐵. Por outro lado 𝐴 ⊂ 𝔸𝐵 ,
pois se 𝑎 ∈ 𝐴, então 𝑎 é raiz do polinômio mônico 𝑝(𝑋) = 𝑋 − 𝑎,
que tem coeficientes em 𝐴, isto é, 𝑎 é inteiro sobre 𝐴 e assim

𝑎 ∈ 𝔸𝐵 .

Definição 1.3.3. Sejam 𝐵 um anel e 𝐴 um subanel de 𝐵. Dizemos

que 𝐵 é inteiro sobre 𝐴, se todo elemento de 𝐵 é inteiro sobre 𝐴,
isto é, se 𝔸𝐵 = 𝐵.

Exemplo 1.3.3. Dentre os anéis que satisfazem esta condição,

citamos o anel dos inteiros de Gauss contendo ℤ, pois todo ele-

mento 𝑎+𝑏𝑖 de ℤ[𝑖] é raiz do polinômio 𝑋2−2𝑎𝑋+(𝑎2+𝑏2) ∈ ℤ[𝑋].

Proposição 1.3.1. (Samuel, 1967, p.29, Prop.2) Sejam 𝑅 um

anel, 𝐵 um subanel de 𝑅 e 𝐴 um subanel de 𝐵. Então 𝑅 é in-

teiro sobre 𝐴 se, e somente se, 𝑅 é inteiro sobre 𝐵 e 𝐵 é inteiro

sobre 𝐴.
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Demonstração. Suponhamos 𝑅 inteiro sobre 𝐴 e seja 𝛼 ∈ 𝐵.
Como 𝐵 ⊂ 𝑅, segue que 𝛼 é inteiro sobre 𝐴, ou seja, 𝐵 é inteiro so-

bre 𝐴. Para mostrar que 𝑅 é inteiro sobre 𝐵, seja 𝛼 ∈ 𝑅. Então exis-
tem 𝑎0, 𝑎1, … ,
𝑎𝑛−1 ∈ 𝐴 tal que 𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0 = 0. Como 𝐴 ⊂ 𝐵,
segue que 𝛼 é inteiro sobre 𝐵, ou seja, 𝑅 é inteiro sobre 𝐵. Por
outro lado, seja 𝛼 ∈ 𝑅. Como 𝑅 é inteiro sobre 𝐵, então existem

𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛−1 ∈ 𝐵, não todos nulos tal que 𝛼𝑛 +𝑏𝑛−1𝛼𝑛−1 +⋯+𝑏1𝛼+
𝑏0 = 0. Seja 𝐶 = 𝐴[𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛−1]. Logo 𝛼 é inteiro sobre 𝐶, pois
𝛼 é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em 𝐶. Como

𝐵 é inteiro sobre 𝐴, segue que os 𝑏𝑖
′ 𝑠 ∈ 𝐵 são inteiros sobre 𝐴.

Dáı pelo Corolário 1.3.1 temos que 𝐴[𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑛−1, 𝛼] = 𝐶[𝛼] é um

𝐴-módulo finitamente gerado e pela parte (𝑐) do Teorema 1.3.1,
segue que 𝛼 é inteiro sobre 𝐴. Portanto 𝑅 é inteiro sobre 𝐴.

Proposição 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Prop.3) Sejam 𝐴 ⊆ 𝐵
anéis com 𝐵 um domı́nio e inteiro sobre 𝐴. Então 𝐴 é um corpo

se, e somente se, 𝐵 é um corpo.

Demonstração. Suponha que A seja um corpo. Seja 𝛼 ∈ 𝐵, 𝛼 ≠
0. Como 𝐵 é inteiro sobre 𝐴 então 𝛼 é inteiro sobre 𝐴 e portanto

pelo Teorema 1.3.1 segue que 𝐴[𝛼] é um espaço vetorial finita-

mente gerado sobre 𝐴, pois 𝐴 é um corpo. Seja

𝜙 ∶ 𝐴[𝛼] ⟶ 𝐴[𝛼]
𝑏 ⟶ 𝑏𝛼, ∀ 𝑏 ∈ 𝐴[𝛼].

Temos que 𝜙 é 𝐴-linear e 𝐾𝑒𝑟(𝜙) = {𝑏 ∈ 𝐴[𝛼] ∶ 𝜙(𝑏) = 0} = {0},
pois 𝜙(𝑏) = 0 se, e somente se, 𝑏𝛼 = 0 e como B é um domı́nio e

𝛼 ≠ 0 segue que b=0. Deste modo, 𝜙 é injetora e como estamos

considerando espaços de mesma dimensão finita, segue que 𝜙 é

sobrejetora. Portanto 𝜙 é bijetora. Assim, como 1 ∈ 𝐴[𝛼] segue
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que exite 𝑏′ ∈ 𝐴[𝛼] tal que 𝑏′ 𝛼 = 1, ou seja, 𝛼 é inverśıvel em 𝐵.

Portanto B é um corpo. Por outro lado, seja 𝛼 ∈ 𝐴, 𝛼 ≠ 0. Como

𝐴 ⊂ 𝐵 então 𝛼 ∈ 𝐵 e como 𝐵 é um corpo segue que 𝛼−1 ∈ 𝐵.
Como 𝐵 é inteiro sobre 𝐴, e 𝛼−1 ∈ 𝐵 segue que

(𝛼−1)𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝛼−1)𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1(𝛼−1) + 𝑎0 = 0,

com 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 não todos nulos. Multiplicando por 𝛼𝑛−1, obtemos

𝛼−1 + 𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼𝑛−2 + 𝑎0𝛼𝑛−1 = 0

e então 𝛼−1 = −(𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼𝑛−2 + 𝑎0𝛼𝑛−1) ∈ 𝐴.
Portanto 𝐴 é um corpo.

Definição 1.3.4. Um anel 𝐴 é chamado integralmente fe-

chado quando 𝐴 é um domı́nio e é seu próprio fecho inteiro.

Em outras palavras, um anel 𝐴 é integralmente fechado se todo

elemento do seu corpo de frações que é inteiro sobre 𝐴 está em 𝐴.

Proposição 1.3.3. (Samuel, 1967, p.30, Ex.1) Se A é domı́nio,

então 𝔸𝐵 é integralmente fechado.

Demonstração. Segue do fato de que o fecho inteiro de 𝔸𝐵 é

inteiro sobre 𝔸𝐵 , portanto sobre 𝐴.

Proposição 1.3.4. (Samuel, 1967, p.30, Ex.2) Se 𝐴 é um domı́nio

principal então A é integralmente fechado.

Demonstração. Seja 𝕂 o corpo de frações de A. Seja 𝛼 ∈ 𝕂
inteiro sobre A, isto é, 𝛼 ∈ 𝔸𝕂 tal que 𝛼 = 𝑎

𝑏 , 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑏 ≠ 0 e

𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1. Então existem 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝑛 − 1, não todos

nulos, tal que

𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0 = 0.

Substituindo 𝛼 por
𝑎
𝑏 temos
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
𝑎
𝑏 

𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑎
𝑏 

𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎1

𝑎
𝑏  + 𝑎0 = 0.

Multiplicando por 𝑏𝑛 ambos os lados, obtemos

𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑎𝑛−1𝑏 + ⋯ + 𝑎1𝑎𝑏𝑛−1 + 𝑎0𝑏𝑛 = 0,

e assim

𝑎𝑛 = −𝑏(𝑎𝑛−1𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑎𝑏𝑛−2 + 𝑎0𝑏𝑛−1).

Portanto 𝑏|𝑎𝑛 e como 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 segue que 𝑏|𝑎, ou seja, 𝑎 = 𝑏𝑐.
Sendo 𝑚𝑑𝑐(𝑎, 𝑏) = 1 então existe 𝑥0, 𝑦0 ∈ 𝐴 tal que 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 =
1 ⟹ 𝑏𝑐𝑥0 +𝑏𝑦0 = 1 ⟹ 𝑏(𝑐𝑥0 +𝑦0) = 1. Portanto 𝑏 é inverśıvel em

𝐴. Assim, 𝛼 = 𝑎𝑏−1 ∈ 𝐴. Portanto 𝔸𝕂 ⊂ 𝐴 e como 𝐴 ⊂ 𝔸𝕂 segue

que 𝐴 = 𝔸𝕂. Portanto 𝐴 é integralmente fechado.

Exemplo 1.3.4. O anel ℤ dos números inteiros é integralmente

fechado, pois é principal.

Exemplo 1.3.5. Todo domı́nio fatorial é integralmente fechado,

uma vez que é principal.

1.4 Elementos algébricos sobre um corpo e exten-

sões algébricas

Nesta seção apresentamos as definições de elemento algébrico,

extensão algébrica e polinômio minimal.

Para isso, sejam 𝐴 um anel e 𝕂 um corpo de 𝐴. Dizemos que

um elemento 𝛼 ∈ 𝐴 é algébrico sobre 𝕂, se 𝛼 é raiz de um po-

linômio não nulo, com coeficientes em 𝕂. Se todo elemento de 𝐴
for algébrico sobre 𝕂, dizemos que 𝐴 é algébrico sobre 𝕂. Um ele-

mento de 𝐴 que não é algébrico sobre 𝕂 é dito transcendente sobre



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTÔMICOS 33

𝕂. Se 𝐴 é um corpo então 𝐴 é chamado uma extensão algébrica

de 𝕂. Um corpo de números é uma extensão finita dos racionais.

Sabemos, pelo Teorema do Elemento Primitivo, que um corpo de

números 𝕂 de grau n é da forma ℚ(𝛼) para algum elemento 𝛼 ∈ 𝕂.
Como o polinômio minimal de 𝛼 sobre ℚ é de grau 𝑛, segue que

ℚ(𝛼) = {𝑎0 + 𝑎1𝛼 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 ∶ 𝑎𝑖 ∈ ℚ, 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛 − 1}, e esta

representação é única, ou seja, {1, 𝛼, ⋯ , 𝛼𝑛−1} é uma base para o

espaço vetorial ℚ(𝛼) sobre ℚ.

Segundo a definição, sendo 𝛼 um elemento algébrico sobre um

corpo 𝕂, 𝛼 satisfaz uma equação do tipo, 𝑎𝑛𝛼𝑛+𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1+⋯+𝑎1𝛼+
𝑎0 = 0, com 𝑎𝑖 ∈ 𝕂, 𝑎𝑛 ≠ 0. Multiplicando essa equação por 𝑎−1

𝑛 ,
obtemos uma equação de dependência inteira, 𝛼𝑛 + 𝑎−1

𝑛 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 +
⋯ + 𝑎−1

𝑛 𝑎1𝛼 + 𝑎−1
𝑛 𝑎0 = 0, e portanto, sobre um corpo, o conceito de

elemento algébrico coincide com o de elemento inteiro.

Exemplo 1.4.1. O elemento 𝛼 = √3 + √−5 é algébrico sobre ℚ,
pois é raiz do polinômio 𝑋4 + 4𝑋2 + 64 ∈ ℚ[𝑋].

Definição 1.4.1. Sejam 𝕂 ⊆ 𝕃 uma extensão de corpos e 𝛼 um

elemento de 𝕃. O polinômio mônico e de menor grau em 𝕂[𝑋] que
tem 𝛼 como raiz é chamado de polinômio minimal de 𝛼 sobre

𝕂 e seu grau é [𝕂(𝛼) ∶ 𝕂].

1.5 Norma e traço em uma extensão

Nesta seção apresentamos os conceitos de norma e traço, onde

a Proposição 1.5.2 e o Corolário 1.5.1 são os principais resultados.

Sejam 𝐴 um anel e 𝐵 um 𝐴-módulo livre de posto 𝑛. Sejam
𝜓 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐵 um homomorfismo de anéis e {𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛} uma
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base de 𝐵 sobre 𝐴. Então

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝜓(𝑒1) = 𝑎11𝑒1 + 𝑎12𝑒2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑒𝑛

𝜓(𝑒2) = 𝑎21𝑒1 + 𝑎22𝑒2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑒𝑛

⋮
𝜓(𝑒𝑛) = 𝑎𝑛1𝑒1 + 𝑎𝑛2𝑒2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛𝑒𝑛,

com 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴, para todo 𝑖, 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛. Assim

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜓(𝑒1)
𝜓(𝑒2)

⋮
𝜓(𝑒𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑒1

𝑒2

⋮
𝑒𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Definição 1.5.1. Definimos o traço de 𝜓 por 𝑇𝑟(𝜓) =
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖𝑖, a

norma de 𝜓 por 𝑁(𝜓) = det(𝑎𝑖𝑗) e o polinômio caracteŕıstico

de 𝜓 por 𝑔(𝑋) = det(𝑋.𝐼 − 𝜓) = det(𝑋𝛿𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗).

Como consequência imediata desta definição tem-se:

𝑇𝑟(𝜓 + 𝜓 ′ ) = 𝑇𝑟(𝜓) + 𝑇𝑟(𝜓 ′ ),
𝑁(𝜓𝜓 ′ ) = 𝑁(𝜓)𝑁(𝜓 ′ ),
det(𝑋.𝐼 − 𝜓) = 𝑋𝑛 − 𝑇𝑟(𝜓)𝑋𝑛−1 + ⋯ + (−1)𝑛 det(𝜓).

Definição 1.5.2. Sejam 𝐴 um anel e 𝐵 um 𝐴-módulo livre. Seja

o endomorfismo 𝜓𝛼 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐵 definido por 𝜓𝛼(𝑥) = 𝛼𝑥, para todo

𝑥 ∈ 𝐵. Definimos o traço (respectivamente, norma e polinômio ca-

racteŕıstico) de 𝛼 ∈ 𝐵 relativo a 𝐴, como o traço (respectivamente,

determinante e polinômio caracteŕıstico) do endomorfismo 𝜓𝛼 .

Usaremos as notações 𝑇𝑟𝐵/𝐴(𝛼), 𝑁𝐵/𝐴(𝛼), ou simplesmente, 𝑇𝑟(𝛼),
𝑁(𝛼) quando não houver possibilidade de confusão.

Observação 1.5.1. i) O traço e a norma são elementos de 𝐴.
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ii) O polinômio caracteŕıstico é um polinômio mônico com coefi-

cientes em 𝐴.
iii) Para 𝛼, 𝛼′ ∈ 𝐵 e 𝑎 ∈ 𝐴 temos que 𝜓𝛼 + 𝜓𝛼′ = 𝜓𝛼+𝛼′ e 𝜓𝛼 ∘ 𝜓𝛼′ =
𝜓𝛼𝛼′ e 𝜓𝑎𝛼 = 𝑎𝜓𝛼 . Além disso, a matriz de 𝜓𝑎 com respeito a uma

base de 𝐵 sobre 𝐴 é a matriz diagonal cujas entradas não nulas

são 𝑎.

Proposição 1.5.1. (Samuel, 1967, p.36, Prop.1) Sejam 𝕂 um

corpo de caracteŕıstica zero ou um corpo finito, 𝕃 uma exten-

são algébrica de 𝕂 de grau 𝑛, 𝛼 um elemento de 𝕃 e 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛

as ráızes do polinômio minimal de 𝛼 sobre 𝕂. Então 𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝛼) =
𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑛, 𝑁𝕃/𝕂(𝛼) = 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛 e 𝑔(𝑋) = (𝑋 − 𝛼1) ⋯ (𝑋 − 𝛼𝑛).
Demonstração. Consideraremos primeiramente o caso em que

𝛼 é um elemento primitivo de 𝕃 sobre 𝕂. Seja 𝑓(𝑋) o polinômio

minimal de 𝛼 sobre 𝕂. Então 𝕃 é 𝕂-isomorfo a 𝕂[𝑋]/ < 𝑓(𝑋) > e

{1, 𝛼, ⋯ , 𝛼𝑛−1} é uma base de 𝕃 sobre 𝕂. Tomando 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑛 +
𝑎𝑛−1𝑋𝑛−1+⋯+𝑎0, com 𝑎𝑖 ∈ 𝕂, temos que a matriz do endomorfismo

𝜓𝛼 com respeito a esta base é dada por

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝜓𝛼(1) = 𝛼
𝜓𝛼(𝛼) = 𝛼2

⋮
𝜓𝛼(𝛼𝑛−1) = 𝛼𝑛

⟹ 𝑀 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 ⋯ 0 −𝑎0

1 0 ⋯ 0 −𝑎1

0 1 ⋯ 0 −𝑎2

⋮ ⋮ … ⋮ ⋮
0 0 1 −𝑎𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Assim, 𝑑𝑒𝑡(𝑋.𝐼 − 𝜓𝛼) é o determinante da matriz

𝑋.𝐼𝑛 − 𝑀 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑋 0 ⋯ 0 𝑎0

−1 𝑋 ⋯ 0 𝑎1

0 −1 ⋯ 0 ⋮
⋮ 0 ⋯ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋯ 𝑋 𝑎𝑛−2

0 0 ⋯ −1 𝑋 + 𝑎𝑛−1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Expandindo esse determinante como um polinômio em 𝑋, obtemos

o polinômio caracteŕıstico de 𝛼, que é igual a 𝑓(𝑋) e temos que

𝑇𝑟(𝛼) = −𝑎𝑛−1 e 𝑁(𝛼) = (−1)𝑛𝑎0. Como 𝛼 é primitivo, segue que

𝑓(𝑋) = (𝑋 − 𝛼1) ⋯ (𝑋 − 𝛼𝑛) e igualando os coeficientes vemos que

𝑇𝑟(𝛼) = 𝛼1 + ⋯ + 𝛼𝑛 e 𝑁(𝛼) = 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛.
Consideremos agora o caso geral. Se 𝑟 = [𝕃 ∶ 𝕂[𝛼]], é suficiente

mostrarmos que o polinômio caracteŕıstico 𝑔(𝑋) de 𝛼, com relação

a 𝕃 sobre 𝕂, é igual a 𝑟-ésima potência do polinômio minimal de 𝛼
sobre 𝕂. Seja {𝑦𝑖}𝑖=1,⋯,𝑞 uma base de 𝕂[𝛼] sobre 𝕂 e seja {𝑧𝑗}𝑗=1,⋯,𝑟

uma base de 𝕃 sobre 𝕂[𝛼]. Então {𝑦𝑖𝑧𝑗} é uma base de 𝕃 sobre

𝕂 com 𝑛 = 𝑞𝑟. Se 𝑀 = (𝑎𝑖ℎ) é a matriz de multiplicação por 𝛼
em 𝕂[𝛼] com relação a base {𝑦𝑖}, temos que 𝛼𝑦𝑖 = 

ℎ
𝑎𝑖ℎ𝑦ℎ. Então

temos, 𝛼(𝑦𝑖𝑧𝑗) =


ℎ
𝑎𝑖ℎ𝑦ℎ

𝑧𝑗 = 
ℎ

𝑎𝑖ℎ𝑦ℎ𝑧𝑗 . Logo,

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝛼𝑦1𝑧1 = 𝑎11𝑦1𝑧1 + 𝑎12𝑦2𝑧1 + ⋯ + 𝑎1𝑞𝑦𝑞𝑧1

𝛼𝑦2𝑧1 = 𝑎21𝑦1𝑧1 + 𝑎22𝑦2𝑧1 + ⋯ + 𝑎2𝑞𝑦𝑞𝑧1

⋮
𝛼𝑦𝑞𝑧1 = 𝑎𝑞1𝑦1𝑧1 + 𝑎𝑞2𝑦2𝑧1 + ⋯ + 𝑎𝑞𝑞𝑦𝑞𝑧1.

Assim, a matriz do endomorfismo de 𝛼 em 𝕃 com relação a base

{𝑦𝑖𝑧𝑗}, ordenada lexicograficamente é dada por

𝑀1 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑀 0 ⋯ 0
0 𝑀 ⋯ 0
⋮ ⋮ … ⋮
0 0 ⋯ 𝑀

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

isto é, 𝑀 aparece 𝑟-vezes na diagonal como blocos na matriz 𝑀1.
Dáı, a matriz 𝑋𝐼𝑛−𝑀1 consiste de 𝑟 blocos diagonais, cada um tem

a forma 𝑋𝐼𝑞 − 𝑀, e consequentemente, 𝑑𝑒𝑡(𝑋𝐼𝑛 − 𝑀1) = 𝑑𝑒𝑡(𝑋𝐼𝑞 −
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𝑀1)𝑟. Assim 𝑔(𝑋) = 𝑑𝑒𝑡(𝑋𝐼𝑞 − 𝑀) e 𝑑𝑒𝑡(𝑋𝐼𝑞 − 𝑀) é o polinômio

caracteŕıstico de 𝛼 sobre 𝕂, de acordo com a primeira parte da

demonstração.

Proposição 1.5.2. (Samuel, 1967, p.38, Prop.2) Sejam 𝐴 um do-

mı́nio, 𝕂 seu corpo de frações com caracteŕıstica zero, 𝕃 uma ex-

tensão finita de 𝕂 e 𝛼 um elemento de 𝕃 inteiro sobre A. Então

os coeficientes do polinômio caracteŕıstico 𝑔(𝑋) de 𝛼 relativo a 𝕃
sobre 𝕂, em particular, 𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝛼) e 𝑁𝕃/𝕂(𝛼), são inteiros sobre 𝐴.
Demonstração. Pela Proposição 1.5.1, temos que 𝑔(𝑋) = (𝑋 −
𝛼1) ⋯
(𝑋−𝛼𝑛). Como os coeficientes de 𝑔(𝑋) a menos de sinal, são somas

de produtos dos 𝛼𝑖
′ 𝑠, é suficiente mostrarmos que cada 𝛼𝑖 é inteiro

sobre 𝐴. Mas cada 𝛼𝑖 é um conjugado de 𝛼 sobre 𝕂, ou seja, existe

um 𝕂-isomorfismo 𝜎𝑖 ∶ 𝕂[𝛼] ⟶ 𝕂[𝛼𝑖] tal que 𝜎𝑖(𝛼) = 𝛼𝑖. Como 𝛼
é inteiro sobre 𝐴, então

𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0 = 0,

com 𝑎𝑖 ∈ 𝐴 não todos nulos. Aplicando 𝜎𝑖, obtemos

𝜎𝑖(𝛼)𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜎𝑖(𝛼)𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝜎𝑖(𝛼) + 𝑎0 = 0,

ou seja, 𝜎𝑖(𝛼) = 𝛼𝑖 é inteiro sobre 𝐴, portanto 𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝛼) e 𝑁𝕃/𝕂(𝛼),
são inteiros sobre 𝐴.

Corolário 1.5.1. (Samuel, 1967, p.38, Corol.1) Nas condições da

Proposição 1.5.2, se 𝐴 é um anel integralmente fechado, então

os coeficientes do polinômio caracteŕıstico de 𝛼, e em particular,

𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝛼) e 𝑁𝕃/𝕂(𝛼) são elementos de 𝐴.
Demonstração. Por definição esses coeficientes são elementos de

𝕂. Pela Proposição 1.5.2 são inteiros sobre 𝐴. Logo, são elementos

de 𝐴, pois 𝐴 é integralmente fechado.
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Observação 1.5.2. Observando a Proposição 1.5.2 temos que

𝑇𝑟(𝛼) =
𝑛


𝑖=1

𝜎𝑖(𝛼), 𝑁(𝛼) =
𝑛


𝑖=1

𝜎𝑖(𝛼) e 𝑔𝛼(𝑋) =
𝑛


𝑖=1

(𝑋 − 𝜎𝑖(𝛼)), onde

𝜎𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 são os 𝕂- monomorfismos de 𝕃 em ℂ.

Sejam 𝕂 ⊂ 𝕃 ⊂ 𝕄 corpos de números, 𝛼, 𝛼′ ∈ 𝕄 e 𝑎 ∈ 𝕂. Então
valem as seguintes propriedades:

1. 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝛼 + 𝛼′ ) = 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝛼) + 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝛼′ )
2. 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝑎𝛼) = 𝑎𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝛼)
3. 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝑎) = [𝕄 ∶ 𝕂]𝑎
4. 𝑇𝑟𝕄/𝕂(𝛼) = 𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝑇𝑟𝕄/𝕃(𝛼)).
5. 𝑁𝕄/𝕂(𝛼𝛼′ ) = 𝑁𝕄/𝕂(𝛼)𝑁𝕄/𝕂(𝛼′ )
6. 𝑁𝕄/𝕂(𝑎) = 𝑎[𝕄∶𝕂]

7. 𝑁𝕄/𝕂(𝑎𝛼) = 𝑎[𝕄∶𝕂]𝑁𝕄/𝕂(𝛼)
8. 𝑁𝕄/𝕂(𝛼) = 𝑁𝕃/𝕂(𝑁𝕄/𝕃(𝛼)).

1.6 Discriminante

Nesta seção apresentamos o conceito de discriminante enfo-

cando suas principais propriedades, e o Teorema 1.6.1 é o principal

resultado.

Definição 1.6.1. Sejam 𝐵 um anel e 𝐴 um subanel de 𝐵 tal que

𝐵 é um 𝐴-módulo livre de posto finito 𝑛. Dado (𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛) ∈ 𝐵𝑛,
definimos o seu discriminante por

𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛) = 𝑑𝑒𝑡(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗)).

Exemplo 1.6.1. Sejam 𝕂 = ℚ(√3) um corpo de números e

{1, √3} uma base de 𝕂 sobre ℚ. Então

𝐷𝐵/𝐴(1, √3) =
|
|
|
||

𝑇𝑟(1) 𝑇𝑟(√3)
𝑇𝑟(√3) 𝑇𝑟(√3)2

|
|
|
||
=

|
|
|
||

2 0
0 6

|
|
|
||
= 12.
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Proposição 1.6.1. (Samuel, 1967, p.38, Prop.1) Seja (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) ∈
𝐵𝑛. Se (𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛) ∈ 𝐵𝑛 é um conjunto de elementos de 𝐵 tais que

𝛽𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝛼𝑗 , com 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴, então

𝐷𝐵/𝐴(𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛) = (𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗))2𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛).

Demonstração. Sejam 𝛽𝑝 =
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑝𝑖𝛼𝑖 e 𝛽𝑞 =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑞𝑗𝛼𝑗 , com 𝑎𝑝𝑖, 𝑎𝑞𝑗 ∈

𝐴. Assim, 𝛽𝑝𝛽𝑞 =
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑝𝑖𝛼𝑖

𝑛


𝑗=1

𝑎𝑞𝑗𝛼𝑗 =
𝑛


𝑖,𝑗=1

𝑎𝑝𝑖𝑎𝑞𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗 , e então 𝑇𝑟(𝛽𝑝𝛽𝑞) =

𝑇𝑟(
𝑛


𝑖,𝑗

𝑎𝑝𝑖𝑎𝑞𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗) =
𝑛


𝑖,𝑗

𝑎𝑝𝑖𝑎𝑞𝑗𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗). Na forma matricial, temos

(𝑇𝑟(𝛽𝑝𝛽𝑞)) = (𝑎𝑝𝑖)(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗))(𝑎𝑞𝑗)𝑡. Pela Definição 1.6.1 temos que

𝐷𝐵/𝐴(𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛) = 𝑑𝑒𝑡(𝑇𝑟(𝛽𝑝𝛽𝑞)). Logo

𝐷𝐵/𝐴(𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛) = 𝑑𝑒𝑡((𝑎𝑝𝑖)(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗))(𝑎𝑞𝑗)𝑡)

= 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑝𝑖)𝑑𝑒𝑡(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗))𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑞𝑗)𝑡

= 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)2𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛).

Exemplo 1.6.2. Pelo exe 1.6.1 vimos que o discriminante da

base {1, √3} do corpo de números 𝕂 = ℚ(√3) é igual a 12. Agora,
considerando uma outra base para o corpo 𝕂, por exe, {2−√3, 3+
4√3}, segue pela Proposição 1.6.1, que 2 − √3 = 2 ⋅ 1 + (−1) ⋅ √3
e 3 + 4√3 = 3 ⋅ 1 + 4 ⋅ √3. Assim

𝐷𝕂/ℚ(2−√3, 3+4√3) =


𝑑𝑒𝑡


2 −1
3 4 

2

𝐷𝕂/ℚ(1, √3) = (11)212.

Observação 1.6.1. A Proposição 1.6.1 implica que o discrimi-

nante das bases de 𝐵 sobre 𝐴 são associados, isto é, a matriz (𝑎𝑖𝑗)
que expressa uma base em termos da outra tem uma matriz in-

versa com entradas em 𝐴. Portanto, ambos 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗) e 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)−1 são

inverśıveis em 𝐴.
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Definição 1.6.2. Sejam 𝐵 um anel e 𝐴 um subanel de 𝐵 tal que

𝐵 é um 𝐴-módulo livre de posto finito 𝑛. O discriminante de 𝐵
sobre 𝐴 é um ideal de 𝐴, dado por

𝔇𝐵/𝐴 = ⟨𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛)⟩ ,

onde {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é base de 𝐵 sobre 𝐴.

Proposição 1.6.2. (Samuel, 1967, p.39, Prop.2) Suponhamos que

𝔇𝐵/𝐴 contém um elemento que não é um divisor de zero. Então,

para que (𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) ∈ 𝐵𝑛 seja uma base de 𝐵 sobre 𝐴, é necessário

e suficiente que, 𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) gera 𝔇𝐵/𝐴.
Demonstração. Se {𝛼1, 𝛼2, ⋯ , 𝛼𝑛} é uma base de 𝐵 sobre 𝐴, en-
tão pela Proposição 1.6.1, segue que 𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) gera 𝔇𝐵/𝐴.
Reciprocamente, suponhamos que 𝑑 = 𝐷𝐵/𝐴(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) gera 𝔇𝐵/𝐴.
Sejam {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} uma base de 𝐵 sobre 𝐴, 𝑑 ′ = 𝐷𝐵/𝐴(𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛) e

𝛼𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑒𝑗 com 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Pela Proposição 1.6.1, se-

gue que 𝑑 = 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)2𝑑 ′ . Por hipótese, 𝐴𝑑 = 𝔇𝐵/𝐴 = 𝐴𝑑 ′ . Logo,

existe um elemento 𝑏 ∈ 𝐴 tal que 𝑑 ′ = 𝑏𝑑. Então 𝑑 = 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)2𝑏𝑑,
e portanto 𝑑(1 − 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)2𝑏) = 0. Temos que 𝑑 não é um divisor de

zero, pois se fosse todo elemento de 𝐴𝑑 = 𝔇𝐵/𝐴 seria um divisor

de zero, contrariando a hipótese. Logo, 1 − 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗)2𝑏 = 0, e por-

tanto 𝑑𝑒𝑡(𝑎𝑖𝑗) é inverśıvel. Assim, a matriz 𝑀 = [𝑎𝑖𝑗] é inverśıvel.

Portanto, {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é uma base de 𝐵 sobre 𝐴.

Lema 1.6.1. (Lema de Dedekind) (Samuel, 1967,p.39) Sejam

𝐺 um grupo, 𝕂 um corpo e 𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑛 homomorfismos distintos de

𝐺 no grupo multiplicativo 𝕂∗. Então {𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑛} são linearmente

independentes sobre 𝕂.
Demonstração. Suponhamos que os 𝜎𝑖

′ 𝑠 sejam linearmente de-

pendentes. Seja
𝑚


𝑖=1

𝑎𝑖𝜎𝑖 = 0, 𝑎𝑖 ∈ 𝕂 uma combinação linear mı́-
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nima com 𝑎𝑖 ≠ 0, ∀𝑖. Logo, para qualquer 𝑥 ∈ 𝐺, temos que

𝑎1𝜎1(𝑥) + 𝑎2𝜎2(𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑚𝜎𝑚(𝑥) = 0. (1.3)

Como os homomorfismos são distintos, então existe 𝑐 ∈ 𝐺 tal que

𝜎1(𝑐) ≠ 𝜎𝑚(𝑐). Agora, como 𝑐𝑥 ∈ 𝐺, segue que

𝑎1𝜎1(𝑐𝑥) + 𝑎2𝜎2(𝑐𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑚𝜎𝑚(𝑐𝑥) = 0 (1.4)

e então

𝑎1𝜎1(𝑐)𝜎1(𝑥) + 𝑎2𝜎2(𝑐)𝜎2(𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑚𝜎𝑚(𝑐)𝜎𝑚(𝑥) = 0. (1.5)

Multiplicando (1.3) por 𝜎1(𝑐), obtemos

𝑎1𝜎1(𝑐)𝜎1(𝑥) + 𝑎2𝜎1(𝑐)𝜎2(𝑥) + ⋯ + 𝑎𝑚𝜎1(𝑐)𝜎𝑚(𝑥) = 0. (1.6)

Subtraindo (1.5) de (1.6) obtemos

𝑎2𝜎2(𝑥)(𝜎2(𝑐) − 𝜎1(𝑐)) + ⋯ + 𝑎𝑚𝜎𝑚(𝑥)(𝜎𝑚(𝑐) − 𝜎1(𝑐)) = 0. (1.7)

Como isso vale para todo 𝑥 ∈ 𝐺 e 𝑚 é mı́nimo, segue que 𝑎𝑚(𝜎𝑚(𝑐)−
𝜎1(𝑐)) = 0, ou seja, 𝜎𝑚(𝑐) = 𝜎1(𝑐) para todo 𝑐 ∈ 𝐺, visto que

𝑎𝑚 ≠ 0, o que contradiz a hipótese de que os homomorfismos são

distintos.

Proposição 1.6.3. (Samuel, 1967, p.39, Prop.3) Sejam 𝕂 um

corpo, 𝕃 uma extensão finita de 𝕂 de grau 𝑛 e 𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑛 os 𝑛 𝕂-

isomorfismos distintos de 𝕃 em um corpo algebricamente fechado

𝐹 contendo 𝕂. Se {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é uma base de 𝕃 sobre 𝕂, então

𝐷𝕃/𝕂(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) = (det(𝜎𝑖(𝛼𝑗)))2 ≠ 0.
Demonstração. Temos que 𝐷𝕃/𝕂(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛) = det(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗)). Como

o traço de 𝛼𝑖𝛼𝑗 é a soma dos seus conjugados, segue que 𝐷𝕃/𝕂(𝛼1, ⋯
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𝛼𝑛) = det(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗)) = det


𝑛


𝑘=1

𝜎𝑘(𝛼𝑖𝛼𝑗)


= det


𝑛


𝑘=1

𝜎𝑘(𝛼𝑖)𝜎𝑘(𝛼𝑗)


=

det(𝜎𝑘(𝛼𝑖)) det(𝜎𝑘(𝛼𝑗)) = (det(𝜎𝑖(𝛼𝑗)))2, uma vez que

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎1(𝛼1) 𝜎2(𝛼1) ⋯ 𝜎𝑛(𝛼1)
𝜎1(𝛼2) 𝜎2(𝛼2) ⋯ 𝜎𝑛(𝛼2)
⋮ ⋮ … ⋮
𝜎1(𝛼𝑛) 𝜎2(𝛼𝑛) ⋯ 𝜎𝑛(𝛼𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜎1(𝛼1) 𝜎1(𝛼2) ⋯ 𝜎1(𝛼𝑛)
𝜎2(𝛼1) 𝜎2(𝛼2) ⋯ 𝜎2(𝛼𝑛)
⋮ ⋮ … ⋮
𝜎𝑛(𝛼1) 𝜎𝑛(𝛼2) ⋯ 𝜎𝑛(𝛼𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

=
𝑛


𝑘=1

𝜎𝑘(𝛼𝑖𝛼𝑗).

Suponha por absurdo que det(𝜎𝑘(𝛼𝑗)) = 0. Então existem 𝑎1, ⋯ ,

𝑎𝑛 ∈ 𝐹, não todos nulos, tal que
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖𝜎𝑖(𝛼𝑗) = 0 para todo 𝑗. Se

𝛼 ∈ 𝕃, então 𝛼 =
𝑛


𝑖=1

𝑏𝑖𝛼𝑖, com 𝑏𝑖 ∈ 𝕂, e por linearidade conclúımos

que
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖𝜎𝑖(𝛼) = 0. Mas isto contradiz o Lema de Dedekind e

portanto det(𝜎𝑘(𝛼𝑗)) ≠ 0.

Corolário 1.6.1. (Ribeiro, 2013, p.21, Corol.2.4.1) Sejam 𝕂 um

corpo, 𝕃 uma extensão finita de 𝕂 de grau 𝑛 e 𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑛 os n 𝕂-

isomorfismos distintos de 𝕃 em um corpo algebricamente fechado

𝐹 contendo 𝕂. Então a forma bilinear 𝜓 ∶ 𝕃 × 𝕃 ⟶ ℝ definida

por 𝜓(𝛼, 𝛽) = 𝑇𝑟(𝛼𝛽) é não degenerada, isto é, se 𝑇𝑟(𝛼𝛽) = 0 para

todo 𝛽 ∈ 𝕃, então 𝛼 = 0.

Demonstração. Seja {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} uma base de 𝕃 sobre 𝕂. É su-

ficiente mostrar que se 𝑇𝑟(𝛼𝛼𝑗) = 0, para todo 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛, então
𝛼 = 0. Temos que 𝛼 = 𝑎1𝛼1+𝑎2𝛼2+⋯+𝑎𝑛𝛼𝑛, com 𝑎𝑖 ∈ 𝕂, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛.
Assim, se 𝑎1𝑇𝑟(𝛼1𝛼𝑗) + 𝑎2𝑇𝑟(𝛼2𝛼𝑗) + ⋯ + 𝛼𝑛𝑇𝑟(𝛼𝑛𝛼𝑗) = 𝑇𝑟(𝛼𝛼𝑗) = 0,
para todo 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛, então obtemos o seguinte sistema linear
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homogêneo

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑇𝑟(𝛼1𝛼1) 𝑇𝑟(𝛼1𝛼2) ⋯ 𝑇𝑟(𝛼1𝛼𝑛)
𝑇𝑟(𝛼2𝛼1) 𝑇𝑟(𝛼2𝛼2) ⋯ 𝑇𝑟(𝛼2𝛼𝑛)
⋮ ⋮ … ⋮
𝑇𝑟(𝛼𝑛𝛼1) 𝑇𝑟(𝛼𝑛𝛼2) ⋯ 𝑇𝑟(𝛼𝑛𝛼𝑛)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑎1

𝑎2

⋮
𝑎𝑛

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
⋮
0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Da Proposição 1.6.3, temos que det(𝑇𝑟(𝛼𝑖𝛼𝑗)) ≠ 0, e portanto o

sistema possui solução única dada por 𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛 = 0.
Portanto, 𝛼 = 0.

Corolário 1.6.2. (Ribeiro, 2013, p.22,Obs.2.4.1) A aplicação

𝜓 ∶ 𝕃 ⟶ H𝑜𝑚𝕃(𝕃, 𝕂) definida por 𝜓(𝛼) = 𝑆𝛼 , onde 𝑆𝛼(𝛽) =
𝑇𝑟(𝛼𝛽), 𝛽 ∈ 𝕃, é um isomorfismo. Assim, se {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é uma base

de 𝕃 sobre 𝕂, então existe {𝜓𝛽1
, ⋯ , 𝜓𝛽𝑛

} base dual de H𝑜𝑚𝕃(𝕃, 𝕂)
tal que 𝑇𝑟(𝛼𝛼𝑗) = 𝜓𝛽𝑖

(𝛼𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 .
Demonstração.

i) 𝜓 é 𝕂-linear, uma vez que para 𝛽 ∈ 𝕃 temos que 𝑆𝛼1+𝛼2 (𝛽) =
𝑇𝑟((𝛼1 + 𝛼2)𝛽) = 𝑇𝑟(𝛼1𝛽) + 𝑇𝑟(𝛼2𝛽) = 𝑆𝛼1 (𝛽) + 𝑆𝛼2 (𝛽) = (𝑆𝛼1 + 𝑆𝛼2 )(𝛽).
Portanto 𝜓(𝛼1 + 𝛼2) = 𝑆𝛼1+𝛼2 = 𝑆𝛼1 + 𝑆𝛼2 = 𝜓(𝛼1) + 𝜓(𝛼2). Por outro
lado, 𝑆𝑘𝛼(𝛽) = 𝑇𝑟((𝑘𝛼)𝛽) = 𝑇𝑟(𝑘𝛼𝛽) = 𝑘𝑇𝑟(𝛼𝛽) = 𝑘𝑆𝛼(𝛽). Portanto
𝜓(𝑘𝛼) = 𝑆𝑘𝛼 = 𝑘𝑆𝛼 = 𝑘𝜓(𝛼).
ii) 𝜓 é injetora: Seja 𝛼 ∈ 𝕃 tal que 𝜓(𝛼) = 0. Então 𝜓(𝛼) = 𝑆𝛼 = 0,
e isto implica que 𝑆𝛼(𝛽) = 𝑇𝑟(𝛼𝛽) = 0, ∀𝛽 ∈ 𝕃. Pelo Corolário 1.6.1

segue que 𝛼 = 0. Portanto 𝐾𝑒𝑟(𝜓) = {0}, ou seja, 𝜓 é injetora.

iii) 𝜓 é sobrejetora: Como 𝑑𝑖𝑚𝕂𝕃 = 𝑑𝑖𝑚𝕂𝕃∗, onde 𝕃∗ = 𝐻𝑜𝑚(𝕃, 𝕂),
segue que 𝜓 é sobrejetora.

Por (𝑖), (𝑖𝑖), 𝑒 (𝑖𝑖𝑖) conclúımos que 𝜓 é um isomorfismo.

Teorema 1.6.1. (Samuel, 1967, p.40, Teo.1) Sejam 𝐴 um anel

integralmente fechado, 𝕂 seu corpo de frações com caracteŕıstica
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zero, 𝕃 uma extensão finita de 𝕂 de grau 𝑛 e 𝔸𝕃 o fecho inteiro

de 𝔸 em 𝕃. Então 𝐴𝕃 é um 𝐴-submódulo de um 𝐴-módulo livre

de posto 𝑛.
Demonstração. Seja {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} uma base de 𝕃 sobre 𝕂. Como

toda extensão finita é algébrica, segue que cada 𝛼𝑖 é algébrico sobre

𝕂 e assim existem 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛, não todos nulos tal que

𝑎𝑛𝛼𝑛
𝑖 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1

𝑖 + ⋯ + 𝑎1𝛼𝑖 + 𝑎0 = 0.

Suponhamos que 𝑎𝑛 ≠ 0 e multiplicando esta equação por 𝑎𝑛−1
𝑛 ,

temos que

𝑎𝑛−1
𝑛 (𝑎𝑛𝛼𝑛

𝑖 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1
𝑖 + ⋯ + 𝑎1𝛼𝑖 + 𝑎0) = 0,

ou seja,

(𝑎𝑛𝛼𝑖)𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑎𝑛𝛼𝑖)𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑎𝑛−2
𝑛 (𝑎𝑛𝛼𝑖) + 𝑎𝑛−1

𝑛 𝑎0.

Portanto 𝑎𝑛𝛼𝑖 ∈ 𝔸𝕃, ou seja, 𝑎𝑛𝛼𝑖 é inteiro sobre 𝐴. Logo, 𝑎𝑛𝛼𝑖 = 𝑧𝑖,
com 𝑧𝑖 ∈ 𝔸𝕃. Portanto {𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑛} forma uma base de 𝕃 sobre 𝕂
contida em 𝔸𝕃, uma vez que se 𝑏1𝑧1 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑧𝑛 = 0 com 𝑏𝑖 ∈ 𝕂,
então 𝑏1(𝑎𝑛𝛼1)+⋯+𝑏𝑛(𝑎𝑛𝛼𝑛) = 0, ou seja, (𝑏1𝑎𝑛)𝛼1 +⋯+(𝑏𝑛𝑎𝑛)𝛼𝑛 =
0. Como {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é base de 𝕃 sobre 𝕂, segue que 𝑏𝑖𝑎𝑛 = 0,
para todo 𝑖, e como 𝑎𝑛 ≠ 0, segue que 𝑏𝑖 = 0, para todo 𝑖, o

que prova que {𝑧1, ⋯ , 𝑧𝑛} é linearmente independente, e como

possui 𝑛 elementos, segue que é uma base de 𝕃 sobre 𝕂. Pelo

Corolário 1.6.2 existe uma base {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} de 𝕃 sobre 𝕂, tal que
𝑇𝑟(𝑧𝑖𝛽𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 . Tomando 𝜌 ∈ 𝔸𝕃, e como {𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} é uma base de

𝕃 sobre 𝕂, escrevemos 𝜌 =
𝑛


𝑗=1

𝑐𝑗𝛽𝑗 com 𝑐𝑗 ∈ 𝕂. Para todo 𝑖 temos

𝑧𝑖𝜌 ∈ 𝔸𝕃, uma vez que 𝑧𝑖 ∈ 𝐴. Portanto, pelo Corolário 1.5.1,

temos que 𝑇𝑟(𝑧𝑖𝜌) ∈ 𝐴. Assim, como 𝑇𝑟(𝑧𝑖𝜌) = 𝑇𝑟


𝑗
𝑐𝑗𝑧𝑖𝛽𝑗

=
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
𝑗

𝑐𝑗𝑇𝑟(𝑧𝑖𝛽𝑗) = 
𝑗

𝑐𝑗𝛿𝑖𝑗 = 𝑐𝑖, conclúımos que 𝑐𝑖 ∈ 𝐴, para todo 𝑖,

o que implica que 𝔸𝕃 é um submódulo do 𝐴-módulo livre
𝑛


𝑗=1

𝐴𝛽𝑗 .

Corolário 1.6.3. (Samuel, 1967, p.40, Corol.1) Considerando as

hipóteses do Teorema 1.6.1, se 𝐴 é um anel principal, então 𝔸𝕃 é

um 𝐴-módulo livre de posto 𝑛.
Demonstração. Pelo Teorema 1.2.1 temos que um submódulo

de um 𝐴-módulo livre com 𝐴 principal, é livre com posto ≤ 𝑛. Pelo
Teorema 1.6.1 vimos que 𝔸𝕃 contém uma base com 𝑛 elementos

de 𝕃 sobre 𝕂. Logo 𝔸𝕃 tem posto 𝑛.

Exemplo 1.6.3. Sejam 𝕂 uma extensão finita de ℚ e 𝐴 = ℤ. O
anel 𝔸𝕂 dos inteiros algébricos de 𝕂 é um ℤ-módulo livre de posto

[𝕃 ∶ ℚ], visto que ℤ é principal.

Definição 1.6.3. Sejam 𝕂 uma extensão finita de ℚ, 𝐴 = ℤ e 𝔸𝕂

o anel dos inteiros algébricos de 𝕂. Temos que 𝔸𝕂 é um ℤ-módulo

livre de posto [𝕂 ∶ ℚ], cuja base é chamada de base integral,

e seu discriminante é chamado de discriminante absoluto e

denotamos por 𝐷𝕂.

Observação 1.6.2. Qualquer base integral de 𝔸𝕂 é uma ℚ-base

de 𝕂 mas nem toda ℚ-base de 𝕂 consistindo de inteiros algébricos

é uma base integral de 𝔸𝕂.

Exemplo 1.6.4. Temos que {1, √5} é uma ℚ-base de 𝕂 = ℚ(√5),

mas não é uma base integral de 𝔸𝕂, pois o elemento
1 + √5

2 é raiz

de 𝑋2 − 𝑋 + 1 e portanto inteiro algébrico, mas não é combinação

linear, com coeficientes em ℤ, de 1 e √5.
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Proposição 1.6.4. (Ribeiro, 2013, p.23, Prop.2.4.4) Sejam 𝕂 um

corpo, 𝕃 = 𝕂[𝛼] uma extensão finita de 𝕂 de grau 𝑛 e 𝑓(𝑋) o

polinômio minimal de 𝛼 sobre 𝕂. Então,

𝐷𝕃/𝕂(1, 𝛼, ⋯ , 𝛼𝑛−1) = (−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)𝑁𝕃/𝕂(𝑓 ′ (𝛼)),

onde 𝑓 ′ (𝛼) é a derivada de 𝑓(𝛼).
Demonstração. Se 𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛 são as ráızes de 𝑓(𝑋) em alguma

extensão de 𝕂, então são conjugados de 𝛼. Pela Proposição 1.6.3

temos que 𝐷𝕃/𝕂(1, 𝛼, ⋯ , 𝛼𝑛−1) = 𝑑𝑒𝑡(𝜎𝑖(𝛼𝑗))
2 = 𝑑𝑒𝑡(𝛼𝑗

𝑖 )2, com 𝑖 =
1, ⋯ , 𝑛 e 𝑗 = 0, ⋯ , 𝑛 − 1. Como 𝑑𝑒𝑡(𝛼𝑗

𝑖 ) é um determinante de Van-

dermonde segue que det(𝛼𝑗
𝑖 )2 =

 
1≤𝑘<𝑖≤𝑛

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑘)


2

= 
1≤𝑘<𝑖≤𝑛

[(𝛼𝑖 −

𝛼𝑘)(𝛼𝑖 − 𝛼𝑘)] = (−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)


1≤𝑘<𝑖≤𝑛, 𝑖≠𝑘

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑘) =

(−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)

𝑛


𝑖=1 

𝑛


𝑘=1, 𝑘≠𝑖

(𝛼𝑖 − 𝛼𝑘)


= (−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)

𝑛


𝑖=1

𝑓 ′ (𝛼𝑖) =

(−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)𝑁𝕃/𝕂(𝑓 ′ (𝛼)).

Exemplo 1.6.5. Sejam 𝕂 = ℚ, 𝕃 = ℚ(√3) e 𝑓(𝑋) = 𝑋2 − 3 o po-

linômio minimal de √3 sobre ℚ. Então 𝐷𝕃/𝕂(1, √3) =
(−1) 2⋅1

2 𝑁𝕃/𝕂(𝑓 ′ (√3)) = −𝑁𝕃/𝕂(2√3) = −22𝑁𝕃/𝕂(√3) =
−4(√3)(−√3) = 12.

1.7 Anéis Noetherianos e anéis de Dedekind

Os principais objetivos desta seção são provar que o anel dos

inteiros algébricos de um corpo de números é um domı́nio de De-

dekind e mostrar a unicidade da fatoração de um ideal não nulo

como um produto de ideais primos neste domı́nio.

Definição 1.7.1. Sejam A um anel e M um A-módulo. Dizemos
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que M é um A-módulo Noetheriano se satisfaz uma das seguintes

condições:

i) Todo conjunto não vazio de submódulos de 𝑀 contém um ele-

mento maximal.

ii) Toda sequência crescente de submódulos de M é estacionária.

iii) Todo submódulo de M é finitamente gerado.

Um anel A é chamado Noetheriano se quando considerado como

um A-módulo for Noetheriano.

Exemplo 1.7.1. Todo anel principal é Noetheriano, uma vez que

seus ideais são submódulos gerados por um elemento.

Proposição 1.7.1. (Samuel, 1967, p.46, Prop.1) Sejam A um anel,

M um A-módulo e 𝑀 ′
um submódulo de 𝑀. Então M é Noetheri-

ano se, e somente se, 𝑀 ′
e

𝑀
𝑀 ′ são Noetherianos.

Demonstração. Suponhamos que 𝑀 é Noetheriano. Seja (𝑀𝑛)𝑛≥0

uma sequência crescente de submódulos de 𝑀 ′ , que também é uma

sequência de submódulos de 𝑀. Como 𝑀 é Noetheriano, segue que

(𝑀𝑛)𝑛≥0 é estacionária, ou seja, 𝑀 ′
é Noetheriano. Para mostrar-

mos que
𝑀
𝑀 ′ é Noetheriano, sejam 𝑆 = {conjunto dos submódulos

de M contendo 𝑀 ′ } e 𝑆 ′ = {conjunto dos submódulos de
𝑀
𝑀 ′ }.

Temos que existe uma aplicação bijetora 𝜙 ∶ 𝑆 ⟶ 𝑆 ′
definida por

𝜙(𝐻) = 𝜑(𝐻) onde 𝜑 ∶ 𝑀 ⟶ 𝑀
𝑀 ′ é o homomorfismo canônico. A

inversa de 𝜙 é dada por 𝜃 ∶ 𝑆 ′ ⟶ 𝑆, onde 𝜃(𝐻 ′ ) = 𝜑−1(𝐻 ′ ). Atra-
vés do isomorfismo 𝜑 temos que

𝑀
𝑀 ′ também é Noetheriano, uma

vez que se (𝐻 ′

𝑛)𝑛≥0 é uma sequência crescente de submódulos de
𝑀
𝑀 ′ , então (𝜃(𝐻 ′

𝑛))𝑛≥0 é uma sequência crescente de submódulos de

𝑀 e como 𝑀 é Noetheriano, segue que (𝜃(𝐻 ′

𝑛))𝑛≥0 é estacionária, o

que implica que (𝐻 ′

𝑛)𝑛≥0 é estacionária, ou seja,
𝑀
𝑀 ′ é Noetheriano.
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Reciprocamente, suponha que 𝑀 ′
e

𝑀
𝑀 ′ são Noetherianos. Seja

(𝑀𝑛)𝑛≥0 uma sequência crescente de submódulos de 𝑀. Como 𝑀 ′

é Noetheriano, segue que a sequência (𝑀 ′ ∩ 𝑀𝑛)𝑛≥0 é estacionária,

e como
𝑀
𝑀 ′ é Noetheriano, segue que a sequência


𝑀𝑛 + 𝑀 ′

𝑀 ′ 
𝑛≥0

é estacionária. Assim, a sequência (𝑀𝑛 + 𝑀 ′ )𝑛≥0 é estacionária e

portanto (𝑀𝑛)𝑛≥0 é estacionária, ou seja, 𝑀 é Noetheriano.

Corolário 1.7.1. (Samuel, 1967, p.47,Corol.1) Sejam A um anel

e 𝑀1, ⋯ , 𝑀𝑛 A-módulos Noetherianos. Então 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑛 é um

A-módulo Noetheriano.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre 𝑛. Para 𝑛 = 2
identificando 𝑀1 ≃ 𝑀1 × {0} ⊆ 𝑀1 × 𝑀2 e 𝑀2 ≃ {0} × 𝑀2 ⊆
𝑀1 × 𝑀2, temos que

𝑀1 × 𝑀2
𝑀1 × {0} é isomorfo a 𝑀2. Como 𝑀2 e 𝑀1 ×

{0} são Noetherianos, segue da Proposição 1.7.1 que 𝑀1 × 𝑀2 é

Noetheriano. Agora, suponha por hipótese de indução que 𝑀 =
𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑛−1 é Noetheriano. Como 𝑀𝑛 é Noetheriano, segue do

caso 𝑛 = 2 que 𝑀 = 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑛 é Noetheriano.

Corolário 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47,Corol.2) Sejam A um anel

Noetheriano e 𝑀 um A-módulo finitamente gerado. Então M é

um A-módulo Noetheriano.

Demonstração. Seja {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} um conjunto de geradores de

𝑀 sobre 𝐴. Temos que a aplicação 𝜙 ∶ 𝐴𝑛 ⟶ 𝑀 definida por

𝜙(𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛) =
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖 é um homomorfismo sobrejetor e que

𝐴𝑛

𝐾𝑒𝑟(𝜙) é isomorfo a 𝑀. Pelo Corolário 1.7.1 temos que 𝐴𝑛 é No-

etheriano, e da Proposição 1.7.1, segue que 𝐾𝑒𝑟(𝜙) e 𝑀 são No-

etherianos.
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Proposição 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Prop.1) Sejam A um anel

Noetheriano e integralmente fechado, 𝕂 seu corpo de frações com

caracteŕıstica zero, 𝕃 uma extensão de 𝕂 de grau 𝑛 e 𝐴𝕃 o fecho

inteiro de A em 𝕃. Então 𝐴𝕃 é um A-módulo finitamente gerado

e um anel Noetheriano.

Demonstração. Segue do Teorema 1.6.1 que 𝔸𝕃 é um 𝐴-submó-

dulo de um 𝐴-módulo livre de posto 𝑛, e portanto 𝐴′
é um 𝐴-

módulo finitamente gerado. Pelo Corolário 1.7.2, segue que 𝔸𝕃 é

um 𝐴-módulo Noetheriano. Como os ideais de 𝔸𝕃 são 𝐴-submódulos

de 𝔸𝕃, e sendo 𝔸𝕃 um 𝐴-módulo Noetheriano segue que os ideais

de 𝔸𝕃 são Noetherianos. Portanto, 𝔸𝕃 é um anel Noetheriano.

Proposição 1.7.3. (Samuel, 1967, p.47, Lema 1) Sejam B um

anel, A um subanel de 𝐵 e 𝔭 um ideal primo de B. Então 𝔭 ∩ 𝐴 é

um ideal primo de A.

Demonstração. Consideremos os seguintes homomorfismos 𝐴 𝑖⟶
𝐵 𝜋⟶ 𝐵

𝔭 , onde 𝑖 é a inclusão e 𝜋 a projeção, e seja o homomor-

fismo 𝜃 = 𝜋 ∘ 𝑖 ∶ 𝐴 ⟶ 𝐵/𝔭, definido por 𝜃(𝑎) = 𝑎 + 𝔭, ∀𝑎 ∈ 𝐴.
Temos que 𝜃 é um homomorfismo, pois é composição de homo-

morfismos, e que 𝐾𝑒𝑟(𝜃) = 𝐴 ∩ 𝔭, pois se 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝜃) então 𝑥 ∈ 𝐴
e 𝜃(𝑥) = 0 o que implica que 𝑥 ∈ 𝐴 e 𝑥 + 𝔭 = 0, ou seja,

𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝔭. Logo, 𝐾𝑒𝑟(𝜃) ⊂ 𝐴 ∩ 𝔭. Por outro lado, se 𝑦 ∈ 𝐴 ∩ 𝔭
então 𝜃(𝑦) = (𝜋 ∘ 𝑖)(𝑦) = 𝜋(𝑦) = 𝑦 + 𝔭 = 0 e assim 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝜃), ou
seja, 𝐴∩𝔭 ⊂ 𝐾𝑒𝑟(𝜃). Portanto, 𝐾𝑒𝑟(𝜃) = 𝐴∩𝔭. Logo, pelo Teorema

do Isomorfismo de anéis, temos que 𝐴/𝐴 ∩ 𝔭 ≃ 𝐼𝑚(𝜃) ⊂ 𝐵/𝔭. Mas

como 𝐵/𝔭 é um domı́nio, 𝐼𝑚(𝜃) é um domı́nio. Portanto, 𝐴/𝐴 ∩ 𝔭
é um domı́nio, ou seja, 𝐴 ∩ 𝔭 é um ideal primo.

Proposição 1.7.4. (Samuel, 1967, p.48, Lema 2) Se um ideal primo

𝔭 de um anel A contém um produto 𝔞1 ⋯ 𝔞𝑛 de ideais de 𝐴, então

𝔭 contém pelo menos um dos ideais 𝔞𝑖.
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Demonstração. Suponhamos que 𝔞𝑖⊄𝔭, ∀ 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Então para
cada 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 existe um elemento 𝛼𝑗 ∈ 𝔞𝑖 − 𝔭. Assim 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛∉𝔭,
pois 𝔭 é um ideal primo, e 𝛼1 ⋯ 𝛼𝑛 ∈ 𝔞1 ⋯ 𝔞𝑛 ⊂ 𝔭 o que é um

absurdo uma vez que 𝛼𝑖∉𝔭, ∀ 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Portanto, 𝔞𝑖 ⊂ 𝔭, para
algum 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛.

Proposição 1.7.5. (Samuel, 1967, p.48, Lema 3) Se A é um anel

Noetheriano, então todo ideal não nulo de A contém um produto

de ideais primos não nulos de A.

Demonstração. Sendo 𝐴 Noetheriano, seus ideais são 𝐴-módulos

Noetherianos. Seja 𝐹 o conjunto de todos os ideais não nulos de

𝐴 que não contém um produto de ideais primos não nulos de 𝐴.
Suponha que 𝐹 ≠ ∅. Como 𝐴 é Noetheriano segue que 𝐹 possui

um elemento maximal 𝑀. Temos que 𝑀 não é primo, pois caso

contrário, 𝑀 não pertenceria a 𝐹. Além disso, temos que 𝑀 ≠ 𝐴.
Por 𝑀 não ser um ideal primo, existem elementos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 − 𝑀
tais que 𝑥𝑦 ∈ 𝑀, e que os ideais < 𝑥 > +𝑀 e < 𝑦 > +𝑀 contém

𝑀 propriamente. Pela maximalidade de 𝑀 estes ideais não estão

em 𝐹, e assim existem ideais 𝔭1, ⋯ , 𝔭𝑟, 𝔮1, ⋯ , 𝔮𝑠 primos não nulos

de 𝐴, tais que < 𝑥 > +𝑀 ⊃ 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟 e < 𝑦 > +𝑀 ⊃ 𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠. Assim,

𝑀 ⊃< 𝑥𝑦 > +𝑀 ⊃ 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠, o que é um absurdo. Assim

𝐹 = ∅ e portanto todo ideal não nulo de 𝐴 contém um produto

de ideais primos não nulos de 𝐴.

Definição 1.7.2. Um anel 𝐴 é chamado um anel de Dedekind,

se A é Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo

não nulo de 𝐴 é maximal.

Exemplo 1.7.2. Todo domı́nio A de ideais principais é um domı́-

nio de Dedekind. De fato, do exe 1.7.1 segue que 𝐴 é Noetheriano.

Da Proposição 1.3.4 segue que é A integralmente fechado. Além
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disso, em um domı́nio de ideais principais todo ideal primo não

nulo é maximal. Portanto A é um domı́nio de Dedekind.

Teorema 1.7.1. (Samuel, 1967, p.49, Teo.1) Sejam A um anel de

Dedekind, 𝕂 seu corpo de frações, 𝕃 uma extensão de grau finita

de 𝕂 e 𝔸𝕃 o fecho inteiro de A em 𝕃. Então 𝔸𝕃 é um anel de

Dedekind.

Demonstração. Sabemos que 𝔸𝕃 é integralmente fechado, No-

etheriano e é um 𝐴-módulo finitamente gerado. Falta mostrar

que todo ideal primo 𝔭 ≠ ⟨0⟩ de 𝔸𝕃 é maximal. Pela Proposição

1.7.3, temos que 𝔭 ∩ 𝐴 é um ideal primo de 𝐴. Seja 𝑥 ∈ 𝔭 − ⟨0⟩ e

consideremos a equação de dependência inteira de 𝑥 sobre 𝐴 dada

por 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0 = 0, com 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 − 1,
não todos nulos, de grau mı́nimo. Assim 𝑎0 ≠ 0, pois caso con-

trário obteŕıamos uma equação de grau menor. Portanto temos

que 𝑎0 = −𝑥(𝑥𝑛−1 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−2 + ⋯ + 𝑎1) ∈ 𝔸𝕃𝑥 ∩ 𝐴 ⊂ 𝔭 ∩ 𝐴, ou

seja, 𝔭 ∩ 𝐴 ≠ ⟨0⟩ . Como 𝐴 é Dedekind, segue que 𝔭 ∩ 𝐴 é um

ideal maximal de 𝐴 e portanto 𝐴/(𝔭 ∩ 𝐴) é um corpo. Além disso,

𝐴/𝔭 ∩ 𝐴 pode ser identificado com um subanel de 𝔸𝕃/𝔭, e como

𝔸𝕃 é inteiro sobre 𝐴, segue que 𝔸𝕃/𝔭 é inteiro sobre 𝐴/𝔭 ∩ 𝐴. As-
sim, pela Proposição 1.3.2 temos que 𝔸𝕃/𝔭 é corpo e portanto 𝔭 é

maximal.

Exemplo 1.7.3. Segue do Teorema 1.7.1 que o anel do inteiros

de um corpo de números é um anel de Dedekind.

Exemplo 1.7.4. Seja o anel 𝑍[√−5]. Temos que 𝑍[√−5] não

é fatorial, uma vez que 6 = 2 ⋅ 3 = (1 + √−5)(1 − √−5). Além

disso, 𝑍[√−5] não é um anel principal. De fato, temos que 𝑁(1+
√−5) = 𝑁(1−√−5) = 6, 𝑁(2) = 4 e 𝑁(3) = 9, e que 1+√−5 não

possui um divisor não trivial em 𝑍[√−5] pois se 𝑎 + 𝑏√−5 é um
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divisor não trivial de 1+√−5, ou seja, se 1+√−5 = (𝑎+𝑏√−5)𝑦,
com 𝑦 ∈ 𝑍[√−5], 𝑦 ≠ ±1 e 𝑦 ≠ 1 + √−5, então 6 = 𝑁(1 + √−5) =
𝑁(𝑎 + 𝑏√−5)𝑁(𝑦) e que 𝑁(𝑎 + 𝑏√−5) seria um divisor não trivial

de 6, mas isto é imposśıvel, pois 𝑎2 + 5𝑏2 = 2 e 𝑎2 + 5𝑏2 = 3,
não possui solução em ℤ. Assim, 1 + √−5 é um elemento primo.

Agora, se 𝑍[√−5] fosse principal e como 1 + √−5 divide 6 = 2 ⋅ 3,
segue que 1 + √−5 divide 2 ou 3. Tomando as normas temos que

6 divide 4 ou 9, o que é um absurdo. Portanto 𝑍[√−5] não é um

anel principal.

Definição 1.7.3. Sejam 𝐴 um domı́nio e 𝕂 seu corpo de frações.

Um 𝐴-submódulo I de 𝕂 é chamado de ideal fracionário de A

se existe um 𝑑 ∈ 𝐴 − {0} tal que 𝑑 ⋅ 𝐼 ⊂ 𝐴. Quando 𝑑 = 1 dizemos

que 𝐼 é um ideal inteiro.

Observação 1.7.1. Segue da Definição 1.7.3 que os elementos

de um ideal fracionário 𝐼 tem um denominador comum 𝑑 ∈ 𝐴.

Proposição 1.7.6. (Ribeiro, 2013, p.29) Se 𝐴 é um domı́nio No-

etheriano então todo ideal fracionário 𝐼 de A é um 𝐴-módulo fi-

nitamente gerado.

Demonstração. Como 𝐼 é um ideal fracionário, então existe

𝑑 ∈ 𝐴 − {0} tal que 𝑑 ⋅ 𝐼 ⊂ 𝐴. Assim, 𝐼 ⊂ 𝑑−1𝐴. Além disso, 𝑑−1𝐴
é um 𝐴-módulo e a função 𝜙 ∶ 𝐴 ⟶ 𝑑−1𝐴 tal que 𝜙(𝑥) = 𝑑−1𝑥
define um isomorfismo entre 𝐴 e 𝑑−1𝐴, e como A é Noetheriano

então conclúımos que 𝑑−1𝐴 é Noetheriano. Logo, 𝐼 é um 𝐴-módulo

finitamente gerado.

Proposição 1.7.7. (Ribeiro, 2013, p.29) Sejam A um domı́nio e

𝕂 seu corpo de frações. Todo A-submódulo finitamente gerado de

𝕂 é um ideal fracionário.
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Demonstração. Se {𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛} é um conjunto finito de geradores

de 𝐼, então os 𝑥𝑖
′ 𝑠 tem um denominador comum 𝑑 dado pelo

produto dos denominadores 𝑑𝑖, onde 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖𝑑−1
𝑖 , com 𝑎𝑖, 𝑑𝑖 ∈ 𝐴.

Assim 𝑑𝐼 ⊂ 𝐴 e portanto 𝐼 é um ideal fracionário.

Observação 1.7.2. O produto 𝐼𝐼 ′
de dois ideais fracionários 𝐼 e

𝐼 ′
é definido como o conjunto das somas 

𝑖
𝑥𝑖𝑦𝑖 com 𝑥𝑖 ∈ 𝐼 e 𝑦𝑖 ∈

𝐼. Sendo 𝐼 e 𝐼 ′
ideais fracionários com denominadores comuns 𝑑

e 𝑑 ′ , então os conjuntos 𝐼 ∩ 𝐼 ′ , 𝐼 + 𝐼 ′
e 𝐼𝐼 ′

são ideais fracionários,

os quais são 𝐴-submódulos de 𝕂 e tem denominadores comuns 𝑑
ou 𝑑 ′ , 𝑑𝑑 ′

e 𝑑𝑑 ′ , respectivamente.

Lema 1.7.1. (Ribeiro, 2013, p.31, Lema 2.7.1) Sejam A um anel

de Dedekind que não é um corpo e 𝕂 seu corpo de frações. Seja

𝔪 um ideal maximal de A. Então 𝔪′ = {𝑥 ∈ 𝕂 ∶ 𝑥𝔪 ⊂ 𝐴} é um

ideal fracionário de 𝕂.
Demonstração. Como 𝐴 não é um corpo, temos que 𝔪 ≠ {0} e

que 𝔪′ ≠ ∅, pois 0 ∈ 𝔪′ . Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔪′ . Então pela definição

de 𝔪′ , temos que 𝑥𝔪 ⊂ 𝐴 e 𝑦𝔪 ⊂ 𝐴, e portanto (𝑥 + 𝑦)𝔪 =
𝑥𝔪 + 𝑦𝔪 ⊂ 𝐴, ou seja, 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝔪′ . Agora, sejam 𝑥 ∈ 𝔪′

e 𝑎 ∈ 𝐴.
Assim 𝑥𝔪 ⊂ 𝐴, e portanto (𝑥𝑎)𝔪 = 𝑎(𝑥𝔪) ⊂ 𝐴, ou seja, 𝑥𝑎 ∈ 𝔪′ .
Finalmente, temos que 𝑑𝔪 ⊂ 𝐴, para todo 𝑑 ∈ 𝐴 − {0}, ou seja,

𝔪′
é um ideal fracionário de 𝕂.

Teorema 1.7.2. (Samuel, 1967, p.50, Teo. 2) Sejam A um anel

de Dedekind que não é um corpo e 𝕂 seu corpo de frações. Todo

ideal maximal de A é inverśıvel no conjunto dos ideais fracionários

de A.

Demonstração. Seja 𝔪 um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.7.1

temos que 𝔪′ = {𝑥 ∈ 𝕂 ∶ 𝑥𝔪 ⊂ 𝐴} é um ideal fracionário de 𝕂.
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Pela definição de 𝔪′ , segue que 𝔪′ 𝔪 ⊂ 𝐴, e como 𝔪 é um ideal

de 𝐴, segue que 𝔪 = 𝔪𝐴 ⊂ 𝔪𝔪′ ⊂ 𝐴. Desde que 𝔪 é maximal,

temos que 𝔪𝔪′ = 𝔪 ou 𝔪𝔪′ = 𝐴. Vamos mostrar que 𝔪𝔪′ ≠
𝔪. Para isto suponhamos que 𝔪𝔪′ = 𝔪. Seja 𝑥 ∈ 𝔪′ . Então

𝑥𝔪 ⊂ 𝔪; 𝑥2𝔪 ⊂ 𝔪; ⋯ ; 𝑥𝑛𝔪 ⊂ 𝔪. Se 𝑑 ∈ 𝔪 é não nulo, temos que

𝑥𝑛𝑑 ∈ 𝐴, para todo 𝑛 ∈ ℕ. Assim, 𝐴[𝑥] é um ideal fracionário de 𝐴,
e como 𝐴 é Noetheriano, segue da Proposição 1.7.6 que 𝐴[𝑥] é um
𝐴-módulo finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 1.3.1 segue

que 𝑥 é inteiro sobre 𝐴, e como 𝐴 é integralmente fechado, segue

que 𝑥 ∈ 𝐴, ou seja, 𝔪′ ⊂ 𝐴. Como 𝐴 ⊂ 𝔪′ , segue que 𝐴 = 𝔪′ .
Por outro lado, se 𝑎 ∈ 𝔪− < 0 >, então pela Proposição 1.7.5, o

ideal 𝑎𝐴 contém um produto de ideais primos não nulos 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑛,
de 𝐴 com 𝑛 o menor posśıvel. Assim, 𝔪 ⊃ 𝑎𝐴 ⊃ 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑛. Pela
Proposição 1.7.4 temos que 𝔪 ⊃ 𝔭𝑖, para algum 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛, e sem

perda de generalidade, digamos que 𝔪 ⊃ 𝔭1. Como 𝔭1 é maximal

pois 𝐴 é Dedekind, segue que 𝔪 = 𝔭1. Tomando 𝔟 = 𝔭2 ⋯ 𝔭𝑛,
temos que 𝑎𝐴 ⊃ 𝔪𝔟 e 𝑎𝐴⊅𝔟 devido a minimalidade de 𝑛. Assim,

existe 𝑧 ∈ 𝔟 tal que 𝑧∉𝑎𝐴. Como 𝔪𝔟 ⊂ 𝑎𝐴 segue que 𝔪𝑧
𝑎 ⊂ 𝐴.

Assim,
𝑧
𝑎 ∈ 𝔪′ , e como 𝑧∉𝑎𝐴, temos que

𝑧
𝑎∉𝐴, ou seja, 𝔪′ ≠ 𝐴, o

que contradiz o fato de 𝔪′ = 𝐴. Portanto, 𝔪𝔪′ = 𝐴, ou seja, 𝔪′

é o inverso de 𝔪.

Teorema 1.7.3. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(a)) Sejam A um anel

de Dedekind e 𝔞 ≠ 𝐴 um ideal não nulo de A. Então existem ideais

primos não nulos 𝔭1, ⋯ , 𝔭𝑡 de 𝐴 e inteiros positivos 𝔢1, ⋯ , 𝔢𝑡 tal

que 𝔞 =
𝑡


𝑖=1

𝔭𝑒𝑖
𝑖 , e esta expressão é única.

Demonstração. Pela Proposição 1.7.5, existem ideais primos

𝔭1, ⋯
, 𝔭𝑣 não nulos de 𝐴 tal que 𝔭1. ⋯ .𝔭𝑣 ⊂ 𝔞. Provemos que 𝔞 é um
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produto de ideais primos por indução sobre 𝑣. Se 𝑣 = 1, temos que

𝔞 ⊂ 𝔭1, mas como 𝔭1 é maximal, pois A é Dedekind, então 𝔞 = 𝔭1,
e assim 𝔞 é primo. Agora, suponhamos que todo ideal que contém

um produto com 𝑣−1 ideais primos não nulos de 𝐴 é um produto de

ideais primos de 𝐴. Temos que 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑣 ⊂ 𝔞, e como 𝐴 é Dedekind

segue que 𝔞 está contido em um ideal maximal 𝔪 de A. Seja 𝔪−1

o ideal fracionário inverso de 𝔪. Como 𝔪 ⊃ 𝔞 ⊃ 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑣, segue
da Proposição 1.7.4, que 𝔪 contém um dos 𝔭′

𝑖𝑠, para 𝑖 = 1, ⋯ 𝑣.
Suponhamos que 𝔪 ⊃ 𝔭𝑣, e assim, 𝔪 = 𝔭𝑣, pois 𝔭𝑣 é maximal.

Portanto 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑣−1 ⊂ 𝔞𝔪′ ⊂ 𝔪𝔪′ = 𝐴. Da hipótese de indução

decorre que 𝔞𝔪−1 = 𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠, com 𝔮′
𝑗𝑠, para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑠, ideais pri-

mos não nulos de A, e portanto 𝔞 = 𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠𝔭𝑣, como queŕıamos.

Para provar a unicidade suponhamos que
𝑡


𝑖=1

𝔭𝑒𝑖 =
ℎ


𝑗=1

𝔭𝑒𝑗 . En-

tão 𝐴 =  𝔭𝑒𝑖−𝑒𝑗 . Se 𝑒𝑖 − 𝑒𝑗 ≠ 0, podemos separar os expoentes

positivos e os expoentes negativos e reescrevê-los como

𝔭𝛼1
1 𝔭𝛼2

2 ⋯ 𝔭𝛼𝑟
𝑟 = 𝔮𝛽1

1 𝔮𝛽2
2 ⋯ 𝔮𝛽𝑣𝑣 ,

com 𝔭𝑖, 𝔮𝑗 ideais primos não nulos de 𝐴 e 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 > 0 para 𝔭𝑖 ≠
𝔮𝑗 , ∀𝑖, 𝑗. Portanto 𝔭1 contém 𝔮𝛽1

1 𝔮𝛽2
2 ⋯ 𝔮𝛽𝑣𝑣 e pela Proposição 1.7.4

segue que 𝔭1 ⊃ 𝔮𝑗 , para algum 𝑗. Suponhamos sem perda de ge-

neralidade que 𝔭1 ⊃ 𝔮1. Como 𝔭1 e 𝔮1 são ideais maximais, segue

que 𝔭1 = 𝔮1. Portanto 𝑒𝑖 − 𝑒𝑗 = 0, isto é, 𝑒𝑖 = 𝑒𝑗 , o que é uma

contradição pois 𝔭𝑖 ≠ 𝔮𝑗 , ∀ 𝑖, 𝑗 e assim conclúımos que a expressão

é única.

Corolário 1.7.3. Se 𝐴 é um anel de Dedekind, então o conjunto

dos ideais fracionários não nulos de 𝐴 formam um grupo com

relação a multiplicação.

Demonstração. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(b)).
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1.8 Norma de um ideal

Sejam 𝕂 uma extensão finita de ℚ e 𝔸𝕂 o anel dos inteiros

de 𝕂. Nesta seção apresentamos a norma de um ideal como uma

generalização da norma de um elemento de 𝔸𝕂.

Definição 1.8.1. Seja 𝔞 um ideal não nulo de 𝔸𝕂. A norma do

ideal 𝔞, é definida como o número de elementos do anel quociente

𝔸𝕂/𝔞, isto é, 𝑁𝕂/ℚ(𝔞) = #(𝔸𝕂/𝔞).

Observação 1.8.1. Quando não houver dúvida quanto ao anel

que contém o ideal 𝔞, usaremos 𝑁(𝔞) ao invés de 𝑁𝕂/ℚ(𝔞).

Exemplo 1.8.1. Seja 𝔞 um ideal principal de ℤ[𝑖], onde 𝑖2 = −1,
gerado por 2 − 𝑖. Assim,

ℤ[𝑖]
𝔞 = {𝑥 + 𝔞; 𝑥 ∈ ℤ[𝑖]}. A norma de 𝔞 é

o número das classes laterais de 𝔞. Uma vez que 2 − 𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝔞),
segue que 2 ≡ 𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝔞). Assim para 𝑥 = 𝑎+𝑏𝑖, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, temos

que 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ≡ 𝑎 + 2𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝔞). Como (2 + 𝑖)(2 − 𝑖) = 5 ∈ 𝔞, segue
que as classes laterais de 𝔞 em ℤ[𝑖] são {0, 1, 2, −1, −2}, ou seja,

𝑁(𝔞) = 5.

Proposição 1.8.1. (Samuel, 1967, p.52, Prop.1) Se 𝛼 ∈ 𝔸𝕂, 𝛼 ≠
0, então |𝑁(𝛼)| = #𝔸𝕂/𝔸𝕂𝛼.
Demonstração. Seja 𝛼 ∈ 𝔸𝕂, 𝛼 ≠ 0. Então, pelo Corolário 1.5.1,

temos que 𝑁(𝛼) ∈ ℤ. Pelo Corolário 1.6.3 temos que 𝔸𝕂 é um

ℤ-módulo livre de posto 𝑛. Além disso, como 𝜓 ∶ 𝔸𝕂 ⟶ 𝔸𝕂𝛼
definida por 𝜓(𝑎) = 𝑎𝛼, com 𝑎 ∈ 𝔸𝕂, é um isomorfismo, segue que

𝔸𝕂𝛼 é um ℤ-submódulo livre de posto 𝑛 de 𝔸𝕂. Pelo Teorema

1.2.1 existe uma base {𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛} do ℤ-módulo 𝔸𝕂 e elementos

𝑐𝑖 ∈ ℕ tal que {𝑐1𝑒1, 𝑐2𝑒2, ⋯ , 𝑐𝑛𝑒𝑛} é uma base de 𝔸𝕂𝛼. Também

temos que o grupo abeliano 𝔸𝕂/𝔸𝕂𝛼 é isomorfo ao grupo abeliano
𝑛


𝑖=1

ℤ/𝑐𝑖ℤ, cuja ordem é 𝑐1𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛. Agora seja a aplicação linear
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𝜙 ∶ 𝔸𝕂 ⟶ 𝔸𝕂𝛼 definida por 𝜙(𝑒𝑖) = 𝑐𝑖𝛼𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Temos que

det(𝜙) = 𝑐1𝑐2 ⋯ 𝑐𝑛. Por outro lado, como {𝛼𝑒1, ⋯ , 𝛼𝑒𝑛} também

é uma base de 𝔸𝕂𝛼, segue que existe um endomorfismo de ℤ-

módulo 𝜑 ∶ 𝔸𝕂𝛼 ⟶ 𝔸𝕂𝛼, definido por 𝜑(𝑐𝑖𝑒𝑖) = 𝛼𝑒𝑖, 𝑖 = 1 ⋯ , 𝑛.
Logo, como o det(𝜑) ∈ ℤ e é inverśıvel, segue que det(𝜑) = ±1.
Mas, a composição 𝜑𝜙 é um homomorfismo, que é a multiplicação

por 𝛼, e seu determinante é por definição 𝑁(𝛼). Portanto, como

det(𝜑𝜙) = det(𝜑) det(𝜙), segue que 𝑁(𝛼) = ±𝑐1 ⋯ 𝑐𝑛 = ±#(𝔸𝕂/𝔸𝕂𝛼).

Proposição 1.8.2. (Samuel, 1967, p.52) Se 𝔞 é um ideal não nulo

de 𝔸𝕂, então o quociente 𝔸𝕂/𝔞 é finito.

Demonstração. Seja 𝛼 ∈ 𝔞, 𝛼 ≠ 0. Temos que 𝔸𝕂𝛼 ⊂ 𝔞. Logo
𝔸𝕂/𝔞 ≃ 𝔸𝕂/𝔸𝕂𝛼

𝔞/𝔸𝕂𝛼 . Assim, # 𝔸𝕂
𝔸𝕂𝛼 = #𝔸𝕂

𝔞 # 𝔞
𝔸𝕂𝛼 < ∞. Portanto,

𝑁(𝔞) = #𝔸𝕂
𝔞 é finito.

Proposição 1.8.3. (Samuel, 1967, p.52, Prop.2) Se 𝔞 e 𝔟 são ide-

ais não nulos de 𝔸𝕂, então 𝑁(𝔞𝔟) = 𝑁(𝔞)𝑁(𝔟).

Demonstração. Pelo Teorema 1.7.3, temos que 𝔟 = 
𝑖∈𝐼

𝔭𝛼𝑖
𝑖 , onde

os 𝔭′
𝑖𝑠 são ideais primos não nulos de 𝔸𝕂 e 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼. Como

𝔸𝕂 é um domı́nio de Dedekind, então os ideais 𝔭𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, são ideais

maximais. Seja 𝔭𝑖 = 𝔪, para algum 𝑖 ∈ 𝐼. Por indução sobre o

número de fatores, é suficiente provar que

𝑁(𝔞𝔪) = 𝑁(𝔞)𝑁(𝔪). (1.8)

Segue da definição de norma que (1.8) se verifica se

#
𝔸𝕂
𝔞𝔪 = #

𝔸𝕂
𝔞  ⋅ #

𝔸𝕂
𝔪  . (1.9)
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Mas, do homomorfismo sobrejetor 𝜑 ∶ 𝔸𝕂
𝔞𝔪 ⟶ 𝔸𝕂

𝔞 , definido por

𝜑(𝑥 + 𝔞𝔪) = 𝑥 + 𝔞, temos que 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = 𝔞
𝔞𝔭, e pelo Teorema do

Isomorfismo temos que,
𝔸𝕂
𝔞𝔪/ 𝔞

𝔞𝔪 ≃ 𝔸𝕂/𝔞. Logo,

#
𝔸𝕂
𝔞𝔪 = #

𝔸𝕂
𝔞  ⋅ #

𝔞
𝔞𝔪 . (1.10)

De (1.9) e (1.10), podemos concluir que (1.8) é verificado se #
𝔸
𝔪 =

#
𝔞

𝔞𝔪 . Agora, mostremos que
𝔞

𝔞𝔪 é um espaço vetorial sobre

𝔸𝕂
𝔪 de dimensão 1. De fato, sejam as operações

+ ∶ 𝔞
𝔞𝔪 × 𝔞

𝔞𝔪 ⟶ 𝔞
𝔞𝔪

(𝑥 + 𝔞𝔪, 𝑦 + 𝔞𝔪) ⟶ (𝑥 + 𝑦) + 𝔞𝔪.

⋅ ∶ 𝔸𝕂
𝔪 × 𝔞

𝔞𝔪 ⟶ 𝔞
𝔞𝔪

(𝑥 + 𝔪, 𝑦 + 𝔞𝔪) ⟶ (𝛼𝑥) + 𝔞𝔪.

Estão bem definidas:

Soma: 𝑥 + 𝔞𝔪 = 𝑥′ + 𝔞𝔪 e 𝑦 + 𝔞𝔪 = 𝑦′ + 𝔞𝔪 ⟹ 𝑥 − 𝑥′ = 0
e 𝑦 − 𝑦′ = 0 ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 𝑥′ + 𝑦′ ⟹ (𝑥 + 𝔞𝔪) + (𝑦 + 𝔞𝔪) =
(𝑥′ + 𝔞𝔪) + (𝑦′ + 𝔞𝔪) ⟹ (𝑥 + 𝑦) + 𝔞𝔪 = (𝑥′ + 𝑦′ ) + 𝔞𝔪.

Produto: 𝑥 + 𝔞𝔪 = 𝑥′ + 𝔞𝔪 e 𝛼 + 𝔪 = 𝛼′ + 𝔪 ⟹ 𝑥 − 𝑥′ ∈ 𝔞𝔪
e 𝛼 − 𝛼′ ∈ 𝔪. Assim, 𝛼′ 𝑥′ − 𝛼𝑥 = 𝑥′ (𝛼′ − 𝛼) + (𝑥′ − 𝑥)𝛼 ∈ 𝔞𝔪. Assim,

𝔞
𝔞𝔪 é um espaço vetorial sobre

𝔸𝕂
𝔪 . Temos que os 𝔸𝕂-submódulos

de
𝔞

𝔞𝔪 são ideais e são do tipo
𝔟

𝔞𝔪, onde 𝔟 é um ideal tal que

𝔞𝔪 ⊆ 𝔟 ⊆ 𝔞. Mas, como todo ideal num domı́nio de Dedekind

admite inverso, segue que

𝔞−1𝔞𝔪 ⊆ 𝔞−1𝔟 ⊆ 𝔞−1𝔞
𝑎−1𝑎=𝔸𝕂⟹ 𝔪 ⊆ 𝔞−1𝔟 ⊆ 𝔸𝕂

𝑚 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙
⟹

𝔪 = 𝔞−1𝔟 ou 𝔞−1𝔟 = 𝔸𝕂 ⟹ 𝔞𝔪 = 𝔟 ou 𝔟 = 𝔞.
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Portanto, não existe 𝔟 tal que 𝔞𝔪 ⊆ 𝔟 ⊆ 𝔞. Assim, os 𝔸𝕂-submódulos

de
𝔞

𝔞𝔪, ou os subespaços do espaço vetorial
𝔞

𝔞𝔪 são apenas os

triviais. Portanto, 𝑑𝑖𝑚 𝔸𝕂
𝑚

𝔞
𝔞𝔪 = 1 e então #

𝔸𝕂
𝔞𝔪 = #

𝔞
𝔞𝔪 .

1.9 Formas quadráticas sobre o ℝ𝑛

Nesta seção apresentamos as formas quadráticas sobre o ℝ𝑛,
que serão muito útil no estudo das aplicações das formas quadrá-

ticas aos corpos ciclotômicos e desta forma calcular a densidade

de centro dos reticulados obtidos via esses corpos.

Para cada inteiro 𝑛, seja 𝑄𝑛(𝑋) a forma quadrática sobre o

ℝ𝑛 definida por

𝑄𝑛(𝑋) = 𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) =
𝑛


𝑖=1

𝑋2
𝑖 + 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)2.

Da igualdade


1≤𝑖<𝑗≤𝑛

(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)2 = (𝑛 − 1)
𝑛


𝑖=1

𝑋2
𝑖 − 2 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
𝑋𝑖𝑋𝑗

obtém-se que

𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) = 𝑛
𝑛


𝑖=1

𝑋2
𝑖 − 2 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
𝑋𝑖𝑋𝑗 .

Observamos que 𝑄𝑛(𝑋) é uma função positiva definida e total-

mente simétrica, isto é, 𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) = 𝑄𝑛(𝑋𝜎(1), ⋯ , 𝑋𝜎(𝑛)), onde
𝜎 é uma permutação qualquer do conjunto {1, ⋯ , 𝑛}.

A próxima proposição é de grande importância no cálculo do

raio de empacotamento de certos reticulados.

Proposição 1.9.1. (Flores, 1996, p.64, Prop.3.4.1) i) O menor

valor que 𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) assume com entradas inteiras não todas
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nulas é 𝑛.
ii) Para 𝑎 ∈ ℤ𝑛, temos que 𝑄𝑛(𝑎) = 𝑛 quando 𝑎 = ±(1, 1, ⋯ , 1) ou

𝑎 = ±𝑒𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛; onde {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} é a ℤ-base canônica de ℤ𝑛.
Demonstração. i) Observe que

𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) = 𝑄𝑛−1(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛−1) + 𝑋2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝑋𝑛)2.

Se 𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑛−1 = 0, então 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) = 𝑎2
𝑛+(𝑛−1)𝑎2

𝑛 = 𝑛𝑎2
𝑛 ≥ 𝑛,

para 𝑎𝑛 ≠ 0. Caso contrário, por hipótese de indução, tem-se que

𝑄𝑛−1(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1) ≥ 𝑛 − 1,

e neste caso

𝑎2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)2 ≥ 𝑛 − 1.

De fato, se 𝑎𝑛 ≠ 0 então 𝑎2
𝑛 ≥ 1. Caso contrário, pelo menos uma

das parcelas (𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)2 será não nula.

ii) A prova se faz usando novamente indução sobre 𝑛. Para 𝑗 = 1
temos que 𝑄1(𝑎) = 𝑄1(𝑎1) = 𝑎2

1 = 1, onde 𝑎1 = ±1. Suponha-

mos que o resultado seja válido para 𝑗 = 𝑛 − 1. Observe que

𝑎2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)2 > 0. Assim temos que 𝑄𝑛(𝑎) = 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) =

𝑄𝑛−1(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1) + 𝑎2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)2 > 𝑛 − 1 + 0 = 𝑛 − 1. Agora, se

𝑎2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑛)2 ≠ 1 então 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) assumiria um valor maior

que 𝑛+1, o que contraria o item (i). Portanto, 𝑎2
𝑛 +

𝑛−1


𝑖=1

(𝑎𝑖 −𝑎𝑛)2 = 1

e assim 𝑄𝑛(𝑎) = 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) = 𝑛 − 1 + 1 = 𝑛, se 𝑎 = ±(1, ⋯ , 1) ou
𝑎 = ±𝑒𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 onde {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} é a ℤ-base canônica de ℤ𝑛.

Lema 1.9.1. (Flores, 1996, p.80, Lema A.1) Se 𝑄𝑛(𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛) =
𝑛


𝑖=1

𝑋2
1 + 

𝑖<𝑗
(𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)2, e 𝑎 = (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛, então
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𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) = 𝑑2(𝑎, 0) + 𝑛.𝑑2(𝑎, Δ),

onde 𝑑2(𝑎, 0) 𝑒 𝑑2(𝑎, Δ) são os quadrados das distâncias euclidianas

de 𝑎 até a origem e de 𝑎 até a diagonal de ℝ𝑛, respectivamente.

Demonstração. Se 𝑋 = (𝑥, ⋯ , 𝑥) é um elemento qualquer da

diagonal de ℝ𝑛, então

𝑑(𝑎, 𝑋)2 =
𝑛


𝑖=1

(𝑎𝑖 − 𝑥)2.

Esta distância será mı́nima quando
𝑑
𝑑𝑥((𝑎𝑖 − 𝑥)2) = 0, e isto

ocorre para 𝑥 = (1/𝑛).
𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖. Assim

𝑑2(𝑎, Δ) =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗 − (1/𝑛).


𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖

2

=
𝑛


𝑗=1

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑎2

𝑗 − (2/𝑛).𝑎𝑗 .


𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖
+



𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖

2

/𝑛2
⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝑛


𝑗=1

𝑎2
𝑗 − (2/𝑛).



𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗
.


𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖
+ 𝑛.



𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖

2

/𝑛2

=
𝑛


𝑗=1

𝑎2
𝑗 − (2/𝑛).



𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗

2

+ (1/𝑛).


𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗

2

=


𝑛


𝑗=1

𝑎2
𝑗 

− (1/𝑛).


𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖

2

.

Logo,

𝑛.𝑑2(𝑃, 𝑎) = (𝑛 − 1).


𝑛


𝑖=1

𝑎2
𝑖 

− 2
 

1≤𝑖<𝑗≤𝑛
𝑎𝑖.𝑎𝑗

,

e somando 𝑑2(𝑃, 0) =
𝑛


𝑖=1

𝑎2
𝑖 em ambos os membros chegamos ao

resultado desejado.
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Teorema 1.9.1. (Flores, 1996, p.81, Teo.A.2) Sejam os números

reais 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑟, com 𝑟 < 𝑛. Se

𝐹(𝑋𝑟+1, ⋯ , 𝑋𝑛) = 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑟, 𝑋𝑟+1, ⋯ , 𝑋𝑛),

então 𝐹 atinge seu mı́nimo com coordenadas inteiras no ponto

(𝑦, 𝑦, ⋯ , 𝑦), onde 𝑦 =


𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖
/(𝑟 + 1)


,

onde [z] denota o inteiro mais próximo de 𝑧. Caso 𝑧 + 1/2 seja

inteiro, então [𝑧] denota 𝑧 − 1/2.

Demonstração. Os pontos da reta, em ℝ𝑛−𝑟, passando por

𝑃 = (𝑥, 𝑥, ⋯ , 𝑥), onde 𝑥 =


𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖
/(𝑟 + 1) e tendo (𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑏𝑛)

como vetor diretor são da forma

𝑋 = 𝑃 + 𝑡(𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑏𝑛) = (𝑥 + 𝑡𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑥 + 𝑡𝑏𝑛).

Assim

𝐹(𝑥 + 𝑡𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑥 + 𝑡𝑏𝑛) = 𝑄(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑟, 𝑥 + 𝑡𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑥 + 𝑡𝑏𝑛) =
𝑟


𝑖=1

𝑎2
𝑖 +

𝑛


𝑖=𝑟+1

(𝑥 + 𝑡𝑏𝑖)2 + 
𝑖<𝑗

(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)2 + 
𝑖,𝑗

(𝑎𝑖 − 𝑥 − 𝑡𝑏𝑗)2+

+ 
𝑖<𝑗

𝑡2(𝑏𝑖 − 𝑏𝑗)2 = 𝐴𝑡2 + 𝐵𝑡 + 𝐶,

onde

𝐴 = (𝑟 + 1)
𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏2
𝑖 + 

𝑖<𝑗
(𝑏𝑖 − 𝑏𝑗)2;

𝐵 = 2𝑥(𝑟 + 1)
𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗 − 2


𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖 

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗
e

𝐶 = (𝑛−𝑟+1)
𝑟


𝑖=1

𝑎2
𝑖 +

𝑖<𝑗
(𝑎𝑖−𝑎𝑗)2+(𝑟+1)(𝑛−𝑟)𝑥2−2𝑥(𝑛−𝑟)

𝑛


𝑖=1

𝑎𝑖.
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Como esta expressão é uma função de segundo grau na variável

𝑡, segue que derivando com relação a t, obtemos que

𝑑𝐹
𝑑𝑡 (𝑥 + 𝑡𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑥 + 𝑡𝑏𝑛) = 2𝑡(𝑟 + 1)

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏2
𝑖 +

+2𝑡 
𝑖<𝑗

(𝑏𝑖 − 𝑏𝑗)2 + 2𝑥(𝑟 + 1)
𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗 − 2


𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖 

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗
.

Em 𝑡 = 0, temos que

𝑑𝐹
𝑑𝑡 (0) = 2𝑥(1 + 𝑟)

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗 − 2(
𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖)(
𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗) =

= −2


𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖 

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗
− 2



𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖 

𝑛


𝑗=𝑟+1

𝑏𝑗
= 0.

Assim, sobre as retas passando por 𝑃, o gráfico de 𝐹 é uma pa-

rábola com concavidade voltada para cima, cujo menor valor é

assumido em 𝑃. Seja 𝑌1 = (𝑦, 𝑦, ⋯ , 𝑦), onde 𝑦 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖

𝑟 + 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. Supomos

no que segue que 𝑦 ≤ 𝑥, sendo que para o caso 𝑦 ≥ 𝑥 a demons-

tração é análoga. As parábolas descritas acima têm coeficiente

dominante

𝑟
𝑛


𝑖=𝑟+1

𝑏2
𝑖 +



𝑛


𝑖=𝑟+1

𝑏2
𝑖 + 

𝑖<𝑗
(𝑏𝑖 − 𝑏𝑗)2


= 𝑟

𝑛


𝑖=𝑟+1

𝑏2
𝑖 + 𝑄𝑛−𝑟(𝑣),

onde 𝑣 = (𝑏𝑟+1, ⋯ , 𝑏𝑛) e 𝑄𝑛−𝑟 é a forma quadrática definida no ińıcio

da seção. Pelo Lema 1.9.1, segue que este coeficiente dominante é

𝑟
𝑛


𝑖=𝑟+1

𝑏2
𝑖 + 𝑑2(𝑣, 0) + (𝑛 − 𝑟)𝑑2(𝑣, Δ),

onde 𝑑2(𝑣, 0) e 𝑑2(𝑣, Δ) representam os quadrados das distâncias

de 𝑣 até a origem e diagonal de ℝ𝑛−𝑟, respectivamente. Para de-

terminar a direção de menor crescimento destas parábolas, consi-

deremos vetores diretores 𝑣 com comprimento 1. Na direção de 𝑣,
o coeficiente dominante da parábola passando por 𝑃 é dado por
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(𝑟 + 1) + (𝑛 − 𝑟)𝑑2(𝑣, Δ).

Logo, a direção de menor crescimento dessas parábolas é dada com

𝑑2(𝑣, Δ) mı́nimo, ou seja, na direção de 𝑌1, que é a diagonal. Ob-

serve que para outra direção o crescimento dessas parábolas será

estritamente maior. Consequentemente, se 𝑌 ∈ ℝ𝑛−𝑟 é tal que

𝐹(𝑌) = 𝐹(𝑌1), temos que

𝑑(𝑌, 𝑃) ≤ 𝑑(𝑌1, 𝑃), (1.11)

com igualdade se, e somente se, 𝑌 estiver na diagonal de ℝ𝑛−𝑟.
Agora, dado o conjunto

𝐴 = {𝑌 ∈ ℝ𝑛−𝑟; 𝐹(𝑌) ≥ 𝐹(𝑌1)},

vamos calcular 𝐴 ∩ ℤ. Para isso, vamos escrever 𝐴 como a união

disjunta de dois conjuntos 𝐴1 e 𝐴2, onde

𝐴1 = {𝑌 ∈ ℝ𝑛−𝑟; 𝐹(𝑌) < 𝐹(𝑌1)}
e

𝐴2 = {𝑌 ∈ ℝ𝑛−𝑟; 𝐹(𝑌) = 𝐹(𝑌1)}

Temos que 𝐴1 ∩ℤ𝑛−𝑟 = ∅. Para calcular 𝐴2 ∩ℤ note, por (1.11),

que para todo 𝑌 em 𝐴2 temos que 𝑑(𝑌, 𝑃) < 𝑑(𝑌1, 𝑃) ou 𝑌 está na

diagonal de ℝ𝑛−𝑟. Os 𝑌 que satisfazem a primeira possibilidade

não são inteiros. Caso 𝑌 esteja na diagonal de ℝ𝑛−𝑟, novamente,

por (1.11), temos 𝑑(𝑌, 𝑃) = 𝑑(𝑌1, 𝑃). Para concluir, consideremos

dois casos:

1∘ caso: 𝑥 < 𝑦 + 1/2. Aqui, 𝑑(𝑌, 𝑃) = 𝑑(𝑌1, 𝑃) ocorre apenas para
𝑌 = 𝑌1;

2∘ caso: 𝑥 = 𝑦+1/2. Neste caso, os únicos pontos da diagonal de

ℤ𝑛−𝑟 satisfazendo 𝑑(𝑌, 𝑃) = 𝑑(𝑌1, 𝑃) são 𝑌1 e 𝑌2 = (𝑦 + 1, ⋯ , 𝑦 + 1).
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Assim,

𝐴 ∩ ℤ𝑛−𝑟 =


𝑌1, 𝑠𝑒 𝑥 < 𝑦 + 1/2;
{𝑌1, 𝑌2}, 𝑠𝑒 𝑥 = 𝑦 + 1/2.

Para concluir, observe que para todo ponto 𝑌 de ℤ𝑛−𝑟 temos que

𝐹(𝑌) ≥ 𝐹(𝑌1), ou seja, 𝑌1 é o ponto de mı́nimo de 𝐹 em ℤ𝑛−𝑟.

Teorema 1.9.2. (Flores, 1996, p.84, Teo.A.3) Sejam 𝑚 ∈ ℕ e

𝑄′

𝑛(𝑚) = 𝑄𝑛(𝑚, 𝑡, ⋯ , 𝑡), onde 𝑡 = [𝑚/2], isto é, 𝑄′ (𝑚) é o menor

valor que 𝑄𝑛(𝑚, 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛) assume fazendo 𝑋2, ⋯ , 𝑋𝑛 variar no

conjunto dos números inteiros. Então 𝑄′
é uma função crescente

de 𝑚.
Demonstração. Se 𝑚 for par, então 𝑡 = 𝑚

2 , é inteiro e

𝑄′ (𝑚) = 𝑄𝑛(𝑚, 𝑚/2, ⋯ , 𝑚/2) = 𝑚2 + 2(𝑛 − 1)(𝑚2/4).

Neste caso, [𝑚 + 1] = 1/2, e

𝑄′ (𝑚 + 1) = 𝑄𝑛(𝑚 + 1, 𝑚/2, ⋯ , 𝑚/2) =
(𝑚 + 1)2 + (𝑛 − 1)(𝑚2/4) + (𝑛 − 1)(1 + 𝑚/2)2.

Logo, 𝑄′ (𝑚 + 1) > 𝑄′ (𝑚). A prova para o caso 𝑚 ı́mpar se faz de

modo análogo.

Denotaremos por 𝐼𝑑 o conjunto {(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑚) ∈ ℤ𝑚; |𝑎𝑖| ≤ 𝑑}.

Lema 1.9.2. (Flores, 1996, p.76, Lema 3.4.13) A forma quadrá-

tica 𝑄𝑛(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) não atinge o valor 𝑛 + 1, para (𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) ∈ ℤ𝑛.
Demonstração. Para 𝑎 ∈ 𝐼1 = {(𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛) ∈ ℤ𝑛, |𝑎𝑖| ≤ 1} o

resultado é verdadeiro. Tomemos 𝑎 ∈ 𝐼2 − 𝐼1. Sem perda de ge-

neralidade, podemos supor que 𝑎 = (2, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛), para inteiros

𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛. Pelo Teorema 1.9.1 temos que

𝑄𝑛(𝑎) ≥ 𝑄𝑛(2, 1, ⋯ , 1) = 4 + 𝑛 − 1 + 𝑛 − 1 = 2𝑛 + 2 > 𝑛 + 1,
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e pelo Teorema 1.9.2, 𝑄𝑛(𝑎) > 𝑛 + 1, ∀ 𝑗 e 𝑎 ∈ 𝐼𝑗 .

Definição 1.9.1. Dados 𝑝 um número primo e 𝑚 um número

inteiro positivo, denotamos por 𝑣𝑝(𝑚) a valorização 𝑝-ádica de

𝑚, ou seja, o maior número 𝛼 para o qual 𝑝𝛼 divide 𝑚.

Proposição 1.9.2. (Simonato, 2000, p.61, Lema A.1) Se 𝑛 é um

número inteiro positivo, 𝑝 um número primo e 𝑏0, 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑠 ∈ ℤ,
com 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑝 − 1 são tais que 𝑛 = 𝑏0 + 𝑏1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, então

𝑣𝑝(𝑛! ) =
𝑛 −

𝑠


𝑖=0

𝑏𝑖

𝑝 − 1 ,

onde 𝑣𝑝(𝑛! ) é a valorização 𝑝-ádica de 𝑛! .
Demonstração. Faremos por indução sobre 𝑛.
i) Se n=1, a conclusão é imediata.

ii) Suponhamos verdadeira para 𝑛, onde 𝑛 = 𝑏0 + 𝑏1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠 e

mostremos que a asserção é verdadeira para 𝑛 + 1, onde

𝑛+1 =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

(𝑏0 + 1) + 𝑏1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, 𝑠𝑒 𝑏0 ≠ 𝑝 − 1
(𝑏𝑟 + 1)𝑝𝑟 + 𝑏𝑟+1𝑝𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, 𝑠𝑒 𝑏0 = ⋯ = 𝑏𝑟−1 = 𝑝 − 1
𝑒 𝑏𝑟 ≤ 𝑝 − 2.

1∘ Caso: 𝑛 + 1 = (𝑏0 + 1) + 𝑏1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, 𝑠𝑒 𝑏0 ≠ 𝑝 − 1. Pelo
fato de que 𝑝 ̸|𝑛 + 1 pois 𝑏0 + 1≢0(𝑚𝑜𝑑 𝑝), e da hipótese de indução

segue que

𝑣𝑝((𝑛 + 1)! ) = 𝑣𝑝(𝑛! ) =
𝑛 −

𝑠


𝑖=0

𝑏𝑖

𝑝 − 1 =
𝑛 + 1 −



𝑠


𝑖=0

𝑏𝑖 + 𝑏0 + 1


𝑝 − 1 .

2∘ Caso: 𝑛 + 1 = (𝑏𝑟 + 1)𝑝𝑟 + 𝑏𝑟+1𝑝𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, 𝑠𝑒 𝑏0 = 𝑏1 =
⋯ = 𝑏𝑟−1 = 𝑝 − 1. Assim

𝑛 + 1 = 𝑝𝑟[(𝑏𝑟 + 1) + 𝑏𝑟+1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠−𝑟] e

𝑣𝑝((𝑛 + 1)! ) = 𝑟 + 𝑣𝑝(𝑛! )
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Sendo 𝑛 = (𝑝−1)+(𝑝−1)𝑝+⋯+(𝑝−1)𝑝𝑟−1 +𝑏𝑟𝑝𝑟 +𝑏𝑟+1𝑝𝑟+1 +⋯+𝑏𝑠𝑝𝑠,
segue que

𝑟 + 𝑣𝑝(𝑛! ) = 𝑟 +
𝑛 −

𝑠


𝑖=0

𝑏𝑖

𝑝 − 1

= 𝑟 + 𝑛 − (𝑟(𝑝 − 1) + 𝑏𝑟 + 𝑏𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠)
𝑝 − 1

= 𝑟(𝑝 − 1) + 𝑛 − 𝑟(𝑝 − 1) − (𝑏𝑟 + 𝑏𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠)
𝑝 − 1

= 𝑛 − (𝑏𝑟 + 𝑏𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠)
𝑝 − 1

= (𝑛 + 1) − [(𝑏𝑟 + 1) + 𝑏𝑟+1 + ⋯ + 𝑏𝑠]
𝑝 − 1 .

Corolário 1.9.1. (Simonato, 2000, p.62, Corol.A.2) Se 𝑝 é um

número primo e 𝑚, 𝑛 são inteiros positivos com 𝑚 ≤ 𝑛 tais que

𝑛 = 𝑎0 + 𝑎1𝑝 + ⋯ + 𝑎𝑠𝑝𝑠, 0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 𝑝 − 1,
𝑚 = 𝑏0 + 𝑏1𝑝 + ⋯ + 𝑏𝑠𝑝𝑠, 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑝 − 1,
𝑛 − 𝑚 = 𝑐0 + 𝑐1𝑝 + ⋯ + 𝑐𝑠𝑝𝑠, 0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 𝑝 − 1,

então a valorização p-ádica de


𝑛
𝑚 

é dada por

𝑣𝑝
𝑛
𝑚 

=

𝑠


𝑖=0

𝑏𝑖 +
𝑠


𝑖=0

𝑐𝑖 −
𝑠


𝑖=0

𝑎𝑖

𝑝 − 1 ,

Demonstração. Aplicação da Proposição 1.9.2.

Proposição 1.9.3. (Flores, 1996, p.74, Lema 3.4.10) Sejam 𝑝 um

número primo, 𝑟 um número inteiro positivo e 𝑚 = 𝑝𝑟−2. Então

𝑣𝑝
𝑚
𝑖 

≥ 1, onde


𝑚
𝑖 

= 𝑚!
𝑖! (𝑚 − 𝑖)! ,

para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚 − 1.
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Demonstração. Sejam 𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑚, 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑚, números naturais sa-

tisfazendo 0 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑝 − 1, 0 ≤ 𝑐𝑖 ≤ 𝑝 − 1 e tais que 𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑝 +
⋯ + 𝑎𝑚𝑝𝑚 e (𝑚 − 𝑖) = 𝑐0 + 𝑐1𝑝 + ⋯ + 𝑐𝑚𝑝𝑚.

Pela Proposição 1.9.2, temos que

𝑣𝑝(𝑚! ) = 𝑝𝑟−2 − 1
𝑝 − 1 , 𝑣𝑝(𝑖! ) =

𝑖 −
𝑚


𝑖=1

𝑏𝑖

𝑝 − 1 , 𝑣𝑝((𝑚 − 𝑖)! ) =

𝑚 − 𝑖 −
𝑚


𝑖=1

𝑐𝑖

𝑝 − 1 ,

de onde segue que

𝑣𝑝
𝑚
𝑖 

=
−1 +

𝑚


𝑖=1

𝑏𝑖 +
𝑚


𝑖=1

𝑐𝑖

𝑝 − 1 .

Como
𝑚


𝑖=1

𝑏𝑖 +
𝑚


𝑖=1

𝑐𝑖 ≥ 2, o resultado segue.
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CORPOS QUADRÁTICOS E CICLOTÔMICOS

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos de corpos quadráti-

cos e corpos ciclotômicos, dando ênfase especialmente aos corpos

ciclotômicos. Para isso usamos os resultados de Teoria Algébrica

dos Números vistos no caṕıtulo 1. Concluindo o caṕıtulo apresen-

tamos a decomposição de um ideal primo em uma extensão onde

fizemos o uso do Teorema de Kummer.

Temos duas classes importantes dos corpos de números que

são a classe dos corpos quadráticos e a classe dos corpos ciclotô-

micos. Nosso objetivo nas próximas seções é determinar o anel

dos inteiros algébricos, base integral e discriminante dos corpos

quadráticos e dos corpos ciclotômicos.
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2.2 Corpos quadráticos

Nesta seção apresentamos os corpos quadráticos juntamente

com a teoria necessária para caracterizar seu anel dos inteiros,

base integral e discriminante.

Definição 2.2.1. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo

ℚ é chamado um corpo quadrático.

Proposição 2.2.1. (Ribeiro, 2013, p.13, Prop.2.2.1) Todo corpo

quadrático é da forma ℚ(√𝑑), sendo 𝑑 um inteiro livre de quadra-

dos.

Demonstração: Sejam 𝕂 = ℚ(𝜃) um corpo quadrático, ou seja,

um corpo de números de grau 2, e 𝑓(𝑋) = 𝑋2+𝑎𝑋+𝑏, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ,
o polinômio minimal de 𝜃 ∈ 𝕂. Resolvendo a equação quadrática

𝜃2 +𝑎𝜃+𝑏 = 0 temos que 𝜃 = −𝑎 ± √𝑎2 − 4𝑏
2 são as ráızes de 𝑓(𝑋).

Como 2𝜃 ± 𝑎 = √𝑎2 − 4𝑏 segue que ℚ(𝜃) = ℚ(√𝑎2 − 4𝑏). Por outro
lado, 𝑎2−4𝑏 é um número racional que podemos escrever como 𝑎2−
4𝑏 = 𝑢

𝑣 = 𝑢𝑣
𝑣2 , com 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ, 𝑚𝑑𝑐(𝑢, 𝑣) = 1 e de forma que 𝑢 e 𝑣 não

sejam quadrados perfeitos, pois caso contrário, teremos ℚ(𝜃) = ℚ.

Assim, ℚ(𝜃) = ℚ(√𝑎2 − 4𝑏) = ℚ


𝑢
𝑣

= ℚ


𝑢𝑣
𝑣2 

= ℚ(√𝑢𝑣).

Suponhamos que 𝑢𝑣 = 𝑘2𝑑, com 𝑘, 𝑑 ∈ ℤ, e 𝑑 livre de quadrados.

Logo, ℚ(𝜃) = ℚ(√𝑢𝑣) = ℚ(√𝑘2𝑑) = ℚ(√𝑑).

A Proposição 2.2.1 nos diz que todo corpo quadrático 𝕂 é da

forma ℚ(√𝑑), onde 𝑑 é um inteiro livre de quadrados e {1, √𝑑}
é uma base do espaço vetorial ℚ(√𝑑) sobre ℚ.

Proposição 2.2.2. (Samuel, 1967, p.35) Seja 𝕂 = ℚ(√𝑑), com
𝑑 um inteiro livre de quadrados, um corpo quadrático. Se um
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elemento 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 ∈ ℚ(√𝑑) é um inteiro algébrico, então 2𝑎
e 𝑎2 − 𝑑𝑏2 são números inteiros.

Demonstração. Seja 𝛼 ∈ 𝕂 um inteiro algébrico. Então existem

𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑛−1 ∈ ℤ tal que 𝛼𝑛 + 𝑎𝑛−1𝛼𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝛼 + 𝑎0 = 0. Assim,

considerando 𝜎 um automorfismo de 𝕂 tal que 𝜎(√𝑑) = −√𝑑,
segue que, 𝜎(𝛼)𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜎(𝛼)𝑛−1 + ⋯ + 𝑎1𝜎(𝛼) + 𝑎0 = 0, ou seja, 𝜎(𝛼)
também é um inteiro algébrico de 𝕂. Do Corolário 1.3.2, temos que

𝛼 + 𝜎(𝛼) e 𝛼𝜎(𝛼) também são inteiros algébricos de 𝕂. Além disso,

temos que se 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, então 𝛼 + 𝜎(𝛼) = 2𝑎 ∈ ℚ
e 𝛼𝜎(𝛼) = 𝑎2 − 𝑑𝑏2 ∈ ℚ. Como ℤ é integralmente fechado segue, da

Proposição 1.3.4, que 2𝑎 e 𝑎2 − 𝑑𝑏2 são números inteiros.

Observação 2.2.1. Se 𝑑 > 0, a extensão ℚ(√𝑑) é dita real e se

𝑑 < 0, a extensão ℚ(√𝑑) é dita imaginária.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um

corpo quadrático 𝕂 = ℚ(√𝑑), com 𝑑 um inteiro livre de quadra-

dos.

Teorema 2.2.1. (Stewart; Tall, 1987, p.67, Teo.3.2) Se 𝕂 =
ℚ(√𝑑) é um corpo quadrático com 𝑑 ∈ ℤ livre de quadrados, então

o anel dos inteiros algébricos 𝔸𝕂 de ℚ(√𝑑) é dado por:

a) 𝔸𝕂 = ℤ[√𝑑] se 𝑑 ≡ 2 ou 𝑑 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4) e

b) 𝔸𝕂 = ℤ


1 + √𝑑
2 

se 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4).

Demonstração: Seja 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 ∈ ℚ(√𝑑), com 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ, um
inteiro algébrico sobre ℤ. Se 𝑏 = 0 então o polinômio minimal de 𝛼
sobre ℚ é dado por 𝑚(𝑋) = 𝑋 − 𝑎, e como 𝛼 é um inteiro algébrico

sobre ℤ, segue que 𝑎 ∈ ℤ. Se 𝑏 ≠ 0, então o polinômio minimal

𝑚(𝑋) de 𝛼 sobre ℚ tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:
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𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 ⟹ 𝛼 − 𝑎 = 𝑏√𝑑 ⟹ (𝛼 − 𝑎)2 = 𝑏2𝑑 ⟹
𝛼2 − 2𝑎𝛼 + 𝑎2 = 𝑏2𝑑 ⟹ 𝛼2 − 2𝑎𝛼 + (𝑎2 − 𝑏2𝑑) = 0.

Logo 𝑚(𝑋) = 𝑋2 − 2𝑎𝑋 + 𝑎2 − 𝑑𝑏2. Pela Proposição 2.2.2 temos

que 2𝑎, 𝑎2 − 𝑑𝑏2 ∈ ℤ. Assim, (2𝑎)2 − 𝑑(2𝑏)2 ∈ ℤ e dáı 𝑑(2𝑏)2 ∈ ℤ,
pois 2𝑎 ∈ ℤ. Ainda temos que 2𝑏 ∈ ℤ, pois, caso contrário, no seu

denominador existiria um fator primo 𝑝 que apareceria na forma

𝑝2 no denominador de (2𝑏)2 e como 𝑑 é livre de quadrados teŕıamos

que 𝑑(2𝑏)2∉ℤ, o que é um absurdo. Logo, 2𝑏 ∈ ℤ. Assim, podemos

escrever:

𝑎 = 𝑢
2 , 𝑏 = 𝑣

2 , c𝑜𝑚 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ. (2.1)

Além disso, temos que

(2𝑎)2 − 𝑑(2𝑏)2 ∈ 4ℤ. (2.2)

Substituindo 𝑎 por
𝑢
2 e 𝑏 por

𝑣
2 , obtemos 𝑢2 − 𝑑𝑣2 ∈ 4ℤ.

a) Se 𝑑 ≡ 2 ou 3(𝑚𝑜𝑑 4), temos que 𝑢 e 𝑣 são pares, pois se 𝑣 fosse

ı́mpar teŕıamos 𝑣2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4). Assim, como 𝑢2 − 𝑑𝑣2 ∈ 4ℤ temos

que 𝑢2 ≡ 𝑑𝑣2 ≡ 𝑑(𝑚𝑜𝑑 4), ou seja, 𝑑 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4) ou 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4),
o que é um absurdo. Portanto, conclúımos que 𝑣 é par, isto é,

𝑣2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4) e assim, 𝑢2 ≡ 𝑑𝑣2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 4) o que implica que 𝑢 é

par. Logo, se 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 ∈ 𝔸𝕂 temos que 𝛼 ∈ ℤ[√𝑑] e assim,

𝔸𝕂 ⊂ ℤ[√𝑑]. Por outro lado, tomando 𝛼 ∈ ℤ[√𝑑], temos que 𝛼 é

raiz do polinômio 𝑋2 −2𝑎𝑋+𝑎2 −𝑑𝑏2 ∈ ℤ[𝑋], pois pela Proposição

2.2.2, temos que 2𝑎, 𝑎2 − 𝑑𝑏2 ∈ ℤ. Logo, ℤ[√𝑑] ⊂ 𝔸𝕂. Portanto,
𝔸𝕂 = ℤ[√𝑑].
b) Se 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), temos que 𝑢2 − 𝑑𝑣2 ∈ 4ℤ, e que 𝑢 e 𝑣 são

de mesma paridade, isto é, são ambos pares ou ı́mpares. Se 𝑢
e 𝑣 são pares então 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. Logo, 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 ∈ ℤ[√𝑑]. Se
𝑢 e 𝑣 são ı́mpares, então 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√𝑑 = 𝑢/2 + 𝑣/2√𝑑 = (𝑢 −
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𝑣)/2 + 𝑣((1 + √𝑑)/2) ∈ ℤ
1+√𝑑

2  . Portanto, 𝛼 ∈ ℤ
1+√𝑑

2  , ou seja,

𝔸𝕂 ⊂ ℤ
1+√𝑑

2  . Por outro lado, se 𝛼 = 𝑎 + 𝑏
1+√𝑑

2  ∈ ℤ
1+√𝑑

2  ,
com 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, temos que 2𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ e (𝑎 + 𝑏/2)2 − 𝑑(𝑏/2)2 =
𝑎2 + 𝑎𝑏 + (1 − 𝑑)𝑏2/4 ∈ ℤ, pois 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4). Logo, ℤ

1+√𝑑
2  ⊂ 𝔸𝕂,

pois os coeficientes do polinômio minimal de 𝛼, 𝑚(𝑋) = 𝑋2 − (2𝑎 +
𝑏)𝑋 + 𝑎2 + 𝑎𝑏 + (1 − 𝑑)𝑏2/4 estão em ℤ. Portanto, ℤ

1+√𝑑
2  = 𝔸𝕂.

Exemplo 2.2.1. Seja 𝕂 o corpo quadrático ℚ(√−1). O anel dos

inteiros algébricos de 𝕂 é dado por 𝔸𝕂 = ℤ[𝑖] = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈
ℤ}, onde 𝑖 = √−1 pois 𝑑 = −1 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 4). O anel dos inteiros

algébricos do corpo quadrático ℚ(√−3)é ℤ
1+√−3

2  .

Como os ℚ-monomorfismos de 𝕂 = ℚ(√𝑑), com 𝑑 ∈ ℤ livre

de quadrados, em ℂ são 𝜎1 e 𝜎2, onde 𝜎1(√𝑑) = √𝑑 e 𝜎2(√𝑑) =
−√𝑑, segue que o discriminante absoluto de um corpo quadrático

é obtido do seguinte modo:

i) se 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4), então

𝐷𝕂 = 𝐷𝕂/ℚ
1, 1 + √𝑑

2 

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜎1(1) 𝜎2(1)

𝜎1
1 + √𝑑

2 
𝜎2

1 + √𝑑
2 

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

2

=
⎛
⎜
⎜
⎝
det

⎛
⎜
⎜
⎝

1 1
1 + √𝑑

2
1 − √𝑑

2

⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎠

2

= 𝑑.



74 CARINA ALVES • ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

ii) se 𝑑 ≡ 2 ou 3(𝑚𝑜𝑑 4) então

𝐷𝕂 = 𝐷𝕂/ℚ1, √𝑑 =


det


𝜎1(1) 𝜎2(1)
𝜎1(√𝑑) 𝜎2(√𝑑) 

2

=


det


1 1
√𝑑 −√𝑑 

2

= 4𝑑.

Exemplo 2.2.2. Dado 𝕂 = ℚ(√5), tem-se 𝔸𝕂 = ℤ


1 + √5
2 

,

isto é,


1, 1 + √5
2 

é uma base integral de 𝔸𝕂 e o discriminante

absoluto de 𝕂 é 5. Os monomorfismos de 𝕂 em ℂ são 𝜎1 a inclusão

e 𝜎2 a conjugação complexa, isto é, 𝜎1(𝑎 + 𝑏√5) = 𝑎 + 𝑏√5 e

𝜎2(𝑎+𝑏√5) = 𝑎−𝑏√5. Logo, 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑎+𝑏√5) =
2


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑎+𝑏√5) = 2𝑎

e 𝑁𝕂/ℚ(𝑎 + 𝑏√5) =
2


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑎 + 𝑏√5) = 𝑎2 + 𝑏2.

Exemplo 2.2.3. Dado 𝕂 = ℚ(𝑖) então 𝔸𝕂 = ℤ[√−1], isto é,

{1, √−1} é uma base integral para 𝔸𝕂 e o discriminante absoluto

de 𝕂 é −4. Os monomorfismos de 𝕂 em ℂ são 𝜎1 a inclusão e 𝜎2

a conjugação complexa, isto é, 𝜎1(𝑎 + 𝑏√−1) = 𝑎 + 𝑏√−1 e 𝜎2(𝑎 +

𝑏√−1) = 𝑎−𝑏√−1. Logo, 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑎+𝑏√−1) =
2


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑎+𝑏√−1) = 2𝑎

e 𝑁𝕂/ℚ(𝑎 + 𝑏√−1) =
2


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑎 + 𝑏√−1) = 𝑎2 + 𝑏2

2.3 Corpos ciclotômicos

Nesta seção apresentamos os corpos ciclotômicos. Esses cor-

pos desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos

Números, uma vez que é posśıvel caracterizar o anel dos intei-



RETICULADOS VIA CORPOS CICLOTÔMICOS 75

ros algébricos de um corpo ciclotômico e, consequentemente, seu

discriminante.

Definição 2.3.1. Seja 𝕂 um corpo. Um elemento 𝜁 ∈ 𝕂 é cha-

mado uma raiz 𝑛-ésima da unidade se 𝜁𝑛 = 1, para 𝑛 ≥ 1, um

inteiro.

Segue da Definição 2.3.1 que as ráızes 𝑛-ésimas da unidade são

ráızes do polinômio 𝑥𝑛 −1. Seja 𝑈 = {𝜁 𝑟1 , ⋯ , 𝜁 𝑟𝑛 } o conjunto de to-

das as ráızes distintas de 𝑋𝑛 − 1 em 𝕂. Como (𝜁 𝑖𝜁 𝑗)𝑛 = (𝜁 𝑖)𝑛(𝜁 𝑗)𝑛 =
(𝜁𝑛)𝑖(𝜁𝑛)𝑗 = 1 e 

𝜁 𝑖

𝜁 𝑗 
𝑛

= (𝜁 𝑖)𝑛

(𝜁 𝑗)𝑛 = (𝜁𝑛)𝑖

(𝜁𝑛)𝑗 = 1, segue que o conjunto

𝑈 é um grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo

finito num corpo é ćıclico então segue que 𝑈 é um grupo ćıclico.

Assim, podemos representar as 𝑛 ráızes 𝑛-ésimas da unidade por

𝜁, 𝜁2, ⋯ , 𝜁𝑛 = 1, onde 𝜁 é um gerador do grupo 𝑈. As ráızes 𝑛-
ésimas primitivas da unidade são os geradores do grupo 𝑈, isto é,

os elementos 𝜁𝑘 com 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑛) = 1, para 𝑘 = 1, 2, ⋯ , 𝑛. O número

das ráızes 𝑛-ésimas primitivas da unidade é dado por

𝜙(𝑛) = #{0 < 𝑚 < 𝑛 ∶ 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) = 1, 𝑚 ∈ ℤ},

onde 𝜙 é a função de Euler. Dado 𝑛 um inteiro positivo, definimos

𝜁𝑛 como sendo 𝑒 2𝜋𝑖
𝑛 e o corpo ℚ(𝜁𝑛) é chamado o 𝑛−ésimo corpo

ciclotômico.

Definição 2.3.2. O polinômio 𝜑𝑛(𝑋) =
𝑛


𝑗=1, 𝑚𝑑𝑐(𝑗,𝑛)=1

(𝑋 − 𝜁 𝑗
𝑛 ) é cha-

mado de 𝑛−ésimo polinômio ciclotômico.

Lema 2.3.1. (Lang, 1972, p.206) Se 𝑛 é um inteiro positivo, então

𝑋𝑛 − 1 = 
𝑑|𝑛

𝜑𝑑(𝑋).

Demonstração: Sendo 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑛−1, temos que as ráızes de 𝑓(𝑋)
são 1, 𝜔, 𝜔2, ⋯ , 𝜔𝑛−1. Logo 𝑋𝑛 − 1 = (𝑋 − 1)(𝑋 − 𝜔) ⋯ (𝑋 − 𝜔𝑛−1).
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Analisando os peŕıodos de cada raiz de f(X), e escrevendo todas

as ráızes de mesmo peŕıodo como um polinômio da forma 𝜑𝑑(𝑋) =


𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑𝑜 𝜔=𝑑

(𝑋 − 𝜔), segue que 𝑋𝑛 − 1 = 
𝑑|𝑛

𝜑𝑑(𝑋).

Exemplo 2.3.1. Considere o polinômio 𝑓(𝑋) = 𝑋6−1. Temos que

as ráızes de 𝑓(𝑋) são 𝜔, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4, 𝜔5, 𝜔6. Deste modo, 𝜔, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4,
e 𝜔5 tem peŕıodo 6, 3, 2, 3 e 6, respectivamente. Assim, 𝜑1(𝑋) =
(𝑋 − 𝜔6) = (𝑋 − 1), 𝜑2(𝑋) = (𝑋 − 𝜔3), 𝜑3(𝑋) = (𝑋 − 𝜔2)(𝑋 −
𝜔4), 𝜑6(𝑋) = (𝑋−𝜔)(𝑋−𝜔5). Como os divisores de 6 são 1, 2, 3, 6,

temos que 𝑋6−1 = 
𝑑|6

𝜑𝑑(𝑋), ou seja, 𝑋6−1 = 𝜑1(𝑋)𝜑2(𝑋)𝜑3(𝑋)𝜑6(𝑋) =

(𝑋 − 1)(𝑋 − 𝜔3)(𝑋 − 𝜔2)(𝑋 − 𝜔4)(𝑋 − 𝜔)(𝑋 − 𝜔5).

Como consequência do Lema 2.3.1 temos que

𝜑𝑛(𝑋) = 𝑋𝑛 − 1


𝑑|𝑛, 𝑑<𝑛

𝜑𝑑(𝑋)
. (2.3)

Assim 𝜑1(𝑋) = 𝑋−1, 𝜑2(𝑋) = 𝑋2 − 1
𝜑1(𝑋) = 𝑋2 − 1

𝑋 − 1 = 𝑋+1, 𝜑3(𝑋) =

𝑋3 − 1
𝜑1(𝑋) = 𝑋3 − 1

𝑋 − 1 = 𝑋2 + 𝑋 + 1, 𝜑4(𝑋) = 𝑋4 − 1
𝜑1(𝑋)𝜑2(𝑋) =

(𝑋2 − 1)(𝑋2 + 1)
(𝑋 − 1)(𝑋 + 1) = 𝑋2 + 1. Quando 𝑛 = 𝑝, onde p é um número

primo, segue que

𝜑𝑝(𝑋) = 𝑋𝑝 − 1
𝜑1(𝑋) = 𝑋𝑝 − 1

𝑋 − 1 = 𝑋𝑝−1 + ⋯ + 𝑋 + 1. (2.4)

que é chamado de p-ésimo polinômio ciclotômico. Quando

𝑛 = 𝑝𝑟, onde 𝑟 é um número inteiro maior que 1 e 𝑝 é um número

primo, de acordo com o Lema 2.3.1,

𝑋𝑝𝑟 − 1 = 𝜑1(𝑋)𝜑𝑝(𝑋)𝜑𝑝2 (𝑋) ⋯ 𝜑𝑝𝑟−1 (𝑋)𝜑𝑝𝑟 (𝑋) 𝑒
𝑋𝑝𝑟−1 − 1 = 𝜑1(𝑋)𝜑𝑝(𝑋)𝜑𝑝2 (𝑋) ⋯ 𝜑𝑝𝑟−1 (𝑋).
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Logo 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑋𝑝𝑟 − 1
𝑋𝑝𝑟−1 − 1

= 𝑋(𝑝−1)𝑝𝑟−1 + 𝑋(𝑝−2)𝑝𝑟−1 + ⋯ + 𝑋𝑝𝑟−1 + 1.
Este polinômio é chamado de 𝑝𝑟-ésimo polinômio ciclotômico.

Teorema 2.3.1. (Lang, 1972, p.204,Teo.6) Se 𝜁𝑛 é uma raiz 𝑛-
ésima primitiva da unidade, então [ℚ(𝜁𝑛) ∶ ℚ] = 𝜙(𝑛).

Demonstração. Seja 𝑓(𝑋) um polinômio mônico, irredut́ıvel e

de menor grau de 𝜁𝑛 sobre ℚ. Logo 𝑋𝑛 −1 = 𝑓(𝑋)ℎ(𝑋), com ℎ(𝑋) ∈
ℚ[𝑋]. Pelo lema de Gauss segue que 𝑓(𝑋), ℎ(𝑋) ∈ ℤ[𝑋]. Seja 𝑝 um

número primo tal que 𝑝 ∤ 𝑛. Assim, 𝜁𝑝
𝑛 é raiz 𝑛-ésima primitiva da

unidade. Logo (𝜁𝑝
𝑛 )𝑛 − 1 = 𝑓(𝜁𝑝

𝑛 )ℎ(𝜁𝑝
𝑛 ), ou seja, 0 = 𝑓(𝜁𝑝

𝑛 )ℎ(𝜁𝑝
𝑛 ). As-

sim, se 𝜁𝑝
𝑛 não for raiz de 𝑓(𝑋), então 𝜁𝑝

𝑛 é raiz de ℎ(𝑋), e portanto 𝜁𝑛

é raiz de ℎ(𝑋𝑝). Portanto, pelo modo como tomamos 𝑓(𝑋), segue
que, 𝑓(𝑋) | ℎ(𝑋𝑝), ou seja, ℎ(𝑋𝑝) = 𝑓(𝑋)𝑔(𝑋), com 𝑔(𝑋) ∈ ℤ[𝑋]
pelo lema de Gauss. Como consequência do pequeno Teorema

de Fermat, 𝑎𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑝) e dáı ℎ(𝑋𝑝) ≡ ℎ(𝑋)𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Assim,

𝑓(𝑋)𝑔(𝑋) ≡ ℎ(𝑋)𝑝(𝑚𝑜𝑑 𝑝), e portanto ℎ(𝑋)𝑝 ≡ 𝑓(𝑋)𝑔(𝑋)(𝑚𝑜𝑑 𝑝).
Logo, ℎ(𝜁𝑛)𝑝 = 0, pois 𝜁𝑛 é raiz de 𝑓(𝑋). E recursivamente che-

gamos que ℎ(𝜁𝑛) = 0. Portanto 𝑓 e ℎ tem uma raiz em comum.

Assim 𝑋𝑛 − 1 = 𝑓(𝑋)ℎ(𝑋), e portanto 𝑋𝑛 − 1 tem ráızes múltiplas.

Logo 𝑛𝑋𝑛−1 = 0 e assim, para qualquer 𝛼 ∈ ℤ𝑝, 𝑛𝛼𝑛−1 = 0. Como

a caracteŕıstica de ℤ𝑝 é 𝑝 segue que 𝑝|𝑛, o que contradiz o fato de

termos suposto que 𝑝 ∤ 𝑛. Portanto 𝜁𝑝
𝑛 é raiz de 𝑓(𝑋) ∀ 𝑝 ∤ 𝑛 e

𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑛) = 1. Logo 𝜕(𝑓(𝑋)) ≥ 𝜕(𝜑𝑛(𝑋)), pois toda raiz de 𝜑𝑛(𝑋)
é raiz de 𝑓(𝑋), e como 𝑓(𝑋)|𝜑𝑛(𝑋), segue que 𝜕(𝜑𝑛(𝑋)) ≥ 𝜕(𝑓(𝑋)).
Portanto 𝜕(𝑓(𝑋)) = 𝜕(𝜑𝑛(𝑋)) = 𝜙(𝑛).

Observação 2.3.1. Existe um único polinômio minimal 𝑓(𝑋) tal
que 𝑓(𝜁𝑛) = 0. Pelo Teorema 2.3.1, 𝜕(𝑓(𝑋)) = 𝜕(𝜑𝑛(𝑋)), e 𝜑𝑛(𝜁𝑛) =
0. Assim 𝑓(𝑋) = 𝜑𝑛(𝑋), e assim 𝜑𝑛(𝑋) é irredut́ıvel.
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Lema 2.3.2. (Lang, 1972, p.204) Se 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) = 1, então 𝑈𝑚𝑛 ≅
𝑈𝑚 × 𝑈𝑛.

Demonstração. Seja a seguinte função:

𝜑 ∶ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 ⟶ 𝑈𝑚𝑛

(𝑎, 𝑏) ⟼ 𝑎𝑏

i) 𝜑 esta bem definida, pois (𝑎𝑏)𝑚𝑛 = (𝑎𝑚)𝑛(𝑏𝑛)𝑚 = 1
ii) 𝜑 é homomorfismo, pois ∀ (𝑎, 𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 temos que

𝜑((𝑎, 𝑏) ⋅ (𝑐, 𝑑)) = 𝜑(𝑎𝑐, 𝑏𝑑) = (𝑎𝑐𝑏𝑑) = (𝑎𝑏)(𝑐𝑑) = 𝜑(𝑎, 𝑏)𝜑(𝑐, 𝑑).
iii) 𝜑 é injetora: Temos que provar que 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈𝑚 ×
𝑈𝑛 ∶ 𝜑(𝑎, 𝑏) = 1} = {1}. Deste modo, temos que mostrar que para

∀ (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑈𝑚 × 𝑈𝑛 tal que 𝜑(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏 = 1 ⟹ 𝑎 = 𝑏 = 1. Para
isto, seja 𝑎 = 𝜁𝑘

𝑚, 𝑏 = 𝜁 𝑙
𝑛, onde 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1 e 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛 − 1. Assim,

𝑎𝑏 = 1 ⟺ 𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛 = 1 ⟺ 𝜁𝑘
𝑚 = 𝜁−𝑙

𝑛 ⟺ 𝜁𝑛𝑘
𝑚 = 𝜁−𝑛𝑙

𝑛 ⟺ 𝜁𝑛𝑘
𝑚 = 1.

Logo, como 𝜁𝑚 é uma raiz 𝑚-ésima primitiva da unidade, segue

que 𝑚|𝑛𝑘, e como 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) = 1 então 𝑚|𝑘, e isto implica que

𝑘 = 𝑚𝑥. Analogamente 𝑛|𝑙, e isto implica que 𝑙 = 𝑛𝑦. Deste modo,

𝜁𝑘
𝑚 = 𝜁𝑚𝑥

𝑚 = 1 = 𝜁−𝑛𝑦
𝑛 = 𝜁−𝑙

𝑛 , ou seja, 𝜁𝑘
𝑚 = 𝜁−𝑙

𝑛 = 1, e isto implica

que 𝑘 = 𝑙 = 0, pois 𝜁𝑚 e 𝜁𝑛 são ráızes 𝑚-ésima e 𝑛-ésima primitivas

da unidade, respectivamente. Portanto 𝑎𝑏 = 1 ⟺ 𝑎 = 𝑏 = 1.
Portanto 𝐾𝑒𝑟(𝜑) = {1} e assim 𝜑 é injetora.

iv) 𝜑 é sobrejetora: Como 𝑜(𝑈𝑚 × 𝑈𝑛) = 𝑜(𝑈𝑚𝑛) e 𝜑 é injetora,

segue que 𝜑 é sobrejetora. Por 𝑖𝑖𝑖) e 𝑖𝑣), 𝜑 é bijetora. Portanto 𝜑
é isomorfismo.

Proposição 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) Temos que 𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛, para 0 ≤
𝑘 ≤ 𝑚−1 e 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛−1, é uma raiz 𝑚𝑛-ésima primitiva da unidade

se, e somente se, 𝜁𝑘
𝑚 é uma raiz 𝑚-ésima primitiva da unidade e

𝜁 𝑙
𝑛 é uma raiz 𝑛-ésima primitiva da unidade.
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Demonstração. Se 𝜁𝑘
𝑚 não é uma raiz 𝑚-ésima primitiva da

unidade, então temos que 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑚) = 𝑑 > 1. Assim, (𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛) 𝑚𝑛
𝑑 =

((𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛)𝑚𝑛) 1
𝑑 = 1 1

𝑑 = 1, o que é absurdo, pois
𝑚𝑛
𝑑 < 𝑚𝑛. Reciproca-

mente, se 𝜁𝑘
𝑚 é uma raiz 𝑚-ésima primitiva da unidade e 𝜁 𝑙

𝑛 é uma

raiz 𝑛-ésima primitiva da unidade, então 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑚) = 𝑚𝑑𝑐(𝑙, 𝑛) =
1. Assim,

(𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛)𝑎 = 1 ⟺ 𝜁𝑘𝑎
𝑚 𝜁 𝑙𝑎

𝑛 = 1 ⟺ 𝜁𝑘𝑎
𝑚 = 𝜁−𝑙𝑎

𝑛 ⟺ 𝜁𝑘𝑎𝑛
𝑚 = 𝜁−𝑙𝑎𝑛

𝑛 ⟺
(𝜁𝑘

𝑚)𝑛𝑎 = (𝜁𝑛
𝑛 )−𝑙𝑎 ⟺ (𝜁𝑘

𝑚)𝑛𝑎 = 1−𝑙𝑎 ⟺ (𝜁𝑘
𝑚)𝑛𝑎 = 1 ⟺ 𝑚|𝑛𝑎.

Como 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) = 1 segue que 𝑚|𝑎. De modo análogo, 𝑛|𝑎. Ainda,

usando o fato de que 𝑚𝑑𝑐(𝑚, 𝑛) = 1 segue que 𝑚𝑛|𝑎. Assim temos

que, (𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛)𝑚𝑛 = (𝜁𝑚
𝑚 )𝑘𝑛(𝜁𝑛

𝑛 )𝑙𝑚 = 1. Assim, 𝑚𝑛 é a menor potência tal

que (𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛)𝑚𝑛 = 1. Portanto 𝜁𝑘
𝑚𝜁 𝑙

𝑛 é uma raiz 𝑚𝑛-ésima primitiva da

unidade.

Corolário 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) ℚ(𝜁𝑚)ℚ(𝜁𝑛) = ℚ(𝜁𝑚𝑛).

Sejam 𝑝 um número primo e 𝜁𝑝 uma raiz 𝑝-ésima primitiva da

unidade. Como em 𝜑𝑝(𝑋) o coeficiente 𝑎𝑝−2 do termo 𝑋𝑝−2 é igual

a 1, segue que


𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1) = ℚ(𝜁𝑝) ∶ ℚ ⋅ 1 = 𝑝 − 1, e

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁 𝑗
𝑝 ) = −𝑎𝑝−2 = −1, para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝 − 1.

Consequentemente,

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1−𝜁 𝑗
𝑝 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1)−𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁 𝑗

𝑝 ) = 𝑝, para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝−1.
(2.5)

Os elementos 1 − 𝜁 𝑗
𝑝 , para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝 − 1, são todos os conjugados

de 1 − 𝜁𝑘
𝑝 , para 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝 − 1. Assim, pela Definição 2.3.2, segue

que 𝑁ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1 − 𝜁𝑘
𝑝 ) = 𝜑𝑝(1) = 𝑝, para 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝 − 1.
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Lema 2.3.3. (Simonato, 2000, p.18, Lema1.4.4) Se 𝔸𝕂 é o anel

dos inteiros algébricos de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝) então:

i) (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 ∩ ℤ = 𝑝ℤ.
ii) 𝑇𝑟𝕂/ℚ((1 − 𝜁𝑝)𝑦) ∈ 𝑝ℤ, ∀ 𝑦 ∈ 𝔸𝕂.

Demonstração: i)O 𝑝-ésimo polinômio ciclotômico de 𝜁𝑝 é 𝜑𝑝(𝑋) =
𝑋𝑝−1 +⋯+𝑋+1 = (𝑋−𝜁𝑝)(𝑋−𝜁2

𝑝 ) ⋯ (𝑋−𝜁𝑝−1
𝑝 ). Como 𝑁ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1−

𝜁𝑘
𝑝 ) = (1 − 𝜁𝑝)(1 − 𝜁2

𝑝 ) ⋯ (1 − 𝜁𝑝−1
𝑝 ) = 𝑝, segue que 𝜑𝑝(1) = (1 − 𝜁𝑝)(1 −

𝜁2
𝑝 ) ⋯ (1 − 𝜁𝑝−1

𝑝 ) = 𝑝. Como 1 − 𝜁 𝑗
𝑝 ∈ 𝔸𝕂, para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑝 − 1,

segue que 𝑝 ∈ (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂. Portanto 𝑝ℤ ⊂ (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 ∩ ℤ. Para
mostrar a outra inclusão, vamos supor por absurdo que 𝑝ℤ está

contido propriamente em (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 ∩ ℤ ⊂ ℤ. Como 𝑝ℤ é um ideal

maximal de ℤ, então (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 ∩ ℤ = ℤ. Como 1 ∈ ℤ segue que

1 = (1 − 𝜁𝑝)𝑎, para algum 𝑎 ∈ 𝔸𝕂. Logo 1 − 𝜁𝑝 é inverśıvel em 𝔸𝕂,
e assim 1 − 𝜁 𝑗

𝑝 são inverśıveis em 𝔸𝕂, para 𝑗 = 2, ⋯ , 𝑝 − 1. Assim,

(1−𝜁𝑝)(1−𝜁2
𝑝 ) ⋯ (1−𝜁𝑝−1

𝑝 ) é inverśıvel em 𝔸𝕂 ∩ℤ, isto é, 𝑝 é inverśı-

vel em 𝔸𝕂 ∩ ℤ, o que é um absurdo. Portanto (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 ∩ ℤ = 𝑝ℤ.
ii) Cada conjugado 𝑦𝑖(1−𝜁 𝑖

𝑝) de 𝑦(1−𝜁𝑝) é um múltiplo de 1−𝜁 𝑖
𝑝 em

𝔸𝕂, para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑝 − 1. Como 1 − 𝜁 𝑖
𝑝 = (1 − 𝜁𝑝)(1 + 𝜁𝑝 + ⋯ + 𝜁 𝑖−1

𝑝 )
segue que 1 − 𝜁 𝑖

𝑝 é um múltiplo de 1 − 𝜁𝑝 em 𝔸𝕂. Sendo o traço a

soma dos conjugados, 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑦(1 − 𝜁𝑝)) = 𝑦1(1 − 𝜁𝑝) + 𝑦2(1 − 𝜁2
𝑝 ) +

⋯ + 𝑦𝑝−1(1 − 𝜁𝑝−1
𝑝 ) = 𝛼(1 − 𝜁𝑝), 𝛼 ∈ 𝔸𝕂. Portanto 𝑇𝑟(𝑦(1 − 𝜁𝑝)) ∈

𝔸𝕂(1 − 𝜁𝑝). Como, pela Proposição 1.3.4, ℤ é integralmente fe-

chado, segue pelo Corolário 1.5.1 que 𝑇𝑟(𝑦(1 − 𝜁𝑝)) ∈ ℤ. Assim,

𝑇𝑟(𝑦(1 − 𝜁𝑝)) ∈ 𝔸𝕂(1 − 𝜁𝑝) ∩ ℤ = 𝑝ℤ, onde a igualdade segue de (𝑖).

Teorema 2.3.2. (Samuel, 1967, p.43, Teo.2) O anel dos inteiros

de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝) é 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝] e {1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2
𝑝 } é uma base de ℤ[𝜁𝑝]

como um ℤ-módulo.
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Demonstração: Seja 𝔸𝕂 o anel dos inteiros de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝). Como

ℤ[𝜁𝑝] ⊂ 𝔸𝕂, falta mostrar que 𝔸𝕂 ⊂ ℤ[𝜁𝑝]. Se 𝛼 ∈ 𝔸𝕂, então

𝛼 ∈ ℚ(𝜁𝑝), e assim podemos escrever

𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝 + ⋯ + 𝑎𝑝−2𝜁𝑝−2
𝑝 , (2.6)

com 𝑎𝑖 ∈ ℚ, para 𝑖 = 0, 1, ⋯ , 𝑝 − 2. Multiplicando por 1 − 𝜁𝑝 em

ambos os membros temos que

𝛼(1 − 𝜁𝑝) = 𝑎0(1 − 𝜁𝑝) + 𝑎1(𝜁𝑝 − 𝜁2
𝑝 ) + ⋯ + 𝑎𝑝−2(𝜁𝑝−2

𝑝 − 𝜁𝑝−1
𝑝 ).

Aplicando o traço nesta equação e usando a sua linearidade, ob-

temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝛼(1 − 𝜁𝑝)) =
𝑎0𝑇𝑟(1 − 𝜁𝑝) + 𝑎1𝑇𝑟(𝜁𝑝 − 𝜁2

𝑝 ) + ⋯ + 𝑎𝑝−2𝑇𝑟(𝜁𝑝−2
𝑝 − 𝜁𝑝−1

𝑝 ) ∈ 𝑝ℤ,

pelo Lema 2.3.3. Como 𝑇𝑟(𝜁 𝑖
𝑝 − 𝜁 𝑖+1

𝑝 ) = 0, para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑝 − 2,
segue que 𝑎0𝑇𝑟(1−𝜁𝑝) = 𝑎0𝑝 ∈ 𝑝ℤ e assim 𝑎0 ∈ ℤ. Como 𝜁−1

𝑝 = 𝜁𝑝−1
𝑝

segue que 𝜁−1
𝑝 ∈ 𝔸𝕂, e portanto pela Equação (2.6) segue que

(𝛼 − 𝑎0)𝜁−1
𝑝 = 𝑎1 + 𝑎2𝜁𝑝 + ⋯ + 𝑎𝑝−2𝜁𝑝−3

𝑝 .

Multiplicando ambos os membros por 1 − 𝜁𝑝 temos que

(𝛼 − 𝑎0)𝜁−1
𝑝 (1 − 𝜁𝑝) = 𝑎1(1 − 𝜁𝑝) + 𝑎2(𝜁𝑝 − 𝜁2

𝑝 ) + ⋯ + 𝑎𝑝−2(𝜁𝑝−3
𝑝 − 𝜁𝑝−2

𝑝 ).

Logo

𝑇𝑟((𝛼 − 𝑎0)𝜁−1
𝑝 (1 − 𝜁𝑝)) =

𝑎1𝑇𝑟(1 − 𝜁𝑝) + 𝑎2𝑇𝑟(𝜁𝑝 − 𝜁2
𝑝 ) + ⋯ + 𝑎𝑝−2𝑇𝑟(𝜁𝑝−3

𝑝 − 𝜁𝑝−2
𝑝 ) ∈ 𝑝ℤ.

Mas 𝑎1𝑇𝑟(1 − 𝜁𝑝) = 𝑎1𝑝 ∈ 𝑝ℤ e assim 𝑎1 ∈ ℤ. Continuando dessa

forma, chegamos que 𝑎𝑖 ∈ ℤ, para todo 𝑖 = 0, 1, ⋯ 𝑝 − 2. Portanto
𝔸𝕂 ⊆ ℤ + ℤ𝜁𝑝 + ⋯ + ℤ𝜁𝑝−2

𝑝 , ou seja, 𝔸𝕂 ⊆ ℤ[𝜁𝑝]. Deste modo

conclúımos que 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝]. Além disso, como 1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2
𝑝 são
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linearmente independentes sobre ℤ, pois são sobre ℚ e como 𝔸𝕂 =
ℤ+ℤ𝜁𝑝 +⋯+ℤ𝜁𝑝−2

𝑝 segue que {1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2
𝑝 } é uma base de ℤ[𝜁𝑝].

Proposição 2.3.2. (Simonato, 2000, p.19,Obs.1.4.6) O discrimi-

nante absoluto de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝) sobre ℚ é dado por 𝐷𝕂 =
𝐷ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2

𝑝 ) = (−1)
(𝑝−1)(𝑝−2)

2 𝑝𝑝−2.

Demonstração: Sejam 𝑝 um número primo e 𝜁𝑝 uma raiz 𝑝-
ésima da unidade. Vimos que {1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2

𝑝 } é uma base integral

de ℤ[𝜁𝑝]. Pela Proposição 1.6.4 temos que 𝐷ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2
𝑝 ) =

(−1)
(𝑝−1)(𝑝−2)

2 𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(𝜑′
𝑝(𝜁𝑝)), e deste modo vamos mostrar que

𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(𝜑′
𝑝(𝜁𝑝)) = 𝑝𝑝−2. Como o 𝑝-ésimo polinômio ciclotômico é

dado por 𝜑𝑝(𝑋) = 𝑋𝑝 − 1
𝑋 − 1 , segue que derivando ambos os lados te-

mos que 𝜑′
𝑝(𝑋) = (𝑋 − 1)𝑝 𝑋𝑝−1 − (𝑋𝑝 − 1)

(𝑋 − 1)2 . Substituindo 𝑋 por 𝜁𝑝

temos que 𝜑′
𝑝(𝜁𝑝) =

(𝜁𝑝 − 1)𝑝 𝜁𝑝−1
𝑝 − (𝜁𝑝

𝑝 − 1)
(𝜁𝑝 − 1)2 . Como 𝜁𝑝

𝑝 = 1, pois 𝜁𝑝

é uma raiz p-ésima da unidade, temos que 𝜑′
𝑝(𝜁𝑝) =

𝑝 𝜁−1
𝑝 (𝜁𝑝 − 1)

(𝜁𝑝 − 1)2 ,

ou seja, 𝜑′
𝑝(𝜁𝑝) = 𝑝

(𝜁𝑝 − 1)𝜁𝑝
, e isto implica que 𝜑′

𝑝(𝜁𝑝) = −𝑝
(1 − 𝜁𝑝)𝜁𝑝

.
Aplicando a norma e usando a sua linearidade obtemos que

𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(𝜑′
𝑝(𝜁𝑝)) =

𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(−𝑝)
𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(1 − 𝜁𝑝)𝑁ℚ(𝜁𝑝)/𝑄(𝜁𝑝) = (−𝑝)𝑝−1

𝑝 ⋅ 1 = 𝑝𝑝−1

𝑝 =

𝑝𝑝−2. Portanto 𝐷ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1, 𝜁𝑝, ⋯ , 𝜁𝑝−2
𝑝 ) = (−1)

(𝑝−1)(𝑝−2)
2 𝑝𝑝−2.

Sejam 𝑝 um número primo e 𝑛 ≥ 1 um inteiro. O Lema 2.3.3

estende naturalmente para o 𝑝𝑟-ésimo corpo ciclotômico, ℚ(𝜁𝑝𝑟 ),
ou seja, valem


𝑖) (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝔸𝕂 ∩ ℤ = 𝑝ℤ.
𝑖𝑖) 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ((1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑦) ∈ 𝑝ℤ, ∀ 𝑦 ∈ 𝔸𝕂.
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onde 𝔸𝕂 é o anel dos inteiros de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ). Nosso objetivo agora

é encontrar o anel dos inteiros algébricos, 𝔸𝕂, de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ).

Lema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Lema.1) Temos que ℤ[1−𝜁𝑝𝑟 ] =
ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] e que

𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 1 − 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝜙(𝑝𝑟)−1) = 𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝜙(𝑝𝑟)−1
𝑝𝑟 ),

onde 𝑝𝑟 ≥ 3.

Demonstração. Por definição, ℤ[𝛼] =


𝑖
𝑎𝑖𝛼𝑖 ∶ 𝑎𝑖 ∈ ℤ


.

Logo, para qualquer 𝛼 ∈ ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ] temos que 𝛼 = 𝑏0 + 𝑏1(1 −
𝜁𝑝𝑟 ) + 𝑏2(1 − 𝜁𝑝𝑟 )2 + ⋯ + 𝑏(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1(1 − 𝜁𝑝𝑟 )(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1 = (𝑏0 + 𝑏1 +
𝑏2 + ⋯ + 𝑏(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1) + (−𝑏1 − 2𝑏2)𝜁𝑝𝑟 + 𝑏2𝜁2

𝑝𝑟 + ⋯ . Assim, temos

que 𝛼 é da forma 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑟 + 𝑎2𝜁2
𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1𝜁 (𝑝−1)𝑝𝑟−1−1

𝑝𝑟 , ou
seja, 𝛼 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ]. Portanto ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ] ⊂ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ]. Por outro lado, seja

𝛼 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ]. Assim, 𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑟 + 𝑎2𝜁2
𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1𝜁 (𝑝−1)𝑝𝑟−1−1

𝑝𝑟 .
Observando que 𝜁𝑝𝑟 = 1 − (1 − 𝜁𝑝𝑟 ), temos que

𝛼 = 𝑎0 + 𝑎1(1 − (1 − 𝜁𝑝𝑟 )) + ⋯ + 𝑎(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1(1 − (1 − 𝜁𝑝𝑟 ))(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1

= 𝑎0 + 𝑎1 − 𝑎1(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + 𝑎2(1 − 2(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + (1 − 𝜁𝑝𝑟 )2) + ⋯

= 𝑎0 + 𝑎1 − 𝑎1(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + 𝑎2 − 2𝑎2(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + 𝑎2(1 − 𝜁𝑝𝑟 )2 + ⋯

= (𝑎0 + ⋯ + 𝑎(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1) + (−𝑎1 − 2𝑎2)(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + ⋯ .

Dessa forma, chegamos que 𝛼 é da forma 𝑏0 +𝑏1(1−𝜁𝑝𝑟 )+𝑏2(1−
𝜁𝑝𝑟 )2 + ⋯ + 𝑏(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1(1 − 𝜁𝑝𝑟 )(𝑝−1)𝑝𝑟−1−1, isto é, 𝛼 ∈ ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ]. Assim

ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] ⊂ ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ]. Portanto, das duas inclusões conclúımos que

ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] = ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ]. Para a segunda parte, como os conjugados de

𝜁𝑝𝑟 são os elementos 𝜁𝑘
𝑝𝑟 tais que 𝑘 = 1, ⋯ , 𝑝𝑟 − 1 e 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 1,

segue que os elementos 1 − 𝜁𝑘
𝑝𝑟 são os conjugados de 1 − 𝜁𝑝𝑟 . Como
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det(𝜎𝑗(𝜁 𝑖
𝑝𝑟 )) é o determinante de uma matriz de Vandermonde,

𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝜙(𝑝𝑟)−1
𝑝𝑟 ) = 

𝑡<𝑘
(𝜁𝑘

𝑝𝑟 − 𝜁 𝑡
𝑝𝑟 )2

= 
𝑡<𝑘

((1 − 𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) − (1 − 𝜁 𝑡

𝑝𝑟 ))2

= 𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, ⋯ , (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝜙(𝑝𝑟)−1).

Lema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.31, Lema 2) Temos que 
𝑘

(1 −

𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) = 𝑝, onde o produto é tomado sobre todos os 𝑘, com 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝𝑟,
e tal que 𝑝 ∤ 𝑘.

Demonstração. Como 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑋𝑝𝑟 − 1
𝑋𝑝𝑟−1 − 1

= 1 + 𝑋𝑝𝑟−1 + 𝑋2𝑝𝑟−1 +

⋯ + 𝑋(𝑝−1)𝑝𝑟−1 , segue que todos os 𝜁𝑘
𝑝𝑟 , onde 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝𝑟 e tal que

𝑝 ̸|𝑘 são ráızes de 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) pois são ráızes de 𝑋𝑝𝑟 − 1 mas não de

𝑋𝑝𝑟−1 − 1. Deste modo, 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) = 
𝑘

(𝑋 − 𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) e existem exatamente

𝜙(𝑝𝑟) = (𝑝−1)𝑝𝑟−1 valores de 𝑘 pois 𝜕(𝜑𝑝𝑟 (𝑋)) = (𝑝−1)𝑝𝑟−1. Tomando

𝑋 = 1, temos que 𝜑𝑝𝑟 (1) = 
𝑘

(1−𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) = 1+1𝑝𝑟−1 +⋯+1(𝑝−1)𝑝𝑟−1 = 𝑝.

Teorema 2.3.3. (Marcus, 1977, p.29, Teo.9) Sejam {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛}
uma base de 𝕂 sobre ℚ consistindo de inteiros algébricos e 𝑑 =
𝐷𝕂/ℚ(𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛). Se 𝛼 ∈ 𝔸𝕂, então 𝛼 pode ser expresso na forma
𝑚1𝛼1 + ⋯ + 𝑚𝑛𝛼𝑛

𝑑 , com 𝑚𝑗 ∈ ℤ e 𝑚2
𝑗 diviśıvel por d, para 𝑗 =

1, 2, ⋯ , 𝑛.

Demonstração. Se 𝛼 ∈ 𝔸𝕂, então 𝛼 ∈ 𝕂. Como {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑛} é

uma base de 𝕂 sobre ℚ, segue que

𝛼 = 𝑥1𝛼1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝛼𝑛,
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com 𝑥𝑗 ∈ ℚ, para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛. Sejam 𝜎1, ⋯ , 𝜎𝑛 os ℚ-monomorfismos

de 𝕂 em ℂ. Aplicando cada 𝜎𝑖, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛, em 𝛼, obtemos

um sistema de 𝑛 equações dada por

𝜎𝑖(𝛼) = 𝑥1𝜎𝑖(𝛼1) + ⋯ + 𝑥𝑛𝜎𝑖(𝛼𝑛),

para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer,

obtemos que as 𝑛 ráızes são dadas por 𝑥𝑗 =
𝛾𝑗
𝛿 , onde 𝛿 = det(𝜎𝑖(𝛼𝑗))

e 𝛾𝑗 é obtido de 𝛿 trocando a 𝑗-ésima coluna por 𝜎𝑖(𝛼). Temos que

os 𝛾𝑗 , para 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, e 𝛿 são inteiros algébricos pois são obtidos

a partir dos 𝛼′
𝑖𝑠, que são, por hipótese, inteiros algébricos. Pela

Proposição 1.6.3, temos que 𝛿2 = 𝑑 e portanto 𝑑𝑥𝑗 = 𝑑
𝛾𝑗
𝛿 = 𝛿2 𝛾𝑗

𝛿 =
𝛿𝛾𝑗 é um inteiro algébrico. Como ℤ é integralmente fechado segue

que 𝑑𝑥𝑗 ∈ ℤ, para 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑛. Seja 𝑚𝑗 = 𝑑𝑥𝑗 , para 𝑗 = 1, 2, ⋯ 𝑛.

Se mostrarmos que
𝑚2

𝑗
𝑑 ∈ ℤ, teremos que 𝑚2

𝑗 é diviśıvel por 𝑑. Mas,

como
𝑚2

𝑗
𝑑 ∈ ℚ e como ℚ é o corpo de frações de ℤ então é suficiente

mostrarmos que
𝑚2

𝑗
𝑑 é um inteiro algébrico. Como 𝑚𝑗 = 𝑑𝑥𝑗 = 𝛿𝛾𝑗

segue que 𝑚2
𝑗 = 𝑑2𝑥2

𝑗 = 𝛿2𝛾2
𝑗 = 𝑑𝛾2

𝑗 . Logo
𝑚2

𝑗
𝑑 = 𝛾2

𝑗 é um inteiro

algébrico pois 𝛾𝑗 é um inteiro algébrico. Portanto
𝑚2

𝑗
𝑑 ∈ ℤ e assim

𝑚2
𝑗 é diviśıvel por 𝑑.

Lema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.31) Se 𝑑 = 𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝑛−1
𝑝𝑟 ),

onde 𝑛 = 𝜙(𝑝𝑟), então 𝑑 = 𝑝𝑠 para algum 𝑠 ∈ ℕ.

Demonstração: Pela Equação (2.3) temos que

𝑋𝑝𝑟 − 1 = 𝜑𝑝𝑟 (𝑋)𝑔(𝑋), (2.7)

onde 𝑔(𝑋) = 𝑋𝑝𝑟−1 −1 e 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) é o polinômio irredut́ıvel de 𝜁𝑝𝑟 sobre

ℚ. Derivando a Equação (2.7) temos que 𝑝𝑟𝑋𝑝𝑟−1 = 𝜑′
𝑝𝑟 (𝑋)𝑔(𝑋) +

𝜑𝑝𝑟 (𝑋)𝑔′ (𝑋), e substituindo 𝑋 por 𝜁𝑝𝑟 obtemos que
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𝑝𝑟𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 = 𝜑′

𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )𝑔(𝜁𝑝𝑟 ) + 𝜑𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )𝑔′ (𝜁𝑝𝑟 ).

Como 𝜑𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 ) = 0 segue que

𝑝𝑟𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 = 𝜑′

𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )𝑔(𝜁𝑝𝑟 ),

e isto é equivalente a

𝑝𝑟𝜁𝑝𝑟

𝑝𝑟 𝜁−1
𝑝𝑟 = 𝜑′

𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )𝑔(𝜁𝑝𝑟 ),

ou seja,

𝑝𝑟 = 𝜁𝑝𝑟 𝜑′
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )𝑔(𝜁𝑝𝑟 ).

Aplicando a função norma nesta última igualdade obtemos que

𝑝𝑛𝑟 = 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜑′
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 ))𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟 𝑔(𝜁𝑝𝑟 )).

Pela Proposição 1.6.4, temos que

𝑝𝑛𝑟 = ±𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, ⋯ , 𝜁𝑛−1
𝑝𝑟 )𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟 𝑔(𝜁𝑝𝑟 )).

Logo, 𝑑|𝑝𝑛𝑟, ou seja, 𝑑 = 𝑝𝑠, para algum inteiro 𝑠.

Teorema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Teo.10) O anel 𝔸𝕂 dos in-

teiros algébricos de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) é ℤ[𝜁𝑝𝑟 ].

Demonstração. Mostraremos que 𝔸𝕂 = ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ], e assim o

teorema segue pelo Lema 2.3.4. Suponhamos que 𝔸𝕂 ≠ ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ].
Pelo Teorema 2.3.3, todo elemento 𝛼 ∈ 𝔸𝕂 pode ser expresso na

forma

𝛼 =
𝑚1 + 𝑚2(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + ⋯ + 𝑚𝑛(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛−1

𝑑 ,

onde 𝑛 = 𝜙(𝑝𝑟), e 𝑚𝑖 ∈ ℤ, para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛. Pelo Lema 2.3.6,

temos que 𝑑 = 𝑝𝑠, onde 𝑠 ∈ ℕ. Logo, existe 𝛼 ∈ 𝔸𝕂 de modo que

nem todos os 𝑚𝑗 são diviśıveis por 𝑝𝑠. Seja 𝑖 ≤ 𝑛 tal que 𝑚𝑖 não

seja diviśıvel por 𝑝𝑠. Assim, temos que 𝑚𝑖 = 𝑝𝑠𝑞 + 𝑟, onde 𝑞, 𝑟 ∈ ℤ
e 𝑟 < 𝑝𝑠. Logo, podemos reescrever 𝛼 da seguinte forma
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𝛼 =
𝑚1 + 𝑚2(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) + ⋯ + (𝑝𝑠𝑞 + 𝑟)(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖−1 + ⋯ + 𝑚𝑛(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛−1

𝑝𝑠 .

Desse modo, 𝔸𝕂 contém um elemento da forma

𝛾 =
𝑟(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖−1 + 𝑚𝑖+1(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖 + ⋯ + 𝑚𝑛(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛−1

𝑝𝑠 .

Multiplicando ambos os lados por 𝑝𝑠−1, obtemos que

𝛾𝑝𝑠−1 =
𝑟(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖−1 + 𝑚𝑖+1(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖 + ⋯ + 𝑚𝑛(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛−1

𝑝 ,

que podemos reescrever como

𝛽 =
𝑎𝑖(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖−1 + 𝑎𝑖+1(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖 + ⋯ + 𝑎𝑛(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛−1

𝑝 ,

com 𝑎𝑗 ∈ ℤ e 𝑎𝑖 não diviśıvel por 𝑝. Pelo Lema 2.3.5, temos que

𝑝/(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑛 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] pois 1 − 𝜁𝑘
𝑝𝑟 é diviśıvel, em ℤ[𝜁𝑝𝑟 ], por 1 − 𝜁𝑝𝑟 .

Então 𝑝/(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] e portanto temos que 𝛽𝑝/(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑖 ∈ 𝔸𝕂.
Subtraindo termos que estão em 𝔸𝕂, obtemos que 𝑎𝑖/(1−𝜁𝑝𝑟 ) ∈ 𝔸𝕂.
Disto segue que 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1−𝜁𝑝𝑟 )| 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝑎𝑖). Como 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝑎𝑖) =
𝑎𝑛

𝑖 e pelo Lema 2.3.5, temos que 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1 − 𝜁𝑝𝑟 ) = 𝑝. Assim 𝑝 | 𝑎𝑛
𝑖 ,

o que é imposśıvel pois 𝑎𝑖 não é diviśıvel por 𝑝. Portanto 𝔸𝕂 =
ℤ[1 − 𝜁𝑝𝑟 ] = ℤ[𝜁𝑝𝑟 ].

Observação 2.3.2. Como o 𝑝𝑟-ésimo polinômio ciclotômico tem

grau (𝑝−1)𝑝𝑟−1 e seu termo independente é igual a 1, obtemos pela

seção 1.4, que

𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁 𝑡
𝑝𝑟 ) = (−1)(𝑝−1)𝑝𝑟−1 , 𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑡 = 0, ⋯ , 𝑝𝑟−1 𝑒 𝑚𝑑𝑐(𝑡, 𝑝𝑟) = 1.

(2.8)

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁 𝑡
𝑝𝑟 ) = −𝑎𝑝−2 = −1, 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑗 = 1, ⋯ , (𝑝 − 1)𝑝𝑟−1 (2.9)

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1) = [ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) ∶ ℚ] = (𝑝 − 1)𝑝𝑟−1. (2.10)
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Proposição 2.3.3. (Simonato, 2000, p.22, Prop.1.4.9) O discri-

minante absoluto de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) sobre ℚ é dado por 𝐷𝕂 =
𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝜙(𝑝𝑟)−1

𝑝𝑟 ) = ±𝑝𝑝𝑟−1⋅(𝑟(𝑝−1)−1).

Demonstração. Pela Proposição 1.6.4 temos que

𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝜙(𝑝𝑟)−1
𝑝𝑟 ) = ±𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜑′

𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )).

Derivando ambos os membros de 𝜑𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑋𝑝𝑟 − 1
𝑋𝑝𝑟−1 − 1

, temos que

𝜑′
𝑝𝑟 (𝑋) = 𝑝𝑟𝑋𝑝𝑟−1(𝑋𝑝𝑟−1 − 1) − (𝑋𝑝𝑟 − 1)𝑝𝑟−1𝑋𝑝𝑟−1−1

(𝑋𝑝𝑟−1 − 1)2 ,

e substituindo 𝑋 por 𝜁𝑝𝑟 temos que

𝜑′
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 ) =

𝑝𝑟𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟−1

𝑝𝑟 − 1) − (𝜁𝑝𝑟

𝑝𝑟 − 1)𝑝𝑟−1𝜁𝑝𝑟−1−1
𝑝𝑟

(𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 − 1)2 .

Como 𝜁𝑝𝑟

𝑝𝑟 = 1 segue que

𝜑′
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 ) =

𝑝𝑟𝜁−1
𝑝𝑟

(𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 − 1)

= −𝑝𝑟

(1 − 𝜁𝑝𝑟−1
𝑝𝑟 )𝜁𝑝𝑟

.

Temos que 𝜁𝑝𝑟−1

𝑝𝑟 = (𝑒 2𝜋𝑖
𝑝𝑟 )𝑝𝑟−1 = 𝑒 2𝜋𝑖

𝑝 = 𝜁𝑝. Aplicando a função norma

em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜑′
𝑝𝑟 (𝜁𝑝𝑟 )) =

𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(−𝑝𝑟)
𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1 − 𝜁𝑝)𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) .

Da Equação (2.8) temos que 𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) = ±1. Também

𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(−𝑝𝑟) = (−𝑝𝑟)(𝑝−1)𝑝𝑟−1
e

𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1 − 𝜁𝑝) = 𝑁ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑁ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝)(1 − 𝜁𝑝))

= (𝑁ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(1 − 𝜁𝑝))𝑝𝑟−1 = 𝑝𝑝𝑟−1 .

Portanto 𝐷ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1, 𝜁𝑝𝑟 , ⋯ , 𝜁𝜙(𝑝𝑟)−1
𝑝𝑟 ) = ±𝑝𝑟(𝑝−1)𝑝𝑟−1

𝑝𝑝𝑟−1 = ±𝑝𝑝𝑟−1(𝑟(𝑝−1)−1).
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A seguir nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros 𝔸𝕂

para qualquer corpo ciclotômico, ℚ(𝜁𝑛), onde 𝜁𝑛 é uma raiz 𝑛-
ésima primitiva da unidade. Esta generalização seguirá de um

resultado mais geral considerando os inteiros algébricos de um

corpo composto 𝕂𝕃, onde 𝕂 e 𝕃 são corpos numéricos.

Se 𝕂 e 𝕃 são dois corpos numéricos, então o corpo composto 𝕂𝕃
(definido como o menor subcorpo de ℂ contendo 𝕂 e 𝕃) consistem
de todas as somas finitas

𝛼1𝛽1 + ⋯ + 𝛼𝑟𝛽𝑟, onde 𝛼𝑖 ∈ 𝕂, e 𝛽𝑖 ∈ 𝕃, para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑟.

Se 𝔸𝕂, 𝔸𝕃 e 𝔸𝕂𝕃 são os anéis dos inteiros algébricos de 𝕂, 𝕃 e 𝕂𝕃,
respectivamente, então 𝔸𝕂𝕃 contém o anel

𝔸𝕂𝔸𝕃 = {𝛼1𝛽1 + ⋯ + 𝛼𝑟𝛽𝑟 ∶ 𝛼𝑖 ∈ 𝔸𝕂, 𝛽𝑖 ∈ 𝔸𝕃, para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑟}.

Em geral, não temos uma igualdade. Entretanto, podemos mos-

trar que 𝔸𝕂𝕃 = 𝔸𝕂𝔸𝕃 sob certas condições sobre os corpos ciclotô-

micos.

Sejam 𝑚 e 𝑛 os graus de 𝕂 e 𝕃, respectivamente, sobre ℚ, e seja
𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑑1, 𝑑2), onde 𝑑1 e 𝑑2 são o discriminante absoluto de 𝔸𝕂

e 𝔸𝕃, respectivamente.

Teorema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.33, Teo.12) Se [𝕂𝕃 ∶ ℚ] = 𝑚𝑛,
então 𝔸𝕂𝕃 ⊂ 1

𝑑 𝔸𝕂𝔸𝕃.

Demonstração. Sejam {𝛼1, ⋯ , 𝛼𝑚} uma base de 𝔸𝕂 sobre ℤ e

{𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} uma base de 𝔸𝕃 sobre ℤ. Assim, temos que 𝐵 = {𝛼𝑖𝛽𝑗 , 𝑖 =
1, ⋯ , 𝑚; 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑛} é uma base de 𝔸𝕂𝔸𝕃 sobre ℤ e também uma

base de 𝕂𝕃 sobre ℚ. Se 𝛼 ∈ 𝔸𝕂𝕃, então 𝛼 pode ser expresso na

forma

𝛼 = 
𝑖, 𝑗

𝑚𝑖𝑗
𝑟 𝛼𝑖𝛽𝑗 , (2.11)
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onde 𝑟 e todos os 𝑚𝑖𝑗 estão em ℤ, e que estes 𝑚𝑛 + 1 inteiros não

tem fatores comuns maiores que 1, ou seja, 𝑚𝑑𝑐(𝑟, 𝑚𝑑𝑐(𝑚𝑖𝑗)) = 1.
Para mostrar o teorema, temos que mostrar que 𝑟|𝑑 para qualquer

𝛼. Para isto, devemos mostrar que 𝑟|𝑑1 e 𝑟|𝑑2 pois assim, pela

definição de máximo divisor comum, teremos que 𝑟 | 𝑑. Temos que

todo monomorfismo 𝜎 de 𝕂 em ℂ estende a um monomorfismo

(que também denotamos por 𝜎) de 𝕂𝕃 em ℂ, fixando 𝕃. Portanto,
para cada 𝜎 temos que

𝜎(𝛼) = 
𝑖, 𝑗

𝑚𝑖𝑗
𝑟 𝜎(𝛼𝑖)𝛽𝑗 .

Tomando 𝑥𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝑚𝑖𝑗
𝑟 𝛽𝑗 , para cada 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑚, obtemos 𝑚 equa-

ções
𝑚


𝑖=1

𝜎(𝛼𝑖)𝑥𝑖 = 𝜎(𝛼) para cada 𝜎. Agora, resolvendo este sis-

tema pela regra de Cramer, obtemos que 𝑥𝑖 = 𝛾𝑖
𝛿 , onde 𝛿 é o

determinante da matriz formado pelos coeficientes 𝜎(𝛼𝑖) e 𝛾𝑖 é ob-

tido de 𝛿 trocando a 𝑖-ésima coluna por 𝜎(𝛼), para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚.
Temos que 𝛿 e todos os 𝛾𝑖 são inteiros algébricos, pois todos os

𝜎(𝛼𝑖) e 𝜎(𝛼) são, e além disso 𝛿2 = 𝑑1. Se 𝑒 = 𝑑1, temos que

𝑒𝑥𝑖 = 𝛿𝛾𝑖 ∈ 𝔸ℂ, onde 𝔸ℂ é o anel dos inteiros algébricos de

ℂ, e portanto 𝑒𝑥𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝑒𝑚𝑖𝑗
𝑟 𝛽𝑗 ∈ 𝔸ℂ ∩ 𝕃 = 𝔸𝕃. Lembrando que

{𝛽1, ⋯ , 𝛽𝑛} forma uma base integral para 𝔸𝕃, conclúımos que os

números racionais
𝑒𝑚𝑖𝑗

𝑟 devem ser inteiros, e deste modo 𝑟 divide

𝑒𝑚𝑖𝑗 , para todo 𝑖 e 𝑗. Como assumimos que 𝑟 é relativamente primo

com 𝑚𝑑𝑐(𝑚𝑖𝑗), segue que 𝑟|𝑒 = 𝑑1. Analogamente, 𝑟|𝑑2. Portanto,
𝑟 | 𝑑 e assim 𝑑 = 𝑘𝑟, com 𝑘 ∈ ℤ, ou seja, 𝑟 = 𝑑

𝑘 . Substituindo na

Equação (2.11) temos que 𝛼 = 
𝑖, 𝑗

𝑘𝑚𝑖𝑗
𝑑 𝛼𝑖𝛽𝑗 = 1

𝑑 
𝑖,𝑗

𝑘𝑚𝑖𝑗𝛼𝑖𝛽𝑗 . Logo

𝛼 ∈ 1
𝑑 𝔸𝕂𝔸𝕃. Portanto 𝔸𝕂𝕃 ⊂ 1

𝑑 𝔸𝕂𝔸𝕃.
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Corolário 2.3.2. (Marcus, 1977, p.34, Corol.1) Se [𝕂𝕃 ∶ ℚ] = 𝑚𝑛
e 𝑑 = 1, então 𝔸𝕂𝕃 = 𝔸𝕂𝔸𝕃.

Demonstração. Como 𝔸𝕂𝔸𝕃 ⊂ 𝔸𝕂𝕃 e como 𝑑 = 1 segue, pelo

Teorema 2.3.5, que 𝔸𝕂𝕃 = 𝔸𝕂𝔸𝕃.

Teorema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.34,Corol.2) O anel dos inteiros

de ℚ(𝜁𝑛) é 𝑅 = ℤ[𝜁𝑛].

Demonstração: O teorema já foi provado se 𝑛 é primo ou se

é uma potência de um primo. Agora, se 𝑛 não é primo ou não

é uma potência de um primo, então podemos escrever 𝑛 = 𝑛1𝑛2,
para inteiros relativamente primos 𝑛1, 𝑛2 maiores que 1. Vamos

mostrar por indução que se o resultado também é válido para 𝑛1

e 𝑛2, então o resultado é válido para 𝑛. Assim, suponhamos por

hipótese de indução que 𝑅1 = ℤ[𝜁𝑛1 ] e 𝑅2 = ℤ[𝜁𝑛2 ]. Para aplicar o

Corolário 2.3.2, temos que mostrar que

1)ℚ(𝜁𝑛) = ℚ(𝜁𝑛1 )ℚ(𝜁𝑛2 ) e como consequência ℤ[𝜁𝑛] = ℤ[𝜁𝑛1 ]ℤ[𝜁𝑛2 ].
2) 𝜙(𝑛) = 𝜙(𝑛1)𝜙(𝑛2).
3) 𝑑 = 1.
A parte (1) segue do Corolário 2.3.1 e a parte (2) segue do fato

de 𝑛1 e 𝑛2 serem relativamente primos. Para a parte (3), temos da

Proposição 1.6.4 que 𝐷(1, 𝛼, ⋯ , 𝛼𝑛−1) = (−1) 1
2 𝑛(𝑛−1)𝑁(𝑓 ′ (𝛼)). Seja

𝑑𝑛1 e 𝑑𝑛2 o discriminante absoluto de ℤ[𝜁𝑛1 ] e ℤ[𝜁𝑛2 ], respectiva-
mente. Como 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑛1 − 1, segue que 𝑓 ′ (𝑋) = 𝑛1𝑋𝑛1−1, e substi-
tuindo 𝑋 por 𝜁𝑛1 segue que 𝑓 ′ (𝜁𝑛1 ) = 𝑛1𝜁𝑛1−1

𝑛1 = 𝑛1
𝜁𝑛1

. Assim aplicando

a função norma em ambos os lados e usando a sua linearidade te-

mos que

𝑁ℚ(𝜁𝑛1 )/ℚ(𝑓
′(𝜁𝑛1 )) =

𝑁ℚ(𝜁𝑛1 )/ℚ(𝑛1)
𝑁ℚ(𝜁𝑛1 )/ℚ(𝜁𝑛1 ) = 𝑛𝜙(𝑛1)

1
±1 .

Portanto 𝑑𝑛1 = ±𝑛𝜙(𝑛1)
1 , e isto implica que
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𝑑𝑛1 |𝑛𝜙(𝑛1)
1 .

Analogamente,

𝑑𝑛2 |𝑛𝜙(𝑛2)
2 .

Sendo 𝑑 = 𝑚𝑑𝑐(𝑑𝑛1 , 𝑑𝑛2 ), temos que


𝑑|𝑑𝑛1 𝑒 𝑑𝑛1 |𝑛𝜙(𝑛1)

1 ⟹ 𝑑|𝑛𝜙(𝑛1)
1

𝑑|𝑑𝑛2 𝑒 𝑑𝑛2 |𝑛𝜙(𝑛2)
2 ⟹ 𝑑|𝑛𝜙(𝑛2)

2 .

Como 𝑚𝑑𝑐(𝑛𝜙(𝑛1)
1 , 𝑛𝜙(𝑛2)

2 ) = 1 segue que 𝑑|1, e portanto 𝑑 = 1. Final-
mente então conclúımos que 𝑅 = 𝑅1𝑅2 = ℤ[𝜁𝑛1 ]ℤ[𝜁𝑛2 ] = ℤ[𝜁𝑛].

Teorema 2.3.7. (Washington, 1982, p.11) O discriminante abso-

luto de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑛) sobre ℚ é dado por

𝐷𝕂 = 𝐷ℚ(𝜁𝑛)/ℚ(1, 𝜁𝑛, ⋯ , 𝜁𝜙(𝑛)−1
𝑛 ) = ± 𝑛𝜙(𝑛)


𝑝|𝑛

𝑝𝜙(𝑛)/(𝑝−1) .

Demonstração: Por (Ribenboim, 1972, p.217, prop.7O) temos

que 𝐷𝕃𝕄 = 𝐷[𝕄∶ℚ]
𝕃 ⋅ 𝐷[𝕃∶ℚ]

𝕄 . Aplicando a função logaritmo em am-

bos os lados e usando as propriedades do logaritmo segue que

log |𝐷𝕃𝕄| = [𝕄 ∶ ℚ] log |𝐷𝕃| + [𝕃 ∶ ℚ] log |𝐷𝕄|. Como toda extensão

ciclotômica é Galoisiana, segue que [𝕃𝕄 ∶ ℚ] = [𝕃 ∶ ℚ][𝕄 ∶ ℚ], e
assim

log |𝐷𝕃𝕄|
[𝕃𝕄 ∶ ℚ] = log |𝐷𝕃|

[𝕃 ∶ ℚ] + log |𝐷𝕄|
[𝕄 ∶ ℚ] .

Portanto, se 𝑛 = 
𝑖

𝑝𝑎𝑖
𝑖 temos que

log |𝐷𝕂|
[ℚ(𝜁𝑛) ∶ ℚ] = log |𝐷𝕂1 |

[ℚ(𝜁𝑝𝑎1
1

) ∶ ℚ] + ⋯ + log |𝐷𝕂𝑟 |
[ℚ(𝜁𝑝𝑎𝑟

𝑟 ) ∶ ℚ] =
𝑛


𝑖=1

log |𝐷𝕂𝑖 |
𝜙(𝑝𝑎𝑖

𝑖 ) ,
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onde 𝕂𝑖 = ℚ(𝜁𝑝𝑎𝑖
𝑖

), 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑟. Assim, pela Proposição 2.3.3,

temos que

log |𝐷𝕂|
𝜙(𝑛) =

𝑟


𝑖=1

log 𝑝𝑝𝑎𝑖−1
𝑖 (𝑎𝑖(𝑝𝑖−1)−1)

𝑖
𝑝𝑎𝑖−1

𝑖 (𝑝𝑖 − 1)
=

𝑟


𝑖=1

𝑝𝑎𝑖−1
𝑖 (𝑎𝑖(𝑝𝑖 − 1) − 1)

𝑝𝑎𝑖−1
𝑖 (𝑝𝑖 − 1)

𝑙𝑜𝑔𝑝𝑖 =

=
𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖 − 1
𝑝𝑖 − 1 𝑙𝑜𝑔𝑝𝑖 =

𝑟


𝑖=1

𝑎𝑖𝑙𝑜𝑔𝑝𝑖 −
𝑟


𝑖=1

𝑙𝑜𝑔𝑝𝑖
𝑝𝑖 − 1 =

=
𝑟


𝑖=1

𝑙𝑜𝑔𝑝𝑎𝑖
𝑖 −

𝑟


𝑖=1

𝑙𝑜𝑔𝑝
1

𝑝𝑖−1
𝑖 =

= 𝑙𝑜𝑔


𝑟


𝑖=1

𝑝𝑎𝑖
𝑖 

− 𝑙𝑜𝑔


𝑟


𝑖=1

𝑝
1

𝑝𝑖−1
𝑖 

=

= 𝑙𝑜𝑔(𝑛) − 𝑙𝑜𝑔


𝑟


𝑖=1

𝑝
1

𝑝𝑖−1
𝑖 

,

e consequentemente,

𝑙𝑜𝑔|𝐷𝕂| = 𝜙(𝑛)


𝑙𝑜𝑔(𝑛) − 𝑙𝑜𝑔


𝑟


𝑖=1

𝑝
1

𝑝𝑖−1
𝑖 

= 𝑙𝑜𝑔

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑛
𝑟


𝑖=1

𝑝𝑝𝑖−1
𝑖

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝜙(𝑛)

.

Assim, |𝐷𝕂| =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑛
𝑟


𝑖=1

𝑝𝑝𝑖−1
𝑖

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

𝜙(𝑛)

e portanto,

𝐷ℚ(𝜁𝑛)/ℚ(1, 𝜁𝑛, ⋯ , 𝜁𝜙(𝑛)−1
𝑛 ) = (−1)𝜙(𝑛)/2 𝑛𝜙(𝑛)


𝑝|𝑛

𝑝𝜙(𝑛)/(𝑝−1) .
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2.4 Decomposição de ideais primos em uma exten-

são

Nesta seção apresentamos a decomposição de um ideal primo

em um extensão. Assim, dados 𝐴 ⊂ 𝐵, anéis e 𝔞 um ideal de

𝐴, denotamos por 𝔞𝐵 ao ideal de 𝐵 formado pelos elementos da

forma
𝑛


𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, com 𝑥𝑖 ∈ 𝔞 e 𝑦𝑖 ∈ 𝐵. Além disso, consideramos

𝕂 ⊂ 𝕃 corpos de números tais que [𝕃 ∶ 𝕂] = 𝑛.
Se 𝔭 é um ideal primo de 𝐵, consideremos a inclusão 𝑖 ∶ 𝐴 ⟶

𝐵, a projeção canônica ℎ ∶ 𝐵 ⟶ 𝐵/𝔭 e a composição 𝑓 = ℎ ∘ 𝑖. O
núcleo de 𝑓 é 𝐴 ∩ 𝔭 e portanto 𝐴/(𝐴 ∩ 𝔭) ≃ 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐵/𝔭, e deste

modo, 𝐴/(𝐴 ∩ 𝔭) é um domı́nio, isto é, 𝐴 ∩ 𝔭 é um ideal primo de

𝐴.

Proposição 2.4.1. (Samuel, 1967, p.71, Prop.1) Sejam 𝔭 um ideal

primo não nulo de 𝔸𝕂 e 𝔭𝔸𝕃 =
𝑔


𝑖=1

𝔟𝑒𝑖
𝑖 a decomposição do ideal 𝔭𝔸𝕃

em ideais primos de 𝔸𝕃. Então os 𝔟𝑖′ 𝑠 são os únicos ideais primos

de 𝔸𝕃 cuja interseção com 𝔸𝕂 coincide com 𝔭 e nestas condições

dizemos que 𝔟𝑖 é um ideal acima de 𝔭.

Demonstração: Para cada 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑔 temos que 𝔟𝑖 ⊇ 𝔭𝔸𝕃 ⊇ 𝔭,
e portanto 𝔟𝑖 ∩ 𝔸𝕂 é um ideal primo de 𝔸𝕂 que contém 𝔭. Sendo
𝔭 maximal resulta que 𝔭 = 𝔟𝑖 ∩ 𝔸𝕂. Agora, se 𝑑 é um ideal primo

de 𝔸𝕃 tal que 𝑑 ∩ 𝔸𝕂 = 𝔭, então 𝑑 = 𝔭𝔸𝕃 =
𝑔


𝑖=1

𝔟𝑒𝑖
𝑖 . Assim, 𝑑 ⊇ 𝔟𝑖,

para algum 𝑖. Como 𝔟𝑖 é maximal segue que 𝑑 = 𝔟𝑖.

O anel 𝔸𝕂/𝔭 pode ser considerado como um subanel de 𝔸𝕃/𝔟𝑖

através do homomorfismo induzido acima. Além disso, 𝔸𝕂/𝔭 e

𝔸𝕃/𝔟𝑖 são corpos e 𝔸𝕃/𝔟𝑖 é um espaço vetorial de dimensão finita

sobre 𝔸𝕂/𝔭, uma vez que 𝔸𝕃 e 𝔸𝕃/𝔟𝑖 são finitamente gerados como
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𝔸𝕂-módulo e 𝔸𝕂/𝔭-módulo, respectivamente. A dimensão [𝔸𝕃/𝔟𝑖 ∶
𝔸𝕂/𝔭], denotada por 𝑓𝑖 ou 𝑓(𝔟𝑖, 𝔭) é denominada de grau residual

de 𝔟𝑖 sobre 𝔸𝕂. O expoente 𝑒𝑖 ou 𝑒(𝔟𝑖, 𝔭) é denominado ı́ndice de

ramificação de 𝔟𝑖 sobre 𝔸𝕂. Quando 𝑒𝑖 > 1, para algum ı́ndice i,

dizemos que 𝔭 se ramifica em 𝕃.

As igualdades
𝑔


𝑖=1

𝑒𝑖𝑓𝑖 = [𝔸𝕃/𝔭𝔸𝕃 ∶ 𝔸/𝔭] = 𝑛 podem ser vistas

em ([6], 𝑝.71, 𝑇𝑒𝑜.1) e este resultado é conhecido como Igualdade

Fundamental.

A igualdade fundamental forma alguns tipos de decomposições

de 𝔭. Diremos, então, que o ideal primo 𝔭 de 𝔸𝕂 é

(i) totalmente decomposto em 𝕃, se 𝑔 = 𝑛 e consequentemente,

𝑒𝑖 = 𝑓𝑖 = 1, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑔.
(ii) inerte em 𝕃, se 𝑔 = 1, 𝑒1 = 1 e consequentemente 𝑓1 = 𝑛.
(iii) totalmente ramificado em 𝕃, se 𝑔 = 1 e consequentemente

𝑓1 = 1 e 𝑒1 = 𝑛.

Teorema 2.4.1. (Lang, 1970, p.27, Prop.25) (Kummer) Seja 𝐴
um anel de Dedekind com corpo quociente 𝕂. Seja 𝕃 uma extensão

finita separável de 𝕂. Seja 𝔸𝕃 o fecho integral de 𝐴 em 𝕃 e assuma

que 𝔸𝕃 = 𝐴[𝛼] para algum elemento 𝛼. Seja 𝑓(𝑋) o polinômio

irredut́ıvel de 𝛼 sobre 𝕂. Seja 𝔭 um ideal primo de 𝐴. Seja 𝑓(𝑋) a
redução de 𝑓(𝑋) e 𝔭, e seja

𝑓(𝑋) = 𝜇1(𝑋)𝑒1 ⋯ 𝜇𝑟(𝑋)𝑒𝑟

a fatoração de 𝑓(𝑋) em potências de fatores irredut́ıveis sobre 𝐴 =
𝐴/𝔭, com coeficiente dominante 1. Então

𝔭𝔸𝕃 = 𝔅𝑒1
1 ⋯ 𝔅𝑒𝑟

𝑟 (2.12)

é a fatoração de 𝔭 em 𝔸𝕃, de modo 𝑒𝑖 é o ı́ndice de ramificação de
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𝔅𝑖 sobre 𝔭, e temos que

𝔅𝑖 = 𝔭𝔸𝕃 + 𝜇𝑖(𝛼)𝔸𝕃, (2.13)

se 𝜇𝑖(𝑋) ∈ 𝐴[𝑋] é um polinômio com coeficiente dominante 1 cuja

redução módulo 𝔭 é 𝜇𝑖(𝑋).

Demonstração: Sejam 𝜇(𝑋) um fator irredut́ıvel de 𝑓(𝑋), 𝛼 uma

raiz de 𝜇(𝑋), e 𝔅 o ideal primo de 𝔸𝕃 que é o kernel da função

𝐴[𝛼] ⟶ 𝐴[𝛼].

Temos que 𝔭𝔸𝕃 + 𝜇(𝛼)𝔸𝕃 está contido em 𝔅. Por outro lado, seja

𝑔(𝛼) ∈ 𝔅 onde 𝑔(𝑋) ∈ 𝐴[𝑋]. Então 𝑔(𝑋) = 𝜇(𝑋)ℎ(𝑋) para algum

ℎ(𝑋) ∈ 𝐴[𝑋], e portanto 𝑔(𝑋) − 𝜇(𝑋)ℎ(𝑋), que é um polinômio

com coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em 𝔭. Isto
prova a inclusão contrária, provando (2.13). Para provar (2.12),

seja 𝑒′
𝑖 o ı́ndice de ramificação de 𝔅𝑖, tal que

𝔭𝔸𝕃 = 𝔅𝑒′
1

1 ⋯ 𝔅𝑒′
𝑟𝑟 ,

e seja 𝑑𝑖 o grau de 𝜇𝑖. Como 𝑓(𝛼) = 0, e como

𝑓(𝑋) − 𝜇1(𝑋)𝑒1 ⋯ 𝜇𝑟(𝑋)𝑒𝑟 ∈ 𝔭𝐴[𝑋],

segue que

𝜇1(𝛼)𝑒1 ⋯ 𝜇𝑟(𝛼)𝑒𝑟 ∈ 𝔭𝔸𝕃. (2.14)

Por outro lado, temos que

𝔅𝑒𝑖
𝑖 ⊂ 𝔭𝔸𝕃 + 𝜇𝑖(𝛼)𝑒𝑖 𝔸𝕃,

consequentemente usando a Equação (2.14) temos que

𝔅𝑒1
1 ⋯ 𝔅𝑒𝑟

𝑟 ⊂ 𝔭𝔸𝕃 + 𝜇1(𝛼)𝑒1 ⋯ 𝜇𝑟(𝛼)𝑒𝑟 𝔸𝕃 ⊂ 𝔭𝔸𝕃 = 𝔅𝑒′
1

1 ⋯ 𝔅𝑒′
𝑟𝑟 .

Isto prova que 𝑒𝑖 ≥ 𝑒′
𝑖 para todo 𝑖. Mas sabemos que
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∑ 𝑒𝑖𝑑𝑖 = 𝜕𝑓 = [𝕃 ∶ 𝕂] = ∑ 𝑒′
𝑖𝑑𝑖.

Assim 𝑒𝑖 = 𝑒′
𝑖 para todo 𝑖, o que prova (2.12).

Teorema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.74,Teo.1) Se 𝕂 é um corpo de

números, então um ideal primo 𝑝ℤ de ℤ se ramifica em 𝕂 se, e

somente se, p divide 𝐷𝕂.

Decorre deste resultado que existe apenas um número finito de

ideais primos de ℤ que se ramificam em 𝕂.

Lema 2.4.1. (Marcus, 1977, p.78, Corol.) Sejam 𝜁𝑚 uma raiz m-

ésima da unidade, 𝑛 = 𝜑(𝑚), p um número primo e 𝑂𝑚(𝑝) a ordem

de 𝑝 módulo 𝑚. Se 𝑝 não divide 𝑚, então 𝑝ℤ[𝜁𝑚] se decompõe em
𝑛

𝑂𝑚(𝑝) ideais primos distintos de ℤ[𝜁𝑚].

Exemplo 2.4.1. Se 𝕂 = ℚ(√−17), então 𝔸𝕂 = ℤ[√−17] e

𝑓(𝑋) = 𝑋2 + 17 é o polinômio minimal de √−17 sobre ℚ. Va-

mos obter a fatoração dos ideais 2𝔸𝕂, 3𝔸𝕂 e 5𝔸𝕂 em produto de

ideais primos de 𝔸𝕂 usando o Lema de Kummer. Como

𝑋2 + 17 ≡ (𝑋 + 1)2(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/2ℤ)[𝑋]),

segue que

𝑔 = 1, 𝜇1(𝑋) = 𝑋 + 1, 𝑒1 = 2 𝑒 𝑓1 = 𝜕𝜇1(𝑋) = 1
𝔭1 = 2𝔸𝕂 + (1 + √−17)𝔸𝕂.

Portanto, 2𝔸𝕂 = 𝔭2
1, onde 𝔭1 é o ideal primo de 𝔸𝕂, com 𝑁(𝔭1) =

𝑝𝑓1 = 2. Pela Proposição 2.4.1 segue que 𝔭1 é o único ideal de 𝔸𝕂

acima do ideal 2ℤ e é totalmente ramificado em 𝕂. Para o ideal

3𝔸𝕂 como

𝑋2 + 17 ≡ (𝑋 + 1)(𝑋 − 1)(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/3ℤ)[𝑋]),
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Segue que:

𝑔 = 2, 𝜇1(𝑋) = 𝑋 + 1, 𝜇2(𝑋) = 𝑋 − 1, 𝑒1 = 𝑒2 = 1 𝑒 𝑓1 = 𝑓2 = 1.
𝔮1 = 3𝔸𝕂 + (1 + √−17)𝔸𝕂 𝑒 𝔮2 = 3𝔸𝕂 + (1 − √−17)𝔸𝕂.

Portanto, 3𝔸𝕂 = 𝔮1𝔮2 onde 𝔮1 e 𝔮2 são os únicos ideais pri-

mos de 𝔸𝕂 acima de 3ℤ com norma 3 e o ideal 3ℤ é total-

mente decomposto em 𝕂. Finalmente, para o ideal 5𝔸𝕂, temos

que 𝑋2 + 17 ≡ 𝑋2 + 2(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/5ℤ)[𝑋]) e 𝑋2 + 2 é irredut́ıvel sobre

ℤ/5ℤ. Logo 5𝔸𝕂 é um ideal primo de 𝔸𝕂 com norma 25 e o ideal

5ℤ é inerte em 𝕂.

Exemplo 2.4.2. Sejam 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁15] o anel de inteiros algébricos

de 𝕂 = ℚ(𝜁15) e 𝑓(𝑋) = 𝑋8 −𝑋7 +𝑋5 −𝑋4 +𝑋3 −𝑋+1 o polinômio

minimal de 𝜁15 sobre ℚ. Vamos obter a fatoração de 3𝔸𝕂. Como

𝑓(𝑋) ≡ (𝑋4 + 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1)2(𝑚𝑜𝑑 ℤ/3ℤ)[𝑋]),

segue que

𝑔 = 1, 𝜇1(𝑋) = 𝑋4 + 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1, 𝑒1 = 2 𝑒 𝑓1 = 𝜕𝜇1(𝑋) = 4.
𝔭1 = 3𝔸𝕂 + (𝜁4

15 + 𝜁3
15 + 𝜁2

15 + 𝜁15 + 1)𝔸𝕂.

Portanto, 3𝔸𝕂 = 𝔭2
1, onde 𝔭1 é o único ideal primo de 𝔸𝕂 acima

de 3ℤ com norma 34. Note que neste caso 3ℤ se ramifica em 𝕂,
mas não é totalmente ramificado em 𝕂.

Tendo em vista o Lema 2.4.1 e considerando
𝑛

𝑂𝑚(𝑝) > 1, temos

que a menor decomposição posśıvel do ideal 𝑝ℤ[𝜁𝑚] em produto de

ideais primos distintos de ℤ[𝜁𝑚] ocorre primeiramente em 𝑚 = 3 e

𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3), pois 𝑝ℤ[𝜁3] se decompõe em 2 ideais primos distintos

de ℤ[𝜁3]. Usando o Lema de Kummer vejamos, por exemplo, como

se dá a fatoração do ideal 13ℤ[𝜁3]. Note que 13 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 3) e o
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polinômio minimal de 𝜁3 sobre ℚ é 𝑋2 + 𝑋 + 1. Logo

𝑋2 + 𝑋 + 1 ≡ (𝑋 + 4)(𝑋 + 10)(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/13ℤ)[𝑋]).
𝑔 = 2, 𝜇1(𝑋) = 𝑋 + 4, 𝜇2(𝑋) = 𝑋 + 10, 𝑒1 = 𝑒2 = 1, 𝑓1 = 𝑓2 = 1.

Assim, 13ℤ[𝜁3] = 𝔭1𝔭2, onde 𝔭1 = 13ℤ[𝜁3] + (𝜁3 + 4)ℤ[𝜁3] 𝑒 𝔭2 =
13ℤ[𝜁3] + (𝜁3 + 10)ℤ[𝜁3].

Agora, sejam 𝕂 ⊂ 𝕃 corpos de números com 𝕃 uma extensão

Galoisiana de 𝕂 de grau 𝑛. Veremos que em uma extensão Galoi-

siana a decomposição de um ideal em 𝔸𝕃, dado como no Teorema

2.4.1, assume certas caracteŕısticas particulares. Seja 𝐺 o grupo

de Galois de 𝕃 sobre 𝕂. Se 𝐺 for um grupo abeliano diremos que

𝕃 é uma extensão abeliana de 𝕂.

Observação 2.4.1. Seja 𝕂 um corpo de números. Se 𝕃 = 𝕂(𝜁𝑚),
então 𝕃 é uma extensão galoisiana de 𝕂 e o grupo de Galois de 𝕃
sobre 𝕂 é isomorfo a um subgrupo de (ℤ/𝑚ℤ)∗.

Decorre da Observação 2.4.1 que toda extensão ciclotômica

de 𝕂 é abeliana e, em particular, todo subcorpo de um corpo

ciclotômico é uma extensão abeliana de ℚ. Reciprocamente, se 𝕂 é

uma extensão abeliana de ℚ, então existe um inteiro 𝑚 tal que 𝕂 ⊂
ℚ(𝜁𝑚). Este resultado é conhecido como Teorema de Kronecker-

Weber.

Lema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Lema 1) Sejam 𝐴 um anel e

𝔟, 𝔭1, ⋯ , 𝔭𝑟 ideais primos de 𝐴 tais que 𝔟 não esteja contido em

𝔭𝑖, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑟. Então existe 𝑏 em 𝔟 tal que 𝑏 não está em 𝔭𝑖,
para todo 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑟.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos considerar

o caso em que 𝔭𝑗 não está contido em 𝔭𝑖, para 𝑗 ≠ 𝑖. Tomemos
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elementos 𝑥𝑖𝑗 ∈ 𝔭𝑗 − 𝔭𝑖 (para 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑖 𝑒 𝑗 ≤ 𝑟) e elementos

𝑎𝑖 ∈ 𝔟−𝔭𝑖. Se 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 
𝑗≠𝑖

𝑥𝑖𝑗 , então 𝑏𝑖 ∈ 𝔟, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴−𝔭𝑖 𝑒 𝑏𝑖 ∈ 𝔭𝑗 , para

𝑗 ≠ 𝑖. Colocando 𝑏 = 𝑏1 + ⋯ + 𝑏𝑟, tem-se que 𝑏 ∈ 𝔟 e 𝑏 ≡ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝔭𝑖),

isto é, 𝑏 ∈ 𝔟 −
𝑟


𝑖=1

𝔭𝑖 é o elemento procurado.

Seja 𝛼 um elemento de 𝔸𝕃. Aplicando 𝜎 ∈ 𝐺 na equação de

dependência inteira de 𝛼 sobre 𝔸𝕂 temos que 𝜎(𝛼) ∈ 𝔸𝕃, ou seja,

𝜎(𝔸𝕃) = 𝔸𝕃 para todo 𝜎 ∈ 𝐺. Por outro lado, se 𝔭 é um ideal primo

de 𝔸𝕂 e 𝔮 é um ideal primo de 𝔸𝕃 tal que 𝔮 contém 𝔭𝔸𝕃 como na

Proposição 2.4.1, ou seja, 𝔮∩𝔸𝕂 = 𝔭, então 𝜎(𝔮)∩𝔸𝕂 = 𝔭 para todo

𝜎 ∈ 𝐺, ou seja, 𝜎(𝔮) contém 𝔭𝔸𝕃 e tem o mesmo expoente que 𝔮.
Neste caso dizemos que 𝔮 e 𝔮′ = 𝜎(𝔮) são ideais primos conjugados

contidos em 𝔸𝕃.

Proposição 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Prop.1) Se 𝔭 é um ideal

primo de 𝔸𝕂, então os ideais primos 𝔭𝑖 de 𝔸𝕃 acima de 𝔭 são dois

a dois conjugados, têm o mesmo grau residual 𝑓 e o mesmo ı́ndice

de ramificação 𝑒. Portanto, 𝔭𝔸𝕃 =


𝑔


𝑖=1

𝔭𝑖

𝑒

e 𝑛 = 𝑒𝑓𝑔.

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que existam ideais

primos 𝔮 e 𝔮′
acima de 𝔭 tais que 𝜎(𝔮) ≠ 𝔮′ , para todo 𝜎 ∈ 𝐺.

Como 𝔮 e 𝔮′
são ideais maximais, podemos supor que 𝔮 não esteja

contido em 𝜎(𝔮′ ), para 𝜎 ∈ 𝐺. Pelo Lema 2.4.2, existe um elemento

𝛼 ∈ 𝔮− 
𝜎∈𝐺

𝜎(𝔮′ ). Sendo 𝛼 inteiro sobre 𝔸𝕂, segue que 𝜎(𝛼) também

é inteiro sobre 𝔸𝕂, de onde 
𝜎∈𝐺

𝜎(𝛼) = 𝑁𝕃/𝕂(𝛼) é um elemento de

𝔮, e portanto um elemento de 𝔮 ∩ 𝔸𝕂.
Por outro lado, 𝜎(𝛼) não está em 𝔮′ , pois caso contrário teŕıamos

𝜎−1(𝜎(𝛼)) = 𝛼 ∈ 𝜎−1(𝔮′ ), contrariando a hipótese feita sobre 𝛼.
Dessa forma, 𝑁𝕃/𝕂(𝛼) = 

𝜎∈𝐺
𝜎(𝛼) não pertence a 𝔮′

(pois 𝔮′
é ideal
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primo) e assim 𝔭 não está contido em 𝔮′ , o que é um absurdo.

Exemplo 2.4.3. Se p é um número primo e 𝔸𝕂 é o anel dos

inteiros algébricos de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝), então o ideal 𝑝𝔸𝕂 é da forma

𝑝𝔸𝕂 = (1 − 𝜁𝑝)𝑝−1𝔸𝕂. De fato: Se 1 ≤ 𝑘, 𝑗 ≤ 𝑝 − 1, então existe um

inteiro t, onde 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑝 − 1 tal que 𝑗 ≡ 𝑘𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑝). Assim,

1 − 𝜁 𝑗
𝑝 = 1 − (𝜁𝑘

𝑝 )𝑡 = (1 − 𝜁𝑘
𝑝 )(1 + 𝜁𝑘

𝑝 + ⋯ + (𝜁𝑘
𝑝 )𝑡−1),

e portanto, (1 − 𝜁𝑘
𝑝 )|(1 − 𝜁 𝑗

𝑝 ). Analogamente (1 − 𝜁 𝑗
𝑝 )|(1 − 𝜁𝑘

𝑝 ). Assim

1 − 𝜁 𝑗
𝑝 e 1 − 𝜁𝑘

𝑝 são associados em 𝔸𝕂. Como 𝑝 =
𝑝−1


𝑗=1

(1 − 𝜁 𝑗
𝑝 ), segue

que existe um elemento inverśıvel 𝛽 em 𝔸𝕂 tal que 𝑝 = (1−𝜁𝑝)𝑝−1.𝛽.
Assim, 𝑝𝔸𝕂 = (1 − 𝜁𝑝)𝑝−1𝔸𝕂 e (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 é um ideal primo de 𝔸𝕂 e

da igualdade fundamental, segue que o grau residual de (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂

sobre ℤ é 1.

Exemplo 2.4.4. De modo análogo ao Exemplo 2.4.3, temos que se

𝑝 é um número primo, 𝑟 um número maior que 1 e 𝔸𝕂 o anel dos

inteiros algébricos de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) então 𝑝𝔸𝕂 = (1 − 𝜁𝑝𝑟 )(𝑝−1)𝑝𝑟−1 𝔸𝕂.
Em śıntese podemos classificar o ideal primo 𝑝ℤ como totalmente

ramificado em ℚ(𝜁𝑝𝑟 ), com 𝑟 ≥ 1.

Definição 2.4.1. Seja 𝔭 um ideal primo de 𝔸𝕂. Para cada ideal

primo 𝔮 de 𝔸𝕃 satisfazendo 𝔮 ∩ 𝔸𝕂 = 𝔭, os conjuntos

𝐷(𝔮, 𝔭) = {𝜎 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝔮) = 𝔮}
e

𝐸(𝔮, 𝔭) = {𝜎 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝑥) ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝔮), para todo 𝑥 ∈ 𝔸𝕃}

são subgrupos de 𝐺, chamados de grupo de decomposição e

grupo de inércia de 𝔮 com relação a 𝔭, respectivamente.
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Quando 𝕃 é uma extensão abeliana de 𝕂, os grupos 𝐷(𝔮𝑖, 𝔭),
para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑔, onde os 𝔮𝑖′ 𝑠 são os ideais de 𝔸𝕃 acima de 𝔭,
são todos iguais, dependendo somente do ideal 𝔭 de 𝔸𝕂. O mesmo

acontece com os grupos 𝐸(𝔮𝑖, 𝔭), para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑔. Em não havendo

possibilidade de confusão denotamos tais grupos simplesmente por

𝐷(𝔭) e 𝐸(𝔭).
Se 𝑔 denota o número de conjugados de 𝔮, então

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐺)𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷(𝔭))−1 = 𝑔 ou 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷(𝔭)) = 𝑛
𝑔 = 𝑒𝑓

Cada 𝜎 ∈ 𝐷(𝔭) induz um automorfismo 𝜎 de 𝔸𝕃/𝔮 tal que

𝜎(𝑥 + 𝔮) = 𝜎(𝑥) + 𝔮 (uma vez que o homomorfismo 𝑥 ⟶ 𝜎(𝑥) + 𝔮
de 𝔸𝕃 em 𝔸𝕃/𝔮 é sobrejetivo e tem núcleo 𝔮). Como 𝔸𝕃/𝔮 é uma

extensão Galoisiana de grau 𝑓 de 𝔸𝕂/𝔭 ([6], 𝑝.90, 𝑃𝑟𝑜𝑝.2) e 𝜎 fixa o

subcorpo 𝔸𝕂/𝔭, pois 𝜎 fixa 𝕂 ⊃ 𝔸𝕂, conclúımos que 𝜎 ∈ 𝐺, onde 𝐺
denota o grupo de Galois de 𝔸𝕃/𝔮 sobre 𝔸𝕂/𝔭 e tal grupo é ćıclico

de ordem 𝑓. Além disso, temos que 𝜎 ⟶ 𝜎 é um homomorfismo

sobrejetor de 𝐷(𝔭) em 𝐺 com núcleo 𝐸(𝔭). Com isso, temos a

seguinte proposição.

Proposição 2.4.3. (Marcus, 1977, p.99) 𝐸(𝔭) é um subgrupo nor-

mal de 𝐷(𝔭) e 𝐷(𝔭)/𝐸(𝔭) ⟶ 𝐺 é um isomorfismo de grupos.

Como consequência da Proposição 2.4.3 temos que

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐺) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷(𝔭))𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸(𝔭))−1, ou seja, 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸(𝔭)) = 𝑒.

Exemplo 2.4.5. Sejam 𝕂 = ℚ(𝜁20), 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁20] e 𝑓(𝑋) = 𝑋8 −
𝑋6 + 𝑋4 − 𝑋2 + 1 o polinômio minimal de 𝜁20 sobre ℚ. A decom-

posição do ideal 5𝔸𝕂 em ideais primos de 𝔸𝕂 satisfaz:

𝑓(𝑋) ≡ (𝑋 + 3)4(𝑋 + 2)4(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/5ℤ)[𝑋]).
𝑔 = 2, 𝜇1(𝑋) = 𝑋 + 3, 𝜇2(𝑋) = 𝑋 + 2, 𝑒1 = 𝑒2 = 4 𝑒 𝑓1 = 𝑓2 = 1.

𝔭1 = 5𝔸𝕂 + (𝜁20 + 3)𝔸𝕂 𝑒 𝔭2 = 5𝔸𝕂 + (𝜁20 + 2)𝔸𝕂.
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Portanto, 5𝔸𝕂 = (𝔭1𝔭2)4. O grupo 𝐺 dos automorfismos de 𝕂 sobre

ℚ é dado por 𝐺 = {𝜎𝑖 ∶ 𝑚𝑑𝑐(𝑖, 20) = 1 de forma que 𝜎𝑖(𝜁20) =
𝜁 𝑖

20} = {𝜎1, 𝜎3, 𝜎7, 𝜎9, 𝜎11, 𝜎13, 𝜎17, 𝜎19}. Além disso, temos que 𝔭1 e

𝔭2 são conjugados, uma vez que 𝜎3(𝔭1) = 𝔭2 e 𝜎3(𝔭2) = 𝔭1. Logo,
𝔭1 e 𝔭2 são ideais primos conjugados que têm o mesmo ı́ndice

de ramificação (e=4) e o mesmo grau residual (f=1), conforme a

Proposição 2.4.2. Visto que 𝕂 é uma extensão abeliana de ℚ, o
grupo de decomposição 𝐷(5ℤ), é dado por:

𝐷(5ℤ) = {𝜎 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝔭1) = 𝔭1} = {𝜎1, 𝜎9, 𝜎13, 𝜎17}.

Da mesma forma, o grupo de inércia 𝐸(5ℤ) é dado por:

𝐸(5ℤ) = {𝜎 ∈ 𝐺 ∶ 𝜎(𝑥) ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝔭1), para todo 𝑥 ∈ 𝔸𝕂} = {𝜎 ∈ 𝐷 ∶
𝜎(𝜁20) ≡ 𝜁20(𝑚𝑜𝑑 𝔭1)}.

Como 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐸(5ℤ)) = 4 e como 𝐸(5ℤ) é um subgrupo de 𝐷(5ℤ)
segue que 𝐸(5ℤ) = 𝐷(5ℤ).

Quando tratamos de ideais no anel dos inteiros algébricos do

corpo de números 𝕃 = ℚ(𝜁𝑝𝑞) com 𝑝 e 𝑞 números primos distintos,

a fatoração dos ideais 𝑝𝔸𝕂 ou 𝑞𝔸𝕂 em produto de ideais primos de

𝔸𝕂 assume algumas particularidades interessantes que serão essen-

ciais no próximo caṕıtulo. Sejam 𝐷𝕃(𝑝) o grupo de decomposição

de um ideal de 𝔸𝕃 acima de 𝑝ℤ e 𝐷𝕂(𝑝) o grupo de decomposição

de um ideal de 𝐴𝕂 acima de 𝑝ℤ em 𝕂 = ℚ(𝜁𝑞).

Observação 2.4.2. Sejam 𝔸𝕃 o anel dos inteiros algébricos de

𝕃 = ℚ(𝜁𝑝𝑞), 𝜎 a conjugação complexa de ℚ(𝜁𝑝𝑞) e 𝑝𝔸𝕃 = (𝔭1𝔭2 ⋯ 𝔭𝑔)𝑒

como na Proposição 2.4.2. Se 𝜎 não pertence ao grupo 𝐷𝕃(𝑝), en-
tão para cada 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑔, existe um único ı́ndice 𝑘, 𝑘 ≠ 𝑖, tal que
𝜎(𝔭𝑖) = 𝔭𝑖 = 𝔭𝑘 (note que 𝜎(𝔭𝑖) = 𝔭𝑖). Aplicando 𝜎 no ideal 𝑝𝔸𝕃

temos que
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𝑝𝔸𝕃 = (𝔭1 𝔭2 ⋯ 𝔭𝑔)𝑒.

Podemos supor 𝔭𝑔 = 𝔭1, 𝔭𝑔−1 = 𝔭2, ⋯ e assim sucessivamente.

Reordenando os ideais de maneira conveniente, obtemos que

𝑝𝔸𝕃 = (𝔭1𝔭2 ⋯ 𝔭𝑔/2𝔭1𝔭2 ⋯ 𝔭𝑔/2)𝑒.

Para saber em que situações teremos a fatoração acima, preci-

samos caracterizar quando 𝜎 pertence ao grupo de decomposição.

Proposição 2.4.4. (Flores, 2000, p.69, Teo.3.5.4) Com as nota-

ções acima, temos que 𝜎 pertence a 𝐷𝕃(𝑝) se, e somente se, 𝜎
pertence a 𝐷𝕂(𝑝).

Demonstração: Seja 𝜎𝑠 ∈ 𝐷𝕂(𝑝) dado por 𝜎𝑠(𝜁𝑞) = 𝜁 𝑠
𝑞 . Para cada

𝜎𝑠 ∈ 𝐷𝕂(𝑝), existem 𝑝 − 1 automorfismos 𝜎𝑠,𝑖 de 𝐷𝕃(𝑝) tais que

𝜎𝑠,𝑖(𝑥) = 𝜎𝑠(𝑥) para qualquer 𝑥 ∈ ℚ(𝜁𝑞). Consideremos 𝑢 e 𝑣 tais

que 𝑝𝑢 + 𝑞𝑣 = 1. Como cada 𝜎𝑠,𝑖 é definido por seu valor em 𝜁𝑝𝑞 ,
temos:

𝜎𝑠,𝑖(𝜁𝑝𝑞) = 𝜎𝑠,𝑖(𝜁𝑝𝑢+𝑞𝑣
𝑝𝑞 ) = 𝜎𝑠,𝑖(𝜁𝑝𝑢

𝑝𝑞 )𝜎𝑠,𝑖(𝜁 𝑞𝑣
𝑝𝑞 ) = 𝜎𝑠,𝑖(𝜁 𝑢

𝑞 )𝜎𝑠,𝑖(𝜁𝑣
𝑝 ) = 𝜁 𝑢𝑠

𝑞 𝜁𝑣𝑖
𝑝 =

𝜁𝑝𝑢𝑠+𝑞𝑣𝑖
𝑝𝑞 .

Deste modo, 𝜎 ∈ 𝐷𝕃(𝑝) se, e somente se, existirem 𝑠, 𝑖 tais que

𝑝𝑢𝑠 + 𝑞𝑣𝑖 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞) e isto é o mesmo que


𝑝𝑢𝑠 + 𝑞𝑣𝑖 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)
𝑝𝑢𝑠 + 𝑞𝑣𝑖 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝑞).

A primeira condição vale sempre pois 𝑠 pode assumir qualquer

valor não nulo módulo 𝑝 e a segunda condição equivale a 𝜎 ∈
𝐷𝕂(𝑝), e isso conclui a demonstração.

Corolário 2.4.1. (Flores, 2000, p.70, Corol.3.5.5) A conjugação

complexa 𝜎 pertence a 𝐷𝕃(𝑝) se, e somente se, 𝑂𝑞(𝑝) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2).
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Demonstração: Pelo Lema 2.4.1 e pela Proposição 2.4.2 temos

que o número 𝑔 de conjugados de um ideal primo 𝔮 em ℚ(𝜁𝑞), acima

de 𝑝ℤ é
𝑞 − 1
𝑂𝑞(𝑝) . Temos que 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷(𝔭)) = 𝑛

𝑔 e assim, 𝑔 = 𝑛
𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷(𝔭)) .

Comparando com 𝑔 = 𝑞 − 1
𝑂𝑞(𝑝) , temos que 𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷𝕂(𝑝)) = 𝑂𝑞(𝑝), e

assim 2 divide 𝑂𝑞(𝑝). Portanto 𝑂𝑞(𝑝) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2). Reciprocamente,

suponhamos que 𝑂𝑞(𝑝) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2). Como o grupo 𝐷𝕂(𝑝) é ćıclico

de ordem par, decorre que {−1, 1} é o único subgrupo de ordem

2 deste grupo.

Exemplo 2.4.6. Sejam 𝕃 = ℚ(𝜁15), 𝑝 = 3 𝑒 𝑞 = 5. Como 𝑂5(3) =
4, pelo Corolário 2.4.1, segue que 𝜎 está em 𝐷𝕃(3) e, portanto, o

ideal 3𝔸𝕃 não se decompõe segundo a Observação 2.4.2. Visto que

𝑂3(5) = 2, o mesmo ocorre com o ideal 5𝔸𝕃.

Exemplo 2.4.7. Sejam 𝕃 = ℚ(𝜁57), 𝑝 = 19 𝑒 𝑞 = 3. Como 𝑂3(19) =
1, segue pelo Corolário 2.4.1, que 𝜎 não pertence a 𝐷𝕃(19). Por-
tanto o ideal 19𝔸𝕃 se decompõe segundo a Observação 2.4.2.
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3.1 Introdução

Os reticulados têm se mostrado bastante úteis em aplicações

na Teoria das Comunicações. Intuitivamente, um reticulado no

ℝ𝑛 é um conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.

Neste caṕıtulo apresentamos as definições de reticulado, em-

pacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade de

centro e homomorfismo canônico. Através do homomorfismo canô-

nico obtemos um método de gerar reticulados no ℝ𝑛. Os reticu-

lados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel dos

inteiros de um corpo de números. O grande desafio é encontrar

o anel dos inteiros de qualquer corpo de números, uma vez que

são conhecidos apenas o anel dos inteiros dos corpos quadráticos

e dos corpos ciclotômicos.

Deste modo, no presente caṕıtulo apresentamos um estudo so-

bre reticulados no ℝ𝑛, explicitando alguns reticulados construtivos
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conhecidos na literatura via o homomorfismo canônico. Lembra-

mos que os reticulados de maior interesse são aqueles com maior

densidade de empacotamento.

3.2 Reticulados

Nesta seção apresentamos o conceito de reticulados enfocando

suas principais propriedades.

Definição 3.2.1. Sejam 𝑉 um espaço vetorial de dimensão finita

𝑛 sobre um corpo 𝕂, 𝐴 ⊆ 𝕂 um anel e 𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑚 vetores de 𝑉
linearmente independentes sobre 𝕂, com 𝑚 ≤ 𝑛. Chama-se reti-

culado com base 𝛽 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑚} ao conjunto dos elementos de 𝑉
da forma


𝑥 =

𝑚


𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑖, com 𝑎𝑖 ∈ 𝐴


,

que será denotado por 𝐻𝛽 .

Nosso interesse maior será nos casos em que 𝕂 = ℝ, 𝐴 = ℤ, 𝑉 =
ℝ𝑛 e 𝑚 = 𝑛.

Definição 3.2.2. Seja 𝐻𝛽 ⊂ ℝ𝑛 um reticulado, com ℤ-base 𝛽 =
{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}. O conjunto

𝑃 𝛽 =


𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑥 =
𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑣𝑖, 0 ≤ 𝜆𝑖 < 1


,

é chamado de região fundamental de 𝐻𝛽 com relação a base

{𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}.

Se 𝐻𝛽 é um reticulado com base 𝛽 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛} e se 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛

são elementos quaisquer de 𝐻𝛽 , então 𝑐𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗 , com 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℤ.
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Temos que uma condição necessária e suficiente para que {𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛}
seja uma base de 𝐻𝛽 é que det(𝑎𝑖𝑗) seja um elemento inverśıvel de

ℤ.

Exemplo 3.2.1. 𝐻𝛽 = ℤ2 é um reticulado gerado pelos vetores

𝑒1 = (1, 0) e 𝑒2 = (0, 1) com região fundamental descrita na figura

abaixo.

t t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t tt t t t t t t t t
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6
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6

𝑒1

𝑒2

ℤ2

Exemplo 3.2.2. 𝐻𝛽 = {(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ2; 𝑎 + 𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2)} é um

reticulado gerado pelos vetores 𝑣1 = (2, 0) e 𝑣2 = (1, 1) com região

fundamental descrita pela figura abaixo.
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Definição 3.2.3. Um subgrupo 𝐻 do ℝ𝑛 é discreto se para qual-

quer subconjunto compacto 𝕂 do ℝ𝑛, tivermos 𝐻 ∩ 𝕂 finito.

Exemplo 3.2.3. Um t́ıpico exemplo de subconjunto discreto do

ℝ𝑛 é ℤ𝑛.

O próximo teorema nos diz que um reticulado é gerado sobre

ℤ por uma base do ℝ𝑛, a qual é então, uma ℤ-base do reticulado

dado.

Teorema 3.2.1. (Samuel, 1967, p.53, Teo.1) Se 𝐻 é um subgrupo

discreto do ℝ𝑛, então 𝐻 é gerado como um ℤ-módulo por 𝑟 vetores

linearmente independentes sobre ℝ, com 𝑟 ≤ 𝑛.

Demonstração. Seja 𝛽 = {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑟} um conjunto de vetores de

𝐻 que são linearmente independentes sobre ℝ, onde 𝑟 é o maior

posśıvel com 𝑟 ≤ 𝑛. Seja o paraleleṕıpedo

𝑃 𝛽 =


𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝑥 =
𝑟


𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖, 0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 1

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constrúıdo a partir destes vetores. Como 𝑃 𝛽 é fechado e limitado,

segue que 𝑃 𝛽 é compacto. Assim, 𝑃 𝛽 ∩𝐻 é finito pois 𝐻 é discreto.

Se 𝑥 ∈ 𝐻 então pela maximalidade de 𝑟, segue que {𝑥, 𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑟}
é linearmente dependente. Logo existem 𝜆𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑟, não

todos nulos, tal que 𝑥 =
𝑟


𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖. Para cada 𝑗 ∈ ℕ, seja

𝑥𝑗 = 𝑗𝑥 −
𝑟


𝑖=1

[𝑗𝜆𝑖]𝑒𝑖 ∈ 𝐻, (3.1)

onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

𝑥𝑗 = 𝑗
𝑟


𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 −
𝑟


𝑖=1

[𝑗𝜆𝑖]𝑒𝑖 =
𝑟


𝑖=1

(𝑗𝜆𝑖 − [𝑗𝜆𝑖])𝑒𝑖 ∈ 𝑃 𝑒 ∩ 𝐻.

Dessa forma, se tomarmos 𝑗 = 1 na Equação 3.1 temos que 𝑥1 =

𝑥 −
𝑟


𝑖=1

[𝜆𝑖]𝑒𝑖, ou seja, 𝑥 = 𝑥1 +
𝑟


𝑖=1

[𝜆𝑖]𝑒𝑖. Assim, como 𝑥1 ∈ 𝑃 𝑒 ∩ 𝐻

e este é finito, segue que 𝐻 é finitamente gerado como um ℤ-

módulo. Por outro lado, do fato de 𝑃 𝑒 ∩ 𝐻 ser finito e ℕ ser

infinito, existem inteiros 𝑗 e 𝑘, tais que 𝑥𝑗 = 𝑥𝑘. Da Equação (3.1),

segue que 𝑥𝑗 = 𝑥𝑘 ⟹ 𝑗𝑥−
𝑟


𝑖=1

[𝑗𝜆𝑖]𝑒𝑖 = 𝑘𝑥−
𝑟


𝑖=1

[𝑘𝜆𝑖]𝑒𝑖 ⟹ (𝑗−𝑘)𝑥 =
𝑟


𝑖=1

([𝑗𝜆𝑖] − [𝑘𝜆𝑖])𝑒𝑖 ⟹ (𝑗 − 𝑘)
𝑟


𝑖=1

𝜆𝑖𝑒𝑖 =
𝑟


𝑖=1

([𝑗𝜆𝑖] − [𝑘𝜆𝑖])𝑒𝑖 ⟹

(𝑗 − 𝑘)𝜆𝑖 = [𝑗𝜆𝑖] − [𝑘𝜆𝑖] ⟹ 𝜆𝑖 = [𝑗𝜆𝑖] − [𝑘𝜆𝑖]
(𝑗 − 𝑘) , ou seja, 𝜆𝑖 ∈ ℚ.

Assim, 𝐻 é gerado como um ℤ-módulo por um número finito de

elementos, que são combinações lineares com coeficientes racionais

dos 𝑒′
𝑖𝑠. Seja 𝑑 ≠ 0 um denominador comum destes coeficientes.

Consideremos o conjunto 𝑑𝐻. Temos que 𝑑𝐻 ⊂
𝑟


𝑖=1

ℤ𝑒𝑖. Dáı, pelo

Teorema 1.2.1, segue que existe uma base {𝑓1, ⋯ , 𝑓𝑟} do ℤ-módulo
𝑟


𝑖=1

ℤ𝑒𝑖 e inteiros 𝛼𝑖, tal que {𝛼1𝑓1, ⋯ , 𝛼𝑟𝑓𝑟} gera 𝑑𝐻 sobre ℤ. Como

o ℤ-módulo 𝑑𝐻 tem o mesmo posto de 𝐻 e como
𝑟


𝑖=1

ℤ𝑒𝑖 ⊂ 𝐻,
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segue que o posto de 𝑑𝐻 ≥ 𝑟. Pela maximalidade de 𝑟 decorre que o
posto de 𝑑𝐻 é 𝑟 e os 𝛼′

𝑖𝑠 são não nulos, pois caso contrário 𝑑𝐻 não

teria posto r. Assim os 𝑓 ′

𝑖 𝑠 são linearmente independentes sobre

ℝ, uma vez que {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑟} é linearmente independente sobre ℝ.
Portanto, 𝑑𝐻 é gerado por 𝑟 vetores linearmente independentes

sobre ℝ e consequentemente 𝐻 também é gerado por 𝑟 vetores

linearmente independentes sobre ℝ.

Observação 3.2.1. Segue do Teorema 3.2.1 que um subgrupo dis-

creto do ℝ𝑛 é um reticulado.

3.3 Empacotamento esférico

A Teoria dos Códigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com

o famoso trabalho de Shannon (1948), onde foi demonstrado o Te-

orema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este resultado

diz que para a transmissão de dados abaixo de uma certa taxa 𝐶
(śımbolos por segundo), chamada de capacidade do canal, é pos-

śıvel obter a probabilidade de erro tão pequena quanto se deseja

através de códigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no

caso de valores altos da relação sinal-rúıdo (SNR), um código de

bloco ótimo para um canal com rúıdo gaussiano branco (AWGN),

limitado em faixa, consiste em um empacotamento denso de sinais

dentro de uma esfera, no espaço euclidiano 𝑛-dimensional, para

𝑛 suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o v́ınculo entre

empacotamento esférico e Teoria da Informação.

Para cada 𝑛, Minkowski provou a existência de reticulados

no espaço euclidiano 𝑛-dimensional com densidade de empacota-

mento esférico 𝛿 satisfazendo
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𝛿 ≥ 𝜁(𝑛)
2𝑛−1 ,

onde 𝜁 é a função zeta de Riemann. Como consequência, obtém-se

1
𝑛𝑙𝑜𝑔2𝛿 ≥ −1. (3.2)

Depois disto, Leech mostrou como usar códigos corretores de

erros para construir empacotamentos esféricos densos no ℝ𝑛, Conway
e Sloane (1999) provaram que reticulados satisfazendo a cota de

Minkowski, dada pela Equação (3.2) são equivalentes a códigos

atingindo a capacidade do canal.

O problema clássico do empacotamento esférico consiste em

encontrar um arranjo de esferas idênticas no espaço Euclidiano

𝑛-dimensional de forma que a fração do espaço coberto por essas

esferas seja a maior posśıvel. Isto pode ser visto como a versão

euclidiana do 18∘ Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geração de reticulados, o homomorfismo

de Minkowski apresenta caracteŕısticas interessantes. Usando Te-

oria Algébrica dos Números, Craig (1978) reproduziu o reticulado

de Leech Λ24 através da representação geométrica de um ideal no

anel de inteiros de ℚ(𝜁39). Com o mesmo método, ainda obteve a

famı́lia 𝐴𝑚
𝑛 em dimensões 𝑛 = 𝑝 − 1, através de ℚ(𝜁𝑝), onde 𝑝 é um

número primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais

problemas é a obtenção de reticulados com alta densidade e que

sejam ao mesmo tempo manipuláveis.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, preci-

samos da noção de volume. O volume no ℝ𝑛 é bem conhecido e

pode ser facilmente transferido para o ℝ-espaço 𝑉 através do iso-

morfismo natural entre ℝ𝑛 e 𝑉 , e definido por meio de uma base

{𝑣1, … , 𝑣𝑛}. Além disso, é posśıvel restringir a subconjuntos C de



114 CARINA ALVES • ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

𝑉 que são reuniões finitas da região fundamental, usando apenas

as seguintes propriedades de volume:

a) 𝑉 𝑜𝑙(𝑥 + 𝐶) = 𝑉 𝑜𝑙(𝐶), para todo 𝑥 ∈ 𝑉 .

b) 𝑉 𝑜𝑙(𝛾𝐶) = 𝛾𝑛𝑉 𝑜𝑙(𝐶), para todo 𝛾 ∈ ℝ, 𝛾 > 0.
c) Se 𝐶 ∩ 𝐶 ′ = ∅, então 𝑉 𝑜𝑙(𝐶 ∪ 𝐶 ′ ) = 𝑉 𝑜𝑙(𝐶) + 𝑉 𝑜𝑙(𝐶 ′ ).

Definição 3.3.1. Sejam 𝐻 ⊆ ℝ𝑛 um reticulado, 𝛽 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛}
uma base de 𝐻 e 𝑃 𝛽 a região fundamental. Se 𝑣𝑖 = (𝑣𝑖1, 𝑣𝑖2, ⋯ , 𝑣𝑖𝑛),
para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛, definimos o volume da região fundamental 𝑃 𝛽 ,
como o módulo do determinante da matriz

𝐵 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑣11 𝑣12 ⋯ 𝑣1𝑛

𝑣21 𝑣22 ⋯ 𝑣2𝑛

⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑣𝑛1 𝑣𝑛2 ⋯ 𝑣𝑛𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Proposição 3.3.1. (SAMUEL, 1967, p.55, Lema.1) O volume da

região fundamental 𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝛽) é independente da base 𝛽 de 𝐻.

Demonstração. Se 𝑓 = {𝑓1, … , 𝑓𝑛} é uma outra base de 𝐻, en-

tão, 𝑓𝑖 =
𝑛


𝑗=1

𝛼𝑖𝑗𝑣𝑗 , com 𝛼𝑖𝑗 ∈ ℤ. Assim, 𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝑓 ) = | det(𝛼𝑖𝑗)|𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝑣).

Como a matriz de mudança de base (𝛼𝑖𝑗) é inverśıvel, segue que

det(𝛼𝑖𝑗) = ±1. Portanto, 𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝑓 ) = 𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝑣).

Definição 3.3.2. Seja 𝐻𝛽 ⊆ ℝ𝑛 um reticulado com base 𝛽 =
{𝑣1, 𝑣2, ⋯ ,
𝑣𝑛}. Definimos o volume do reticulado 𝐻𝛽 como 𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) = 𝑉 𝑜𝑙(𝑃 𝛽).

Observamos que, sendo 𝛽 ′
uma outra base para 𝐻𝛽 , segue que

𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) = 𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽 ′ ), pois 𝛽 e 𝛽 ′
diferem pelo produto de uma

matriz inverśıvel com entradas inteiras. Dessa forma, faz sentido
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definir o volume de 𝐻𝛽 como sendo o volume de uma região fun-

damental.

Definição 3.3.3. a) Um empacotamento esférico, ou simples-

mente um empacotamento no ℝ𝑛, é uma distribuição de esferas de

mesmo raio no ℝ𝑛 de forma que a intersecção de quaisquer duas

esferas tenha no máximo um ponto. Pode-se descrever um empa-

cotamento indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e

o raio.

b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em

que o conjunto dos centros das esferas formam um reticulado 𝐻𝛽

de ℝ𝑛.
c) Dado um empacotamento no ℝ𝑛, associado a um reticulado 𝐻𝛽 ,
com 𝛽 = {𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛} uma ℤ-base, definimos a sua densidade de

empacotamento como sendo a proporção do espaço ℝ𝑛 coberta

pela união das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reti-

culado 𝐻𝛽 em que as esferas tenham raio máximo. Para a de-

terminação deste raio, observe que fixado 𝑘 > 0, a intersecção do

conjunto compacto {𝑥 ∈ ℝ𝑛; |𝑥| ≤ 𝑘} com o reticulado 𝐻𝛽 é um

conjunto finito, de onde segue que o número 𝐻𝛽𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛{|𝜆|; 𝜆 ∈
𝐻𝛽 , 𝜆 ≠ 0} está bem definido e (𝐻𝛽𝑚𝑖𝑛 )2 é chamado de norma

mı́nima. Observamos que 𝜌 = 𝐻𝛽𝑚𝑖𝑛 /2 é o maior raio para o qual

é posśıvel distribuir esferas centradas nos pontos de 𝐻𝛽 e obter

um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacotamentos

reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por 𝐵(𝜌) a esfera com centro na origem e raio 𝜌,
temos que a densidade de empacotamento de 𝐻𝛽 é igual a

Δ(𝐻𝛽) = Volume da região coberta pelas esferas

Volume da região fundamental
= 𝑉 𝑜𝑙(𝐵(𝜌))

𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) =
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𝑉 𝑜𝑙(𝐵(1))𝜌𝑛

𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) .

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parâmetro,

chamado de densidade de centro, que é dado por

𝛿(𝐻𝛽) = 𝜌𝑛

𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) .

Exemplo 3.3.1. Se 𝐻𝛽 = ℤ2 com base (1, 0) 𝑒 (0, 2), temos que

𝜌 = 1/2, 𝑉 𝑜𝑙(𝐵(1)) = 𝜋.1 = 𝜋, o volume do reticulado é 𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) =
1.2 = 2, a densidade de empacotamento é

Δ(𝐻𝛽) = 𝑉 𝑜𝑙(𝐵(1)). 𝜌2

𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) = 𝜋 1
4 .12 = 𝜋

8
e a densidade de centro é 𝛿(𝐻𝛽) = 1/8.

Exemplo 3.3.2. Seja 𝐻𝛽 = ℤ𝑛 um reticulado do ℝ𝑛, gerado pelos

vetores 𝑣1 = (1, 0, … , 0), 𝑣2 = (0, 1, … , 0), … , 𝑣𝑛 = (0, 0, … , 1). A

forma quadrática |𝑣|2 = 𝑥2
1 +⋯+𝑥2

𝑛 assume o valor mı́nimo quando

um dos 𝑥𝑖 = 1, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 e os demais nulos. Assim |𝑣|2 = 1
e 𝜌 = 1

2 . Visto que 𝑣(𝐻𝛽) = | det 𝐵|, e B neste caso é a matriz

identidade, temos que o 𝑉 𝑜𝑙(𝐻𝛽) = 1, e portanto, 𝛿(𝐻𝛽) = 1
2𝑛 .

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado

𝐻𝛽 do ℝ𝑛 é encontrar um empacotamento com maior densidade.

Em dimensão um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da

reta formam um ℤ-reticulado cuja a densidade de empacotamento

é a melhor posśıvel dada por Δ = 1. Neste caso, as “esferas” são

intervalos como podemos ver na figura abaixo.

t tt. .
-1 0 1

esfera
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Para dimensão dois o reticulado hexagonal é o de maior den-

sidade, dada por Δ = 𝜋
√12

≈ 0, 9069. O empacotamento deste

reticulado com base 𝛽 = (1, 0), (− 1
2 , √3

2 ) é dado por

t ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����qt ����q

Em dimensão três Gauss mostrou em 1831 que o reticulado 𝑓𝑐𝑐,
é o empacotamento com maior densidade (pirâmides de laranjas),

sendo essa Δ = 𝜋
√18

≈ 0, 7405.
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Já para dimensões 𝑛 ≥ 4 conhece-se apenas algumas densidades

de determinados empacotamentos, mais ainda não se sabe qual a

maior densidade.

3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta seção descreveremos as propriedades de alguns reticula-

dos construtivos importantes conhecidos na literatura.

Definição 3.4.1. Dizemos que um reticulado é equivalente a ou-

tro se este pode ser obtido do outro por rotação ou translação.

1. Reticulado cúbico 𝑛-dimensional ℤ𝑛: Temos que

ℤ𝑛 = {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛); 𝑥𝑖 ∈ ℤ} é um reticulado chamado

de cúbico. A sua matriz geradora 𝐵 é a matriz identidade.

Assim, 𝑑𝑒𝑡ℤ𝑛 = 1 e a norma mı́nima igual a 1, o raio de

empacotamento é 𝜌 = 1
2 , sua densidade de empacotamento

é Δ = 𝑉𝑛2−𝑛 e sua densidade de centro é 𝛿 = 2−𝑛. Desta

forma ℤ tem densidade de empacotamento Δ = 1, e as den-

sidades de ℤ2, ℤ3, ℤ4 são Δ = 𝜋
4 ≈ 0.785, Δ = 𝜋

6 ≈ 0.524 e

Δ = 𝜋2

32 ≈ 0.308, respectivamente.

2. Reticulado 𝑛-dimensional 𝐴𝑛: Para todo 𝑛 ≥ 1,
𝐴𝑛 = {(𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ ℤ𝑛+1; 𝑥0 + 𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛 = 0} é um

reticulado. Por definição, temos que 𝐴𝑛 está contido no hi-

perplano 
𝑖

𝑥𝑖 = 0 no ℝ𝑛+1, possui uma matriz geradora B,
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dada por:

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 1 0 0 ⋯ 0 0
0 −1 1 0 ⋯ 0 0
0 0 −1 1 ⋯ 0 0
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋯ ⋅ ⋅
0 0 0 0 ⋯ −1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

onde 𝑑𝑒𝑡𝐴𝑛 = 𝑑𝑒𝑡(𝐵𝐵𝑡) = 𝑛 + 1, norma mı́nima igual a 2,
raio de empacotamento 𝜌 = 1

√2
e densidade de centro 𝛿 =

2−𝑛/2(𝑛 + 1)−1/2.

3. Reticulado hexagonal: Temos que 𝐴1 ≃ ℤ e que 𝐴2 é

equivalente ao reticulado hexagonal. O reticulado hexagonal

é gerado pelos vetores (1, 0) e


−1
2 , √3

2 
, e assim sua ma-

triz geradora é 𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0
−1
2

√3
2

⎤
⎥
⎥
⎦

. Desta forma 𝑑𝑒𝑡𝐴2 = 3
4 ,

norma mı́nima igual a 1, raio de empacotamento 𝜌 = 1
2 , den-

sidade de empacotamento Δ = 𝜋
√12

≈ 0, 9069 e densidade

de centro 𝛿 = 1
√12

.

4. Reticulado 𝐷𝑛, para 𝑛 ≥ 3: Temos que 𝐷𝑛 = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈
ℤ𝑛 ∶ 𝑥1 +⋯+𝑥𝑛 é par} é um reticulado. Sua matriz geradora

é dada por;
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𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 −1 0 ⋯ 0 0
1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋅ ⋅ ⋅ ⋯ ⋅ ⋅
0 0 0 ⋯ 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

onde 𝑑𝑒𝑡𝐷𝑛 = 4, norma mı́nima igual a 2, raio de empacota-

mento 𝜌 = 1/√2 e densidade de centro 𝛿 = 2−(𝑛+2)/2.

5. Reticulado face-centered cubic: Temos que os reticula-

dos 𝐴3 e 𝐷3 são equivalentes ao reticulado 𝑓𝑐𝑐. Assim, o 𝑓𝑐𝑐
consiste de todos os pontos (𝑥, 𝑦, 𝑧), onde 𝑥, 𝑦, 𝑧 são inteiros

com soma par. Um matriz geradora de 𝐷3 é dada por;

𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 −1 0
1 −1 0
0 1 −1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

,

onde 𝑑𝑒𝑡𝐷3 = 4, norma mı́nima igual a 2, raio de empacota-

mento 𝜌 = 1/√2, densidade Δ = 𝜋
√18

≈ 0, 7305 e densidade

de centro 𝛿 = 2−5/2.

• Para 𝐷4, temos Δ ≈ 0, 61685 e densidade de centro 𝛿 ≈
0, 125.

• Para 𝐷5, temos Δ ≈ 0, 46526 e densidade de centro 𝛿 ≈
0, 08839.

6. Reticulado 8-dimensional 𝐸8: Temos que o sistema de

coordenadas pares de 𝐸8 consiste dos pontos {(𝑥1, ⋯ , 𝑥8) ∶
∀ 𝑥𝑖 ∈ ℤ ou ∀ 𝑥𝑖 ∈ ℤ + 1

2 , ∑ 𝑥𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2)}. O sistema de

coordenadas ı́mpares é obtido mudando o sinal de qualquer
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coordenada: os pontos são {(𝑥1, ⋯ , 𝑥8) ∶ ∀ 𝑥𝑖 ∈ ℤ ou ∀ 𝑥𝑖 ∈
ℤ + 1

2 , ∑ 𝑥𝑖 ≡ 2𝑥8(𝑚𝑜𝑑2)}. A matriz geradora de 𝐸8 é dada

por

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 0 0 0 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

detB=1, norma mı́nima=2, número de vizinhos 𝜏=240, raio

de empacotamento 𝜌 = 1
√2

, densidade Δ = 𝜋4

384 ≈ 0.2537 e

densidade de centro 𝛿 = 1
16 .

7. Reticulado 7-dimensional 𝐸7: Os vetores em 𝐸8 perpen-

diculares a qualquer vetor minimal 𝑣 ∈ 𝐸8 formam o reticu-

lado 𝐸7, isto é, 𝐸7 = {𝑥 ∈ 𝐸8 ∶ 𝑥 ⋅ 𝑣 = 0}. A matriz geradora

de 𝐸7 é dada por

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−1 1 0 0 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2 − 1

2 − 1
2 − 1

2 − 1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

detB=2, norma mı́nima=2, número de vizinhos 𝜏=126, raio

de empacotamento 𝜌 = 1
√2

, densidade Δ = 𝜋3

105 ≈ 0.2953 e
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densidade de centro 𝛿 = 1
16 .

8. Reticulado 6-dimensional 𝐸6: Os vetores em 𝐸8 perpen-

diculares a qualquer 𝐴2 subreticulado V em 𝐸8 formam o

reticulado 𝐸6, isto é, 𝐸6 = {𝑥 ∈ 𝐸8 ∶ 𝑥 ⋅ 𝑣 = 0, ∀ 𝑣 ∈ 𝑉}. A
matriz geradora de 𝐸6 é dada por

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0 0 0
0 0 0 −1 1 0 0 0
0 0 0 0 −1 1 0 0
0 0 0 0 0 −1 1 0
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

detB=3, norma mı́nima=2, número de vizinhos 𝜏=72, raio

de empacotamento 𝜌 = 1
√2

, densidade Δ = 𝜋3

48√3
≈ 0.3729 e

densidade de centro 𝛿 = 1
8√3

.

9. Reticulado 12-dimensional 𝐾12: Temos que 𝐾12 é gerado

pelos vetores 1
√2

(±𝜃, ±15), onde 𝜃 = 𝜔 − 𝜔 = √−3 e 𝜔 =
−1+√−3

2 . A matriz geradora de 𝐾12 é dada por

𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
1 𝜔 𝜔 1 0 0
𝜔 1 𝜔 0 1 0
𝜔 𝜔 1 0 0 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

detB=729, norma mı́nima=4, número de vizinhos 𝜏=756,

raio de empacotamento 𝜌 = 1, densidade Δ = 𝜋6

19440 ≈ 0.04945
e densidade de centro 𝛿 = 1

27 .
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10. Reticulado 16-dimensional Λ16: A matriz geradora de

Λ16 é dada por B=

1
√2

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

detB=256, norma mı́nima=4, número de vizinhos 𝜏=4320,

raio de empacotamento 𝜌 = 1, densidade Δ = 𝜋8

16.8! ≈ 0.01471
e densidade de centro 𝛿 = 1

16 .

11. Reticulado 24-dimensional Λ24: Temos que Λ24 é gerado

pelos vetores da forma 1
√8

(±3, ±123). A matriz geradora de



124 CARINA ALVES • ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

Λ24 é dada por

𝐵 = 1
√8

8000 0000 0000 0000 0000 0000

4400 0000 0000 0000 0000 0000

4040 0000 0000 0000 0000 0000

4004 0000 0000 0000 0000 0000

4000 4000 0000 0000 0000 0000

4000 0400 0000 0000 0000 0000

4000 0040 0000 0000 0000 0000

2222 2222 0000 0000 0000 0000

4000 0000 4000 0000 0000 0000

4000 0000 0400 0000 0000 0000

4000 0000 0040 0000 0000 0000

2222 0000 2222 0000 0000 0000

4000 0000 0000 4000 0000 0000

2200 2200 2200 2200 0000 0000

2020 2020 2020 2020 0000 0000

2002 2002 2002 2002 0000 0000

4000 0000 0000 0000 4000 0000

2020 2002 2200 0000 2200 0000

2002 2200 2020 0000 2020 0000

2200 2020 2002 0000 2002 0000

0222 2000 2000 2000 2000 2000

0000 0000 2200 2200 2200 2200

0000 0000 2020 2020 2020 2020

-3111 1111 1111 1111 1111 1111

,

detB=1, norma mı́nima=2, número de vizinhos 𝜏=196560,

raio de empacotamento 𝜌 = 1, densidade Δ = 𝜋12

12! ≈ 0.001930
e densidade de centro 𝛿 = 1.
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3.5 Reticulados via corpos de números

Nesta seção apresentamos o método de Minkowiski, para a

geração de reticulados via ideais do anel de inteiros de um corpos

de números.

Sejam 𝕂 um corpo de números e 𝑛 seu grau. Temos que existem

𝑛 monomorfismos distintos 𝜎𝑗 ∶ 𝕂 → ℂ, uma vez que o polinômio

minimal de um elemento primitivo de 𝕂 sobre ℚ tem somente 𝑛
ráızes em ℂ. Se 𝜎𝑗(𝕂) ⊆ ℝ diz-se que 𝜎𝑗 é real, caso contrário, 𝜎𝑗 é

dito imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais diz-

se que 𝕂 é um corpo totalmente real e quando os monomorfis-

mos são todos imaginários diz-se que 𝕂 é um corpo totalmente

imaginário. Se 𝛼 ∶ ℂ → ℂ é a conjugação complexa, então para

todo 𝑗 = 1, … , 𝑛, temos que 𝛼 ∘ 𝜎𝑗 = 𝜎𝑘, para algum 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, e
que 𝜎𝑗 = 𝜎𝑘 se, e somente se, 𝜎𝑗(𝕂) ⊂ ℝ. Assim, usando 𝑟1 para

denotar o número de ı́ndices, tal que 𝜎𝑗(𝕂) ⊂ ℝ, podemos ordenar

os monomorfismos 𝜎1, … , 𝜎𝑛 de tal modo que 𝜎1, … , 𝜎𝑟1 sejam os

monomorfismos reais e que 𝜎𝑟1+𝑟2+𝑗 = 𝜎𝑟1+𝑗 , para 𝑗 = 1, … , 𝑟2. En-

tão 𝑛 − 𝑟1 é um número par, assim podemos escrever 𝑟1 + 2𝑟2 = 𝑛.
Dáı, para cada 𝑥 ∈ 𝕂, temos que o homomorfismo 𝜎𝕂 ∶ 𝕂 ⟶ ℝ𝑛

definido por

𝜎𝕂(𝑥) = (𝜎1(𝑥), … , 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥)) ∈ ℝ𝑟1 × ℝ2𝑟2 ,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomor-

fismo canônico de 𝕂 em ℝ𝑟1 × ℝ2𝑟2 . Geralmente identificamos

ℝ𝑟1 × ℝ2𝑟2 com ℝ𝑛, e este homomorfismo pode também ser visto

como

𝜎𝕂(𝑥) = (𝜎1(𝑥), … , 𝜎𝑟1 (𝑥), ℜ𝜎𝑟1+1(𝑥), ℑ𝜎𝑟1+1(𝑥), … , ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥),

ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥)),
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onde as notações ℜ(x) e ℑ(x) representam as partes real e imagi-

nária do número complexo x, respectivamente.

Exemplo 3.5.1. Sejam o corpo quadrático 𝕂 = ℚ(𝑖), onde 𝑖 =
√−1, e {𝜎1, 𝜎2} o grupo dos ℚ-monomorfismos de 𝕂 em ℂ, onde

𝜎1 é a aplicação identidade e 𝜎2(𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑎 − 𝑏𝑖, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ.

Neste caso, 𝑟1 = 0 e 𝑟2 = 1. Para 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝕂, com 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ,

temos 𝜎𝕂(𝑥) = (ℜ𝜎1(𝑥), ℑ𝜎1(𝑥)) = (𝑎, 𝑏).

Exemplo 3.5.2. Sejam o corpo ciclotômico 𝕂 = ℚ(𝜁5), onde

𝜁5 = 𝑒 2𝜋𝑖
5 e {𝜎1, 𝜎2, 𝜎3, 𝜎4} o grupo dos ℚ-monomorfismos de 𝕂

em ℂ. Como 𝕂 é um corpo totalmente complexo, temos que 𝑟1 = 0
e 𝑟2 = 2. Os 4 monomorfismos são dados por 𝜎1(𝜁5) = 𝜁5, 𝜎2(𝜁5) =
𝜁2

5 , 𝜎3(𝜁5) = 𝜁3
5 , 𝜎4(𝜁5) = 𝜁4

5 . Se 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝜁5 + 𝑐𝜁2
5 + 𝑑𝜁3

5 + 𝑒𝜁4
5 ∈

𝕂, 𝑐𝑜𝑚 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ ℚ, temos que 𝜎𝕂(𝑥) = (ℜ𝜎1(𝑥), ℑ𝜎1(𝑥),
ℜ𝜎2(𝑥), ℑ𝜎2(𝑥)).

Uma das aplicações deste homomorfismo é a geração de reticu-

lados no ℝ𝑛, onde os principais parâmetros podem ser obtidos via

teoria algébrica dos números, através de propriedades herdadas

de 𝕂. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que

seguem.

Proposição 3.5.1. (Samuel, 1967, p.56, Prop.1) Seja 𝕂 um corpo

de números de grau 𝑛. Se 𝑀 ⊆ 𝕂 é um ℤ-módulo livre de posto

𝑛 e se (𝑥𝑗)1≤𝑗≤𝑛 é uma ℤ-base de M, então 𝜎𝕂(𝑀) é um reticulado

no ℝ𝑛, com volume

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝑀)) = 2−𝑟2 | det1≤𝑗, 𝑘≤𝑛(𝜎𝑗(𝑥𝑘))|,

onde 𝑟2 é o número de monomorfismos imaginários.

Demonstração. Para cada 𝑗 fixo, as coordenadas de 𝜎𝕂(𝑥𝑗) com
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respeito a base canônica do ℝ𝑛 são dadas por
𝜎1(𝑥𝑗), … , 𝜎𝑟1 (𝑥𝑗), ℜ𝜎𝑟1+1(𝑥𝑗), ℑ𝜎𝑟1+1(𝑥𝑗), … , ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑗),

ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑗)). (3.3)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima

coluna dada pela Equação (3.3) fazendo uso das seguintes fórmulas

ℜ(𝑧) = 1
2(𝑧+𝑧), ℑ(𝑧) = 1

2𝑖 (𝑧−𝑧) para 𝑧 em ℂ e das transformações

elementares no determinante, a saber, pela adição da (𝑟1 + 2𝑙)-
ésima linha a sua anterior e em seguida pela subtração da (𝑟1 +
2𝑙 − 1)-ésima coluna da sua posterior, para 𝑙 = 1, … , 𝑟2. Assim,

𝐷 =

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝜎1(𝑥1) … 𝜎1(𝑥𝑗) … 𝜎1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1 (𝑥1) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑗) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑛)
ℜ(𝜎𝑟1+1(𝑥1)) … ℜ(𝜎𝑟1+1(𝑥𝑗)) … ℜ(𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛))
ℑ(𝜎𝑟1+1(𝑥1)) … ℑ(𝜎𝑟1+1(𝑥𝑗)) … ℑ(𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛))
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
ℜ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1)) … ℜ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑗)) … ℜ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛))
ℑ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1)) … ℑ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑗)) … ℑ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛))

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

=


1
2𝑖

𝑟2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝜎1(𝑥1) … 𝜎1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1 (𝑥1) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) + 𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛) + 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) − 𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛) − 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) + 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛) + 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) − 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛) − 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

=
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
1
2

𝑟2


1
2𝑖

𝑟2

2𝑟2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝜎1(𝑥1) … 𝜎1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1 (𝑥1) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) + 𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛) + 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) − 𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛) − 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) + 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛) + 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) − 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛) − 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

=

(−1)𝑟2


1
2

𝑟2
2


1
2𝑖

𝑟2

2𝑟2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝜎1(𝑥1) … 𝜎1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮

𝜎𝑟1 (𝑥1) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑛)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

=


1
2𝑖

𝑟2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

𝜎1(𝑥1) … 𝜎1(𝑥𝑛)
⋮ ⋱ ⋮

𝜎𝑟1 (𝑥1) … 𝜎𝑟1 (𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+1(𝑥1) … 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑛)
𝜎𝑟1+2(𝑥1) … 𝜎𝑟1+2(𝑥𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑟1+2𝑟2 (𝑥1) … 𝜎𝑟1+2𝑟2 (𝑥𝑛)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
||

= (2𝑖)−𝑟2 det(𝜎𝑗(𝑥𝑘)).
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Portanto, 𝐷 = (2𝑖)−𝑟2 det(𝜎𝑗(𝑥𝑘)), 𝑗, 𝑘 = 1, … , 𝑛. Como (𝑥𝑗)1≤𝑗≤𝑛 é

uma base de 𝕂 sobre ℚ, segue da Proposição 1.6.3, que det(𝜎𝑗(𝑥𝑘)) ≠
0, e portanto, 𝐷 ≠ 0. Assim, os vetores 𝜎𝕂(𝑥𝑗) do ℝ𝑛 são linear-

mente independentes e geram 𝜎𝕂(𝑀), ou seja, 𝜎𝕂(𝑀) é um reticu-

lado do ℝ𝑛.

Como {𝑥1, … , 𝑥𝑛} é uma ℤ-base de M, segue que 𝑚 =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 ,

𝑎𝑗 ∈ ℤ, e portanto, 𝑚 ∈ 𝑀 . Assim,

𝜎𝕂(𝑚) =
𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗𝜎𝕂(𝑥𝑗),

𝑎𝑗 ∈ ℤ, ou seja, 𝜎𝕂(𝑀) =


𝑛


𝑗=1

𝑎𝑗𝜎𝕂(𝑥𝑗); 𝑎𝑗 ∈ ℤ


. Logo,

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝑀)) = |𝐷| = 2−𝑟2 | det
1≤𝑗, 𝑘≤𝑛

(𝜎𝑗(𝑥𝑘))|.

Exemplo 3.5.3. Tomemos 𝕂 = ℚ(√3), e 𝔸𝕂 = ℤ[√3] seu anel

dos inteiros com ℤ-base {1, √3}. Como 𝕂 é totalmente real, segue

que 𝑟2 = 0, e portanto

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) =
|
|
|
||
det


𝜎1(1) 𝜎1(√3)
𝜎2(1) 𝜎2(√3) 

|
|
|
||
=

|
|
|
||
det


1 √3
1 −√3 

|
|
|
||

= 2√3.

Assim, a imagem do homomorfismo canônico 𝜎𝕂(ℤ[√3]) ⊆ ℝ2 é

um reticulado de posto 2 do ℝ2, cujo volume é 2√3.

Exemplo 3.5.4. Tomemos 𝕂 = ℚ(√−7), e 𝔸𝕂 = ℤ


1 + √−7
2 

seu anel dos inteiros com ℤ-base


1, 1 + √−7
2 

. Como 𝕂 é
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totalmente imaginário, então 𝑟2 = 1, e portanto

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 1
2

|
|
|
|
|
||

det
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 + √−7
2

1 1 − √−7
2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

|
|
|
|
|
||

= 1
2

√7.

Assim, 𝜎𝕂(𝔸𝕂) ⊆ ℝ2 é um reticulado de posto 2 de ℝ2 com volume
1
2

√7.

Exemplo 3.5.5. Tomemos 𝕂 = ℚ(𝜁3), onde 𝜁3 = 𝑒 2𝜋𝑖
3 e 𝔸𝕂 =

ℤ[𝜁3] seu anel dos inteiros com ℤ-base {1, 𝜁3}. Como 𝕂 é total-

mente imaginário, segue que 𝑟2 = 1, e portanto

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 1
2

|
|
|
||
det


1 𝜁3

1 𝜁3 

|
|
|
||
= 1

2

|
|
|
||
−1

2 − 𝑖√3
2 −


−1

2 + 𝑖√3
2 

|
|
|
||

= 1
2

√3.

A imagem do homomorfismo canônico 𝜎𝕂(ℤ[√3]) é um reticulado

de posto 2 no ℝ2, cujo volume é
√3
2 .

Proposição 3.5.2. (Samuel, 1967, p.57, Prop.2) Seja 𝕂 um corpo

de números de grau 𝑛. Sejam 𝐷𝕂 o discriminante absoluto de 𝕂,

𝔸𝕂 o anel dos inteiros de 𝕂 e 𝔞 um ideal não nulo de 𝔸𝕂. Então,

𝜎𝕂(𝔸𝕂) e 𝜎𝕂(𝔞) são reticulados, com respectivos volumes,

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 2−𝑟2 |𝐷𝕂| 1
2 𝑒 𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔞)) = 2−𝑟2 |𝐷𝕂| 1

2 𝑁(𝔞),

onde 𝑟2 é o número de monomorfismos imaginários.

Demonstração. Como 𝔞 e 𝔸𝕂 são ℤ-módulos livres de posto 𝑛,
segue da Proposição 3.5.1, que 𝜎𝕂(𝔞) e 𝜎𝕂(𝔸𝕂) são reticulados do

ℝ𝑛 e que 𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 2−𝑟2 | det(𝜎𝑖(𝑥𝑘))|, onde {𝑥1, … , 𝑥𝑛} é uma

ℤ-base de 𝔸𝕂 e pela Proposição 1.6.3 temos que 𝐷𝕂 = det(𝜎𝑖(𝑥𝑘))2.
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Assim, |𝐷𝕂| 1
2 = | det(𝜎𝑖(𝑥𝑘))| e portanto 𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 2−𝑟2 |𝐷𝕂| 1

2 .
Para a segunda fórmula, temos que 𝜎𝕂(𝔞) é um subgrupo de 𝜎𝕂(𝔸𝕂)
de ı́ndice 𝑁(𝔞) uma vez que 𝔸𝕂/𝔞 é isomorfo a 𝜎𝕂(𝔸𝕂)/𝜎𝕂(𝔞). Além

disso, como um domı́nio fundamental de 𝜎𝕂(𝔞) é a união disjunta

de 𝑁(𝔞) cópias de um domı́nio fundamental de 𝜎𝕂(𝔸𝕂), segue que

𝑉 𝑜𝑙(𝜎𝕂(𝔞)) = 2−𝑟2 |𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞).

Chamamos de realização geométrica de um ideal 𝔞 ao reticu-

lado 𝜎𝕂(𝔞). Em consequência das Proposições 3.5.1 e 3.5.2, temos

que a densidade de centro destes reticulados é dada por

𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) = 2𝑟2 (𝜌(𝜎𝕂(𝔞)))𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

, (3.4)

onde 𝜌(𝜎𝕂(𝔞)) = 1
2𝑚𝑖𝑛{|𝜎𝕂(𝑥)|, 𝑥 ∈ 𝔞, 𝑥 ≠ 0}.

Proposição 3.5.3. (Conway; Sloane, 1999, p.225) Sejam 𝕂 um

corpo de números e 𝑥 ∈ 𝕂. Então

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑐𝕂.𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥),

onde

𝑐𝕂 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1, se 𝕂 for totalmente real
1
2 , se 𝕂 for totalmente imaginário.

Demonstração: Suponhamos que 𝕂 seja um corpo de grau 𝑛 de

forma que 𝑟1 + 2𝑟2 = 𝑛. Como 𝜎𝕂(𝑥) ∈ ℝ𝑛, segue que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = (𝜎1(𝑥))2 + ⋯ + (𝜎𝑟1 (𝑥))2 + ℜ(𝜎𝑟1+1(𝑥))2 + ℑ(𝜎𝑟1+1(𝑥))2 +

⋯ + ℜ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥))2 + ℑ(𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥))2.

Observe que ℜ(𝜎𝑘(𝑥))2 + ℑ(𝜎𝑘(𝑥))2 = 𝜎𝑘(𝑥)𝜎𝑘(𝑥) = 𝜎𝑘(𝑥𝑥), para
𝑟1 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟1 + 𝑟2. Assim,
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|𝜎𝕂(𝑥)|2 = (𝜎1(𝑥))2 + ⋯ + (𝜎𝑟1 (𝑥))2 + 𝜎𝑟1+1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑥𝑥).

Se 𝑟1 = 0, então

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝜎1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟2 (𝑥𝑥) = 𝜎𝑟2+1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟2+𝑟2 (𝑥𝑥),

pois sendo 𝜎 a conjugação complexa, temos que 𝜎𝑟2+𝑗(𝑥𝑥) = (𝜎 ∘
𝜎𝑗)(𝑥𝑥) = 𝜎𝑗(𝑥𝑥), para 𝑗 = 1, ⋯ , 𝑟2. Logo,

2|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝜎1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟2 (𝑥𝑥) + 𝜎𝑟2+1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟2+𝑟2 (𝑥𝑥) =
𝑛


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑥𝑥),

e como os 𝜎𝑖(𝑥𝑥) são os conjugados de 𝑥𝑥, segue que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 1
2𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥).

Se 𝑟2 = 0, então

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = (𝜎1(𝑥))2 + ⋯ + (𝜎𝑟1 (𝑥))2

e como 𝜎𝑖(𝑥) = (𝜎 ∘ 𝜎𝑖)(𝑥) = 𝜎𝑖(𝑥) segue que 𝜎𝑖(𝑥𝑥) = 𝜎𝑖(𝑥)𝜎𝑖(𝑥) =
𝜎𝑖(𝑥)𝜎𝑖(𝑥) = (𝜎𝑖(𝑥))2 e assim, |𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝜎1(𝑥𝑥) + ⋯ + 𝜎𝑟1 (𝑥𝑥). Por-
tanto,

|𝜎𝕂(𝑥)|2 =
𝑛


𝑖=1

𝜎𝑖(𝑥𝑥) = 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥),

e isto conclui a demonstração.

Observação 3.5.1. Se 𝕂 é um corpo de números e 𝔞 um ideal

não nulo de 𝔸𝕂, podemos reescrever o raio de empacotamento do

reticulado 𝜎𝕂(𝔞) da seguinte forma:

𝜌(𝜎𝕂(𝔞)) = 1
2𝑚𝑖𝑛{|𝜎𝕂(𝑥)|, 𝑥 ∈ 𝔞, 𝑥 ≠ 0} =

1
2𝑚𝑖𝑛√𝑐𝕂𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥), 𝑥 ∈ 𝔞, 𝑥 ≠ 0 .

Fazendo 𝑡𝔞 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥), 𝑥 ∈ 𝔞, 𝑥 ≠ 0} temos que:

1. se 𝕂 é totalmente real então
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𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) =


√𝑡𝔞
2 

𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

=


𝑡𝔞
4 

𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

= 
𝑡𝔞
4 

𝑛
2

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

.

2. se 𝕂 é totalmente imaginário então

𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) =

2 𝑛
2
⎛
⎜
⎜
⎝

 1
2 𝑡𝔞

2
⎞
⎟
⎟
⎠

𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

=

2 𝑛
2 𝑡

𝑛
2𝔞

2 3𝑛
2

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

=
𝑡

𝑛
2𝔞

2𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

=

𝑡
𝑛
2𝔞

(√4)𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

=
𝑡

𝑛
2𝔞

4 𝑛
2

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

= 
𝑡𝔞
4 

𝑛
2

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔞)

.

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os

casos.

Exemplo 3.5.6. Se 𝕂 = ℚ(𝑖) então 𝔸𝕂 = ℤ[√−1] e 𝐷𝕂 = −4. Se
𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑖 ∈ 𝔸𝕂, então 𝑥𝑥 = (𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑎 − 𝑏𝑖) = 𝑎2 − 𝑎𝑏𝑖 + 𝑎𝑏𝑖 + 𝑏2 =
𝑎2 + 𝑏2, 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥) = 2(𝑎2 + 𝑏2) e 𝑡𝔸 = 2, para 𝑎 = 1 𝑒 𝑏 = 0. Assim

𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) =  2
4 

√4
=  1

2 
2 = 1

4 = 0, 25.
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RETICULADOS VIA CORPOS QUADRÁTICOS

E CICLOTÔMICOS

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo apresentamos aplicações dos resultados apre-

sentados nos caṕıtulos anteriores, mais precisamente, calculamos

a densidade de centro dos reticulados obtidos via o homomor-

fismo canônico. Visto que a representação geométrica de um ideal

é um reticulado, nosso maior desafio no cálculo da densidade de

centro é minimizar uma forma quadrática, caracterizada em fun-

ção do traço. No caso dos corpos quadráticos, caracterizamos a

forma quadrática e calculamos a densidade de centro da realização

geométrica do anel dos inteiros algébricos e de ideais principais.

No caso dos corpos ciclotômicos, apresentamos um estudo da re-

presentação geométrica de ideais do anel de inteiros dos corpos

ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝), ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) e ℚ(𝜁𝑝𝑞), onde 𝑝 e 𝑞 são números pri-

mos distintos e 𝑟 é um inteiro positivo não nulo, e seguindo esta
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linha nos direcionamos ao estudo de reticulados obtidos via estes

corpos.

Visto que, pelo Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de

números abeliano está contido em um corpo ciclotômico ℚ(𝜁𝑛),
para algum 𝑛, estudamos também reticulados via corpos abelianos

o que equivale ao estudo da representação geométrica de ideais via

subcorpos de corpos ciclotômicos.

4.2 Reticulados via corpos quadráticos

Nesta seção, apresentamos o cálculo da densidade de centro

de reticulados de posto 2 no ℝ2. Pela Proposição 2.2.1, temos que

todo corpo quadrático tem a forma 𝕂 = ℚ(√𝑑), com 𝑑 um número

inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos

é 𝔸𝕂 = ℤ[√𝑑] se 𝑑 ≡ 2 ou 3(𝑚𝑜𝑑 4), com 𝐷𝕂 = 4𝑑 ou 𝔸𝕂 =

ℤ


1 + √𝑑
2 

se 𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4) com 𝐷𝕂 = 𝑑.

De acordo com a Observação 3.5.1, temos que

𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 
𝑡𝔸𝕂

4 
|𝐷𝕂| 1

2
. (4.1)

A seguir exemplificamos o cálculo da densidade de centro de

alguns reticulados via corpos quadráticos.

Exemplo 4.2.1. Se 𝕂 = ℚ(√7) então 𝔸𝕂 = ℤ[√7] e 𝐷𝕂 = 28.
Se 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√7 ∈ 𝔸𝕂, temos que 𝛼𝛼 = (𝑎 + 𝑏√7)(𝑎 + 𝑏√7) =
𝑎2 + 2𝑎𝑏√7 + 7𝑏2. Assim, 𝑇𝑟(𝛼𝛼) = 𝑇𝑟(𝑎2 + 2𝑎𝑏√7 + 7𝑏2) = 𝑇𝑟(𝑎2) +
𝑇𝑟(2𝑎𝑏√7) + 𝑇𝑟(7𝑏2) = 2𝑎2 + 14𝑏2 = 2(𝑎2 + 7𝑏2), e portanto temos

que 𝑡𝔸𝕂 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇𝑟(𝛼𝛼); 𝛼 ≠ 0, 𝛼 ∈ 𝔸𝕂} = 2, para 𝑎 = 1 e 𝑏 = 0.
Assim,
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𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 1
2√28

≃ 0, 09449.

Exemplo 4.2.2. Se 𝕂 = ℚ(√5) então 𝔸𝕂 = ℤ


1 + √5
2 

e 𝐷𝕂 =

5. Se 𝛼 = 𝑎 + 𝑏√5 ∈ 𝔸𝕂, temos que 𝛼𝛼 = (𝑎 + 𝑏√5)(𝑎 + 𝑏√5) =
𝑎2 + 2𝑎𝑏√5 + 5𝑏2. Assim, 𝑇𝑟(𝛼𝛼) = 𝑇𝑟(𝑎2 + 2𝑎𝑏√5 + 5𝑏2) = 𝑇𝑟(𝑎2) +
𝑇𝑟(2𝑎𝑏√5) + 𝑇𝑟(5𝑏2) = 2𝑎2 + 10𝑏2 = 2(𝑎2 + 5𝑏2), e dáı 𝑡𝔸𝕂 = 2, para
𝑎 = 1 e 𝑏 = 0. Portanto,

𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = 1
2√5

≃ 0, 2236.

Consideremos, agora ideais principais do anel dos inteiros algé-

bricos, 𝔸𝕂, de um corpo quadrático 𝕂. Seja 𝔞 um ideal não nulo de

𝔸𝕂, tal que 𝔞 = 𝛾𝔸𝕂, onde 𝛾 ∈ 𝔸𝕂. Então, pela Proposição 3.5.2,
temos que 𝜎𝕂(𝔞) é um reticulado de posto 2 no ℝ2 e sua densidade

de centro, pela Observação 3.5.1, é dada por

𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) = 
𝑡𝔞
4 

|𝐷𝕂| 1
2 |𝑁(𝛾)|

.

Exemplo 4.2.3. Sejam 𝕂 = ℚ(√11), 𝔸𝕂 = ℤ[√11] e 𝔞 o ideal

principal de 𝔸𝕂, gerado por 𝛾 = 1 + 2√11. Se 𝛼 ∈ 𝛾𝔸𝕂, então

existem 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tais que 𝛼 = (1 + 2√11)(𝑎 + 𝑏√11) = (𝑎 + 22𝑏) +
(2𝑎+𝑏)√11. Assim 𝛼𝛼 = (𝑎+22𝑏)2+11(2𝑎+𝑏2)+2(𝑎+22𝑏)(2𝑎+𝑏)√11
e 𝑇𝑟(𝛼𝛼) = 2[(𝑎 + 22𝑏)2 + 11(2𝑎 + 𝑏)2]. Logo 𝑡𝔞 = 90, para 𝑎 = 1
e 𝑏 = 0. Como 𝐷𝕂 = 44 e 𝑁(< 1 + 2√11 >) = |𝑁(1 + 2√11)| =
|(1 + 2√11)(1 − 2√11)| = |1 − 2√11 + 2√11 − 44| = | − 43| = 43,
segue que
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𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) =
90
4

√44 ⋅ 43
=

90
4

2 ⋅ √11 ⋅ 43
=

90
4

86 ⋅ √11
=

= 90
4 ⋅ √11 ⋅ 86

= 45
2 ⋅ √11 ⋅ 86

= 45
172 ⋅ √11

≃ 0, 0788.

Exemplo 4.2.4. Sejam 𝕂 = ℚ(√5), 𝔸𝕂 = ℤ


1 + √5
2 

e 𝔞 o ideal

principal de 𝔸𝕂, gerado por 𝛾 = 3−2√5. Se 𝛼 ∈ 𝛾𝔸𝕂, então existem

𝑎, 𝑏 ∈ ℤ tais que 𝛼 = 3𝑎 − 7
2 𝑏 + √5−2𝑎 + 1

2 𝑏 . Assim 𝛼𝛼 =

3𝑎 − 7
2 𝑏

2 + 5−2𝑎 + 1
2 𝑏

2 + 2√53𝑎 − 7
2 𝑏 −2𝑎 + 1

2 𝑏 e portanto,

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼) = 23𝑎 − 7
2 𝑏

2 + 5−2𝑎 + 1
2 𝑏

2
 . Logo 𝑡𝔞 = 27, para 𝑎 =

0 e 𝑏 = 1. Como 𝐷𝕂 = 5 e |𝑁𝕂/ℚ(𝛾)| = 11 segue que

𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) = 27
44√5

≃ 0, 2744.

Proposição 4.2.1. (Vicente, 2000, p.72) Se 𝕂 é um corpo qua-

drático totalmente imaginário e 𝔞 é um ideal principal do anel dos

inteiros algébricos de 𝕂, então os reticulados 𝜎𝕂(𝔞) e 𝜎𝕂(𝔸𝕂) tem

a mesma densidade de centro.

Demonstração. Sejam 𝔞 = 𝛾𝔸𝕂 um ideal principal de 𝔸𝕂 e 𝑥 ∈ 𝔞,
onde 𝑥 = 𝛾𝑙, com 𝑙 ∈ 𝔸𝕂. Assim, 𝑥𝑥 = 𝛾𝛾𝑙𝑙 e 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛾𝛾) = 2(𝛾𝛾𝑙𝑙),
pois 𝛾𝛾𝑙𝑙 ∈ ℚ. Como

 1
2 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛾𝛾𝑙𝑙)

2 = √𝛾𝛾 ⋅
√𝑙𝑙

2 ,

segue que, 𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂)) = |𝑁(𝛾)|𝜌(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) e sendo 𝕂 um corpo qua-
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drático totalmente imaginário segue que 𝑟2 = 1. Portanto,

𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) = 2𝑟2 (𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂)))𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 |𝑁(𝛾)|

= 2(𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂)))2

|𝐷𝕂| 1
2

𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂))
𝜌(𝜎𝕂(𝔸𝕂))

=

= 2(𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂)))2𝜌(𝜎𝕂(𝔸𝕂))
|𝐷𝕂| 1

2 𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂))
=

= 2(𝜌(𝜎𝕂(𝛾𝔸𝕂)))𝜌(𝜎𝕂(𝔸𝕂))
|𝐷𝕂| 1

2
=

= 2𝜌(𝜎𝕂(𝔸𝕂))2

|𝐷𝕂| 1
2

= 𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)).

Exemplo 4.2.5. Sejam 𝕂 = ℚ(√−7), 𝔸𝕂 = ℤ[𝑤], 𝛼 = 𝑎 +

𝑏𝑤 ∈ 𝔸𝕂, com 𝑤 = 11 + √−7
2 e 𝔞 = 𝛾𝔸𝕂 um ideal principal

de 𝔸𝕂. Então 𝛼𝛼 = 𝑎 + 𝑏
11
2 + √−7

2  𝑎 + 𝑏
11
2 − √−7

2  = 𝑎2 +

𝑎𝑏
11
2 − √−7

2 +𝑎𝑏
11
2 + √−7

2 +𝑏2 121
4 + 7

4  = 𝑎2 +𝑎𝑏𝑤+𝑎𝑏𝜔+32𝑏2.
Assim, 𝑇𝑟(𝛼𝛼) = 2(𝑎2 + 11𝑎𝑏 + 32𝑏2) e deste modo 𝑡𝔸𝕂 = 2, para
𝑎 = 1 e 𝑏 = 0. Visto que 𝐷𝕂 = −7, temos que a densidade de centro

é 𝛿(𝜎𝕂(𝔞)) = 𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) =
2
4

√7
=

1
2

√7
= 1

2√7
≃ 0, 1889.

4.3 Reticulados via corpos ciclotômicos

Nesta seção, apresentamos um estudo de como encontrar a

maior densidade de centro para os reticulados obtidos via os cor-

pos ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝), ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) e ℚ(𝜁𝑝𝑞) onde 𝑝 e 𝑞 são números pri-

mos distintos e 𝑟 é um inteiro positivo. Para isso, faremos uso das

aplicações das formas quadráticas aos corpos ciclotômicos e desta

forma calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos.

Além disso, para alguns corpos ciclotômicos calculamos explicita-

mente a densidade de centro de algumas famı́lias de reticulados.
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1 Reticulados via ℚ(𝜁𝑝).

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre os reticula-

dos obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝), onde 𝑝 é um número

primo.

Sejam 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝), 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝] o anel dos inteiros de 𝕂 e 𝛼 =
𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
𝑝 ∈ ℤ[𝜁𝑝]. Como 𝜁𝑝 = 𝜁−1

𝑝 segue que 𝛼 =
𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁−𝑖
𝑝 e assim,

𝛼𝛼 =


𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
𝑝 

𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁−𝑖
𝑝 

= (𝑎2
0 + ⋯ + 𝑎2

𝑝−2) +

+ (𝑎0𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑝−3𝑎𝑝−2)(𝜁𝑝 + 𝜁−1
𝑝 ) + ⋯ +

+ (𝑎0𝑎𝑝−3 + 𝑎1𝑎𝑝−2)(𝜁𝑝−3
𝑝 + 𝜁−(𝑝−3)

𝑝 ) +

+ 𝑎0𝑎𝑝−2(𝜁𝑝−2
𝑝 + 𝜁−(𝑝−2)

𝑝 ).

Por outro lado, fazendo 𝛼𝑖 = 𝜁 𝑖
𝑝 + 𝜁−𝑖

𝑝 e 𝐴𝑖 = 𝑎0𝑎𝑖 + 𝑎1𝑎𝑖+1 +
⋯ + 𝑎𝑝−2−𝑖𝑎𝑝−2, temos que 𝛼𝛼 = 𝐴0 + 𝐴1𝛼1 + ⋯ + 𝐴𝑝−2𝛼𝑝−2. Como

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝑖) = −2 segue que 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼) = (𝑝 − 1)𝐴0 − 2(𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ +
𝐴𝑝−2) = (𝑝 − 1)𝐴0 − 2(𝑎0𝑎1 + ⋯ + 𝑎𝑝−3𝑎𝑝−2 + 𝑎0𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑝−4𝑎𝑝−2 +
⋯ + 𝑎0𝑎𝑝−3 + 𝑎1𝑎𝑝−2 + 𝑎0𝑎𝑝−2). Assim,

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼) = 𝑝
𝑝−2


𝑖=0

𝑎2
𝑖 −



𝑝−2


𝑖=0

𝑎2
𝑖 + 2 

0≤𝑖<𝑗≤𝑝−2
𝑎𝑖𝑎𝑗

e, portanto,

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼) = 𝑝
𝑝−2


𝑖=0

𝑎2
𝑖 −



𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖

2

. (4.2)

Fazendo algumas operações no segundo membro da Equação (4.2),
temos que

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼) =
𝑝−2


𝑖=0

𝑎2
𝑖 + 

0≤𝑖<𝑗≤𝑝−2
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)2, (4.3)

que é a forma quadrática 𝑄𝑝−1(𝑋) calculada em (𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑝−2).
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Quando não houver possibilidade de confusão usaremos 𝑄 no

lugar de 𝑄𝑝−1.

Proposição 4.3.1. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam 𝔭 o ideal

de 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝] gerado por 1 − 𝜁𝑝, 𝛼 ∈ ℤ[𝜁𝑝] e 𝑓(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que

𝛼 = 𝑓(𝜁𝑝). Então

𝛼 ∈ 𝔭 ⟺ 𝑓(1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Demonstração: Sendo o polinômio minimal de 𝜁𝑝 sobre ℚ dado

por

ℎ(𝑋) = 𝑋𝑝 − 1
𝑋 − 1 ,

temos que 𝔸𝕂 ≃ ℤ[𝑋]
< ℎ(𝑋) >. Se 𝑢(𝑋) representa a classe de equiva-

lência, módulo ℎ(𝑋), do polinômio 𝑢(𝑋) em 𝔸𝕂, segue que 𝛼 ∈ 𝔭
é equivalente à existência de 𝑢(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que 𝑓(𝑋) ≡ (1 −
𝑋)𝑢(𝑋)(𝑚𝑜𝑑 ℎ(𝑋)) e isto é equivalente à existência de 𝑣(𝑋) ∈ ℤ[𝑋]
tal que 𝑓(𝑋) = (1 − 𝑋)𝑢(𝑋) + 𝑣(𝑋)ℎ(𝑋). Como

ℎ(𝑋) = 𝑋𝑝 − 1
𝑋 − 1 ≡ (𝑋 − 1)𝑝

𝑋 − 1 ≡ (𝑋 − 1)𝑝−1(𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]),

segue que

𝑓(𝑋) ≡ (1 − 𝑋)𝑢(𝑋) + 𝑣(𝑋)(𝑋 − 1)𝑝−1(𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]).

Colocando 1 − 𝑋 em evidência, encontramos 𝑡(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que

𝑓(𝑋) ≡ (1 − 𝑋)𝑡(𝑋)(𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]),

ou seja, existe 𝑔(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que

𝑓(𝑋) = (1 − 𝑋)𝑡(𝑋) + 𝑝.𝑔(𝑋),

e esta igualdade é equivalente à 𝑓(1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝).
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Proposição 4.3.2. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Se 𝑝 > 2 e

𝑟 = 1 então 𝑄(𝑥) ≥ 2𝑝, onde 𝑥 ∈ 𝔭 = (1 − 𝜁𝑝)𝔸𝕂 e 𝑥 ≠ 0. Além
disso, 𝑄(𝑥) = 2𝑝 para 𝑥 = 1 − 𝜁𝑝.

Demonstração: Seja 𝑥 = 𝑎0 +𝑎1𝜁𝑝 +⋯+𝑎𝑝−2𝜁𝑝−2
𝑝 um elemento de

𝔭 e suponhamos que (𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑝−2) ∈ 𝐼1 = {(𝑏1, ⋯ , 𝑏𝑛) ∈ ℤ𝑛, |𝑏𝑖| ≤
1}. Sejam 𝑟 e 𝑠 o número de 𝑎′

𝑖𝑠 iguais a 1 e -1, respectivamente.

Assim, o número de 𝑎′
𝑖𝑠 nulos será 𝑝 − 𝑟 − 𝑠 − 1. Como a forma

quadrática 𝑄(𝑋) é totalmente simétrica, segue que

𝑄(𝑎0, ⋯ , 𝑎𝑝−2) = 𝑄(1, ⋯ , 1, −1, ⋯ , −1, 0, ⋯ , 0) =
= 𝑟 + 𝑠 + 4𝑟𝑠 + 𝑟(𝑝 − 1 − 𝑟 − 𝑠) + 𝑠(𝑝 − 1 − 𝑟 − 𝑠) =
= 𝑟 + 𝑠 + 4𝑟𝑠 + 𝑟𝑝 − 𝑟 − 𝑟2 − 𝑟𝑠 + 𝑠𝑝 − 𝑠 − 𝑠𝑟 − 𝑠2 =
= 2𝑟𝑠 + 𝑟𝑝 + 𝑠𝑝 − 𝑟2 − 𝑠2 = −(𝑟 − 𝑠)2 + 𝑝(𝑟 + 𝑠).

Sabemos que quando 𝑥 ∈ 𝔭, pela Proposição 4.3.1, 𝑓(1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝),
ou seja, sendo 𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑝−2𝑥𝑝−2 segue que 𝑓(1) =

𝑎0 + ⋯ + 𝑎𝑝−2 =
𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖 = 𝑟 − 𝑠 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝), e consequentemente

𝑟 = 𝑠, tendo em vista o intervalo de variação de 𝑟 e 𝑠. Portanto
𝑄(𝑥) = 2𝑝𝑟 e para 𝑟 = 1 temos que 𝑄(𝑥) = 2𝑝 é o valor mı́nimo.

Se (𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑝−2) é uma (𝑝 − 1)-upla de 𝐼2 − 𝐼1, então pelo Teorema

1.9.1, tomando 𝑎1 = 2 e 𝑟 = 1 teremos que 𝑦 = 2
2 = 1 e assim

𝑄(𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑝−2) ≥ 𝑄(2, 1, ⋯ , 1) = 4 + 𝑝 − 2 + 𝑝 − 2 = 4 + 2𝑝 − 4 = 2𝑝.

Pelo Teorema 1.9.2, se (𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑝−2) ∈ 𝐼𝑑 − 𝐼𝑑−1, com 𝑑 > 1, segue
que

𝑄(𝑏0, ⋯ , 𝑏𝑝−2) ≥ 2𝑝,

o que demonstra a primeira parte da demonstração. Para a se-

gunda parte, se 𝑥 = 1 − 𝜁𝑝 ∈ 𝔭, então

𝑄(𝑥) = 𝑄𝑝−1(1, −1, 0, ⋯ , 0) = 12 + (−1)2 + 4 + (𝑝 − 3).1 +

+ (𝑝 − 3).1 = 6 + 𝑝 − 3 + 𝑝 − 3 = 2𝑝 − 6 + 6 = 2𝑝,
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e isto conclui a demonstração.

Nosso objetivo agora é considerar ideais principais não nulos

do anel dos inteiros algébricos, 𝔸𝕂, de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝) e calcular a

densidade de centro da realização geométrica destes ideais. Deste

modo, seja 𝔭 = 𝜆𝔸𝕂 o ideal primo de 𝔸𝕂, com 𝜆 = 1 − 𝜁𝑝. Se 𝛼 ∈

𝔭, com 𝛼 =
𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
𝑝 temos que 𝛼 ≡

𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝔭), uma vez que 𝜁𝑝 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 𝔭). Assim, 𝛼 ∈ 𝔭 se, e somente se,
𝑝−2


𝑖=0

𝑎𝑖 ∈ 𝔭∩ℤ = 𝑝ℤ. Como

1 − 𝜁𝑝 ∈ 𝔭, pela Proposição 4.3.2, temos que 𝑄(1, −1, 0, ⋯ , 0) = 2𝑝,
e assim

𝑡𝔭 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝛼); 𝛼 ∈ 𝔭, 𝛼 ≠ 0} = 2𝑝.

Como 𝑁(𝔭) = 𝑁(𝜆) = 𝑝 e 𝐷𝕂 = ±𝑝𝑝−2 segue que

𝛿(𝜎𝕂(𝔭)) =  2𝑝
4 

𝑝−1
2

𝑝 𝑝−2
2 .𝑝

= 𝑝 𝑝−1
2

2
𝑝−1

2 .𝑝 𝑝
2

= 1
𝑝 1

2 .2
𝑝−1

2
, (4.4)

e como 𝑡𝔸𝕂 = 𝑝 − 1 segue, da Proposição 1.9.1, que

𝛿(𝜎𝕂(𝔸𝕂)) = (𝑝 − 1)
𝑝−1

2

2𝑝−1.𝑝 𝑝−2
2

. (4.5)

Exemplo 4.3.1. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado

da densidade de centro, 𝛿(𝜎𝕂(𝔭)), da realização geométrica do ideal

principal 𝔭 de ℤ[𝜁𝑝] gerado por 1−𝜁𝑝, onde 𝑝 é um número primo:
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p dimensão densidade de centro

3 2 1
2√3

≈ 0, 288675

5 4 1
4√5

≈ 0, 111803

7 6 1
8√7

≈ 0, 047245

11 10 1
32√11

≈ 0, 009422

13 12 1
64√13

≈ 0, 004333

17 16 1
28√17

≈ 0, 000947404

19 18 1
29√19

≈ 0, 000448077

23 22 1
211√23

≈ 0, 000101813

29 28 1
214√29

≈ 0, 000011333

97 96 1
248√97

≈ 3, 6072342 ⋅ 10−16

6619 6618 1
23309√6619

≈ 9, 57961725 ⋅ 10−999

Tabela (4.3.1)

Observamos que a densidade de centro 0, 288675 é a maior co-

nhecida em dimensão 2 e corresponde a densidade de centro do

reticulados conhecido na literatura 𝐴2, (Conway; Sloane, 1999,

p.15).

Passamos agora ao cálculo da densidade de centro de 𝜎𝕂(𝔭𝑖),
para 𝑖 ≥ 1. Assim, pelas condições para que um elemento de 𝔸𝕂

pertença ao ideal 𝔭𝑖, precisamos encontrar o mı́nimo que a forma

quadrática assume nos elementos de 𝔭𝑖 para então calcular a den-

sidade de centro de 𝜎𝕂(𝔭𝑖).

Proposição 4.3.3. (Flores, 2000, p.48, Lema.3.2.5) Sejam 𝕂 =
ℚ(𝜁𝑝) e 𝔭 = (1 − 𝜁𝑝)ℤ[𝜁𝑝]. Se 𝑥 ∈ 𝔭𝑖, com 𝑖 = 1, ⋯ , (𝑝 − 1)/2,
então 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 2.𝑝.𝑖.
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Pela Proposição 4.3.3 e pelo fato da norma ser multiplicativa,

temos que

𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑖)) ≥  𝑝.𝑖
2 

𝑝−1
2

𝑝 𝑝−2
2 .𝑝𝑖

=
𝑝 𝑝−1

2 . 𝑖
2 

𝑝−1
2

𝑝 𝑝−2+2𝑖
2

=  𝑖
2 

𝑝−1
2

𝑝 𝑝−2+2𝑖
2 .𝑝 1−𝑝

2
=  𝑖

2 
𝑝−1

2

𝑝𝑖− 1
2

.

Esta expressão admite um limitante mı́nimo quando 𝑖 = 𝑝 − 1
2 ln 𝑝 .

Deste modo, devemos tomar 𝑖 como sendo um número inteiro pró-

ximo de
𝑝 − 1
2 ln 𝑝 .

Exemplo 4.3.2. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado

da densidade de centro do reticulado 𝜎𝕂(𝔭𝑖), 𝑖 ≥ 1, onde 𝔭𝑖 é o

ideal principal de ℤ[𝜁𝑝] gerado por (1 − 𝜁𝑝)𝑖, onde 𝑝 é um número

primo.

p dimensão
𝑝 − 1
2 ln 𝑝 i 𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑖))

3 2 0,91 1 0,288675

5 4 1,24 1 0,111803

7 6 1,54 2 0,054

11 10 2,08 2 0,027

13 12 2,33 3 0,021

17 16 2,82 3 0,022

19 18 3,07 3 0,02443

23 22 3,5 4 0,0351

97 96 10,49 10 474491823048089,9652

6619 6618 376,178 376 3, 0254 ⋅ 106090

Tabela (4.3.2)

Agora veremos uma famı́lia de reticulados 𝐴𝑛, para cada di-

mensão 𝑛, a partir de subcorpos de ℚ(𝜁𝑝). Para isto precisamos

dos seguintes resultados:
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Teorema 4.3.1. (Flores; Nóbrega, 1999, p.45, Teo.1) Sejam 𝑝 um

número primo e 𝕂 um subcorpo de ℚ(𝜁𝑝𝑟 ), com [𝕂 ∶ ℚ] = 𝑢𝑝𝑗 e tal

que 𝑝 não divide 𝑢. Então

|𝐷𝕂| = 𝑝𝑢(𝑗+2)𝑝𝑗 − 𝑝𝑗+1−1
𝑝−1 −1.

Corolário 4.3.1. (Flores, 2000, p.22, Corol.2.1.18) Se 𝕂 ⊂ ℚ(𝜁𝑝),
então

|𝐷𝕂| = 𝑝[𝕂∶ℚ]−1.

Teorema 4.3.2. (Flores, 2000, p.50,Teo.3.3.1) Sejam 𝕃 = ℚ(𝜁𝑝), 𝕂
um subcorpo de 𝕃 de grau (𝑝 − 1)/𝑡 sobre ℚ, 𝔭 = (1 − 𝜁𝑝)ℤ[𝜁𝑝] e

𝔭𝕂 = 𝔭 ∩ 𝕂. Então

𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑖
𝕂)) ≥ 

𝑖
2

𝑝−1
2𝑡

𝑝 (1−2𝑖)
2 . (4.6)

Demonstração: Como 𝔭𝕂 ramifica totalmente em 𝕃, segue que

𝔭𝑖
𝕂ℤ[𝜁𝑝] = 𝔭𝑡.𝑖. Pela Proposição 4.3.3, temos que se 𝑥 ∈ 𝔭𝑖

𝕂, para 𝑖 =
1, ⋯ , (𝑝 − 1)/2, então 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 2.𝑝.𝑡.𝑖. Assim, como 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) =
𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑇𝑟𝕃/𝕂(𝑥𝑥)) = 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑡(𝑥𝑥)) = 𝑡𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥), segue que 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥) =
1
𝑡 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 1

𝑡 2.𝑝.𝑡.𝑖 = 2.𝑝.𝑖. Assim, o raio de empacotamento

satisfaz

𝜌 ≥ √𝑐𝕂2𝑝𝑖
2 ,

onde

𝑐𝕂 =


1, se 𝕂 for real;
1
2 , caso contrário.

Pelo Corolário 4.3.1, temos que o discriminante de 𝕂 é

𝐷𝕂 = ±𝑝 𝑝−1
𝑡 −1,

e como a norma de 𝔭𝑖
𝕂 é 𝑝𝑖, segue que, a densidade de centro

satisfaz
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𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑖
𝕂)) = 2𝑟2 𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑖

𝕂))𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔭𝑖

𝕂)
≥ 2𝑟2 .( √𝑐𝕂2𝑝𝑖

2 )
𝑝−1

𝑡

𝑝 𝑝−1−𝑡
2𝑡 .𝑝𝑖

= 
𝑖
2

𝑝−1
2𝑡

𝑝 (1−2𝑖)
2 .

Usando o software Maple, Flores mostrou que quando 𝑝 e 𝑡 são
fixados, o maior valor para o limitante inferior na Equação (4.6) é
obtido quando 𝑖 é igual ao inteiro mais próximo de

𝑝 − 1
2𝑡 ln 𝑝 .

Se 𝑛 ∈ ℕ − {0}, então existem infinitos primos 𝑝 tais que 𝑝 ≡
1(𝑚𝑜𝑑 𝑛). Sejam

𝑝𝑛 = 𝑚𝑖𝑛{𝑝 | 𝑝 é 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑒 𝑝 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)}

e 𝑖0 o inteiro mais próximo de
𝑝𝑛 − 1
2𝑡 ln 𝑝𝑛

, onde 𝑡 = 𝑝𝑛 − 1
𝑛 . Denotamos

por 𝐴𝑛 a representação geométrica do ideal 𝔭𝑖0
𝕂 = 𝔭𝑖0 ∩𝕂 ⊆ 𝔸𝕂, isto

é, 𝐴𝑛 = 𝜎𝕂(𝔭𝑖0
𝕂) onde 𝕂 é um subcorpo de ℚ(𝜁𝑝𝑛

) de grau 𝑛 sobre

ℚ.

Exemplo 4.3.3. Como exemplo, mostramos na Tabela 4.3.3, para

alguns valores de 𝑛, a densidade de centro e o ganho fundamental

de codificação, 𝛾𝑛 = 𝑑2
𝐸 𝑚𝑖𝑛

𝑉 𝑜𝑙(𝐴𝑛)2/𝑛 , onde 𝑑𝐸, 𝑚𝑖𝑛 é a distância mı́nima

Euclidiana de 𝐴𝑛.
n 𝑝𝑛 𝑡 = 𝑝𝑛−1

𝑛
𝑝𝑛−1

2𝑡 ln 𝑝𝑛
𝑖0 𝛿(𝐴𝑛) 𝛾𝑛

2 3 1 0,9 1 0,288675 0.624

3 7 2 0,771 1 0,133631 0.193

4 5 1 1,243 1 0,111803 1.263

5 11 2 1,04 1 0,0533002 0.927

6 7 1 1,5417 2 0,053994924 1.795

7 29 4 1,0394 1 0,0164133 0.921

8 41 5 1,077 1 0,00976086 1.472

9 19 2 1,528 2 0,0120745 1.758

10 11 1 2,085 2 0,027410122 2.896

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑎 (4.3.3)
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Uma das diferenças entre esta famı́lia e as demais da literatura,

é que as constelações desta famı́lia são obtidas para qualquer di-

mensão.

2 Reticulados via ℚ(𝜁𝑝𝑟)

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre reticulados

obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝𝑟 ), onde 𝑝 é um número

primo e 𝑟 ≥ 1, 𝑟 ∈ ℤ.
Sejam 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) e 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] o anel dos inteiros de 𝕂. Se 𝑥 =

𝑚−1


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
𝑝𝑟 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ], onde 𝑚 = 𝜑(𝑝𝑟), existe uma única representação

da forma

𝑥 =
𝑡


𝑗=0

𝑥𝑗𝜁 𝑗
𝑝𝑟 ,

onde 𝑡 = 𝑝𝑟−1 − 1 e

𝑥𝑗 =
𝑚−1


𝑖=0, 𝑖≡𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑟−1)

𝑎𝑖𝜁 𝑖
𝑝𝑟 , para 𝑗 = 0, ⋯ , 𝑡.

Observação 4.3.1. Se 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝜁𝑚−1
𝑝𝑟 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ],

usamos a expressão

𝑥𝑥 = 𝐴0 +
𝑚−1


𝑖=1

𝐴𝑖𝛼𝑖,

onde

𝛼𝑖 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 + 𝜁−𝑖

𝑝𝑟 e 𝐴𝑗 =
𝑚−(𝑗+1)


𝑖=0

𝑎𝑖𝑎𝑗+𝑖, para 𝑗 = 0, ⋯ , 𝑚 − 1.
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Lema 4.3.1. (Flores, 2000, p.43, Teo.3.1.2) Se 𝑝 é um número

primo e 𝑟 é um número inteiro positivo, então

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

0, se mdc(𝑘, 𝑝𝑟) < 𝑝𝑟−1;
−𝑝𝑟−1, se mdc(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑟−1;
𝑝𝑟−1(𝑝 − 1), se mdc(𝑘, 𝑝𝑟) > 𝑝𝑟−1.

Demonstração: Temos que (𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑠 = 𝑒
2𝜋𝑖𝑝𝑠

𝑝𝑟 = 𝜁𝑝𝑟−𝑠 , e que o polinô-

mio minimal de 𝜁𝑝𝑟 sobre ℚ é dado por

𝑋(𝑝−1)𝑝𝑟−1 + 𝑋(𝑝−2)𝑝𝑟−1 + ⋯ + 𝑋𝑝𝑟−1 + 1.

Assim se 𝑟 ≥ 1 então 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟 ) = 0. Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 1, então
𝜁𝑘

𝑝𝑟 é um conjugado de 𝜁𝑝𝑟 , ou seja, 𝜁𝑘
𝑝𝑟 é raiz do mesmo polinô-

mio minimal e deste modo tem o mesmo traço que 𝜁𝑝𝑟 . Portanto
𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑘

𝑝𝑟 ) = 0. Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) > 1, temos três casos a considerar:

1∘ caso: Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑠 < 𝑝𝑟−1, onde 𝑠 ≤ 𝑟 − 2, temos que

𝑝𝑠|𝑘 e assim 𝑘 = 𝑝𝑠𝑘′ , com 𝑘′ ∈ ℤ. Logo, 𝜁𝑘
𝑝𝑟 = 𝜁𝑝𝑠𝑘′

𝑝𝑟 = 𝜁𝑘′

𝑝𝑟−𝑠 , onde
𝑚𝑑𝑐(𝑝𝑟−𝑠, 𝑘′ ) = 1, e assim

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑟 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑘′

𝑝𝑟−𝑠 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟−𝑠 ) =
= 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟−𝑠 )/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟−𝑠 )(𝜁𝑝𝑟−𝑠 )) =
= 𝑝𝑠𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟−𝑠 )/ℚ(𝜁𝑝𝑟−𝑠 ) = 𝑝𝑠.0 = 0.

2∘ caso: Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑟−1, temos que 𝑝𝑟−1|𝑘 e assim 𝑘 = 𝑝𝑟−1𝑘′ ,
com 𝑘′ ∈ ℤ. Logo, 𝜁𝑘

𝑝𝑟 = 𝜁𝑝𝑟−1𝑘′

𝑝𝑟 = 𝜁𝑘′

𝑝 , onde 𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑘′ ) = 1. Como o

polinômio minimal de 𝜁𝑝 sobre ℚ é 𝑋𝑝−1 + 𝑋𝑝−2 + ⋯ + 𝑋 + 1, segue
que 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁𝑝) = −1. Assim,

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑝)(𝜁𝑝)) = 𝑝𝑟−1𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁𝑝) =
𝑝𝑟−1(−1) = −𝑝𝑟−1.

3∘ caso: Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) > 𝑝𝑟−1, temos que 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑟 e assim 𝑝𝑟|𝑘
o que implica que 𝑘 = 𝑝𝑟𝑘′ , com 𝑘′ ∈ ℤ. Deste modo, 𝜁𝑘

𝑝𝑟 = 𝜁𝑝𝑟𝑘′

𝑝𝑟 = 1.
Portanto, 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(𝜁𝑘

𝑝𝑟 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑟 )/ℚ(1) = (𝑝 − 1)𝑝𝑟−1.
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O próximo teorema nos fornece uma relação entre uma forma

quadrática com o cálculo de distâncias dos reticulados 𝜎𝕂(ℤ[𝜁𝑝𝑟 ]).

Teorema 4.3.3. (Flores, 1996, p.67, Teo.3.4.3) Sejam 𝑝 um nú-

mero primo, 𝑟 um número inteiro positivo, 𝑛 = 𝜑(𝑝𝑟) e 𝑥 =
𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜁𝑛−1

𝑝𝑟 um inteiro algébrico de 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 ). Então

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2
𝑄𝑟(𝑥),

onde 𝑥 = (𝑎0, 𝑎1, ⋯ , 𝑎𝑛−1), 𝑄𝑟(𝑥) = 𝑄𝑝−1(𝑥0) + ⋯ + 𝑄𝑝−1(𝑥𝑡), com
𝑡 = 𝑝𝑟−1 − 1 e 𝑥𝑘 = (𝑎𝑘, 𝑎𝑝𝑟−1+𝑘, ⋯ , 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1+𝑘).

Demonstração: Pelo Lema 3.5.3, temos que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 1
2 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥).

Pelo Lema 4.3.1, temos que os elementos 𝜁𝑘
𝑝𝑟 , com 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) < 𝑝𝑟−1,

tem traço nulo. Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) > 𝑝𝑟−1 temos que 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑟.
Assim, 𝑘 = 0 ou 𝑘 ≥ 𝑝𝑟 > (𝑝− 1)𝑝𝑟−1, o que não ocorre pois 1 ≤ 𝑘 ≤
𝑛 − 1 = (𝑝 − 1)𝑝𝑟−1 − 1. Deste modo, podemos considerar apenas os

ı́ndices 𝑘 tais que 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑟) = 𝑝𝑟−1. Tais 𝑘 são: 𝑝𝑟−1, 2𝑝𝑟−1, ⋯ , (𝑝 −
2)𝑝𝑟−1. Tomando 𝑥𝑥 como na Observação 4.3.1 temos que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 1
2𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑥𝑥) = 1

2
𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝐴0) +

𝑛−1


𝑖=1

𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝐴𝑖𝛼𝑖)

= 1
2((𝑝 − 1)𝑝𝑟−1𝐴0 + 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝐴1𝛼1) + ⋯ + 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝐴𝑛−1𝛼𝑛−1))

= 1
2

(𝑝 − 1)𝑝𝑟−1
𝑛−1


𝑖=0

𝑎2
𝑖 + ⋯ + 𝐴𝑛−1𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝛼𝑛−1)



= (𝑝 − 1)
2 𝑝𝑟−1



𝑛−1


𝑖=0

𝑎2
𝑖 

− 𝑝𝑟−1


𝑝−2


𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑟−1


= 𝑝𝑟−1

2 
(𝑝 − 1)



𝑛−1


𝑖=0

𝑎2
𝑖 

− 2
𝑝−2


𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑟−1


.
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Fazendo

(𝑝 − 1)


𝑛−1


𝑖=0

𝑎2
𝑖 

= (𝑝 − 1)𝑏0 + ⋯ + (𝑝 − 1)𝑏𝑡,

onde 𝑡 = 𝑝𝑟−1 − 1 e

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑏0 = 𝑎2
0 + 𝑎2

𝑝𝑟−1 + ⋯ + 𝑎2
(𝑝−2)𝑝𝑟−1 ;

𝑏1 = 𝑎2
1 + 𝑎2

𝑝𝑟−1+1 + ⋯ + 𝑎2
(𝑝−2)𝑝𝑟−1+1;

⋮
𝑏𝑡 = 𝑎2

𝑡 + 𝑎2
𝑝𝑟−1+𝑡 + ⋯ + 𝑎2

(𝑝−2)𝑝𝑟−1+𝑡,

segue que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2 
(𝑝 − 1)𝑏0 + ⋯ + (𝑝 − 1)𝑏𝑡 − 2

𝑝−2


𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑟−1


.

Temos que
𝑝−2


𝑗=1

𝐴𝑗𝑝𝑟−1 =  𝑎𝑖𝑎𝑗 , onde a última soma é tomada

sobre todos os 𝑎′
𝑖𝑠, para 𝑖 = 0, ⋯ , 𝑛 − 1, satisfazendo 𝑖 < 𝑗 e 𝑖 ≡

𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑟−1), uma vez tomando 𝑎𝑖𝑎𝑗 tal que 𝑖 < 𝑗 e 𝑖 ≡ 𝑗(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑟−1),
temos que 𝑝𝑟−1|(𝑖 − 𝑗) o que implica que existe 𝑢 ∈ {1, ⋯ , 𝑝 − 2} tal

que 𝑖 − 𝑗 = 𝑢𝑝𝑟−1, ou seja, 𝑗 = 𝑖 + 𝑢𝑝𝑟−1. Logo 𝑎𝑖𝑎𝑗 = 𝑎𝑖𝑎𝑖+𝑢𝑝𝑟−1 . Como

no primeiro somatório, um produto 𝑎𝑖𝑎𝑗 aparece uma única vez,

segue a igualdade. Podemos agora reescrever

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2 ((𝑝 − 1)𝑏0 − 2𝑑0 + ⋯ + (𝑝 − 1)𝑏𝑡 − 2𝑑𝑡),

onde 𝑑𝑘 = ∑ 𝑎𝑖𝑎𝑗 , onde 𝑖 < 𝑗, 𝑗 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑟−1), e 𝑘 = 0, ⋯ , 𝑡. Assim

(𝑝 − 1)𝑏𝑘 − 2𝑑𝑘 = 𝑄𝑝−1(𝑎𝑘, 𝑎𝑘+𝑝𝑟−1 , ⋯ , 𝑎𝑘+(𝑝−2)𝑝𝑟−1 ),

para 𝑘 = 0, ⋯ , 𝑡, o que completa a demonstração.

Exemplo 4.3.4. Sejam 𝑝 = 7, 𝑟 = 1 e 𝑥 = 1 − 𝜁7 um ele-

mento de ℤ[𝜁7]. Se 𝑥 = (1, −1, 0, 0, 0, 0), então |𝜎𝕂(𝑥)|2 = 1
2
𝑄6(𝑥) =
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1
2 𝑄6(1, −1, 0, 0, 0,
0) = 1

2 (12 +(−1)2 +4.12 +4.(−1)2 +22) = 1
2 (1+1+4+4+4) = 14

2 = 7,
ou seja, |𝜎𝕂(𝑥)| = √7.

Exemplo 4.3.5. Sejam 𝑝 = 3, 𝑟 = 2 e 𝑥 = 1 − 𝜁9 um ele-

mento de ℤ[𝜁9]. Se 𝑥 = (1, −1, 0, 0, 0, 0), então |𝜎𝕂(𝑥)|2 = 3
2
𝑄2(𝑥) =

3
2 (𝑄2(1, 0) + 𝑄2(−1, 0) + 𝑄2(0, 0)) = 3

2 (2 + 2 + 0) = 12
2 = 6, ou seja,

|𝜎(𝑥)| = √6.

Nosso objetivo agora é calcular a densidade de centro de alguns

reticulados obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝𝑟 ). Primeira-

mente calculamos a densidade de centro dos reticulados 𝜎(𝔭𝑖), 𝑖 ≥
1, onde 𝔭 é um ideal principal de ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] gerado pelo elemento

1 − 𝜁𝑝𝑟 . Se 𝕂 é um corpo ciclotômico, de grau n, então investigar

os reticulados 𝜎𝕂(𝔭), onde 𝔭 ⊂ 𝔸𝕂 é um ideal, com densidade de

centro máxima equivale a maximizar o quociente
𝜌𝑛

𝑁(𝔭) , uma vez

que a densidade de centro de 𝜎𝕂(𝔭) é dada por
2𝑟2 𝜌𝑛

|𝐷𝕂| 1
2 𝑁(𝔭)

e os

valores 2𝑟2 e |𝐷𝕂| 1
2 são determinados.

Proposição 4.3.4. (Flores, 1996, p.69, Prop.3.4.4) Se 𝕂 = ℚ(𝜁𝑝𝑟 )
e 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝𝑟 ], a densidade de centro dos reticulados 𝜎𝕂(𝔭𝑗), para
𝑗 ∈ ℕ, é periódica, ou seja,

𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑛)) = 𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑛+𝑚)),

onde 𝑚 = 𝜑(𝑝𝑟) e 𝑛 ∈ ℕ.

Demonstração: Pelo Exemplo 2.4.3, temos que 𝔭𝑚 = 𝑝𝔸𝕂, uma

vez que 𝑝 ramifica completamente. Logo, 𝔭𝑛+𝑚 = 𝔭𝑛.𝔭𝑚 = 𝑝.𝔭𝑛, o
que implica que 𝑁(𝔭𝑛+𝑚) = 𝑝𝑛+𝑚. Como 𝔭𝑛+𝑚 = 𝑝.(𝔭𝑛) segue que

𝑥 ∈ 𝔭𝑛+𝑚 se, e somente se, 𝑥 = 𝑝𝑦, onde 𝑦 ∈ 𝔭𝑛. Assim
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𝑄𝑟(𝑥) = 2|𝜎(𝑥)|2
𝑝𝑟−1 = 2|𝜎(𝑝𝑦)|2

𝑝𝑟−1 = 2𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑝𝑦𝑝𝑦)
𝑝𝑟−1 = 2

𝑝𝑟−1 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑝2𝑦𝑦)

= 2
𝑝𝑟−1 𝑝2𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑦𝑦) = 𝑝2 2

𝑝𝑟−1 𝑇𝑟𝕂/ℚ(𝑦𝑦)

= 𝑝2 2
𝑝𝑟−1 |𝜎(𝑦)|2 = 𝑝2𝑄𝑟(𝑦),

e

𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛)) = 𝑚𝑖𝑛
|𝜎(𝑥)|

2 ; 𝑥 ∈ 𝔭𝑛


𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛+𝑚)) = 𝑚𝑖𝑛
|𝜎(𝑥)|

2 ; 𝑥 ∈ 𝔭𝑛+𝑚
 = 𝑚𝑖𝑛

|𝜎(𝑥)|
2 ; 𝑥 ∈ 𝑝.𝔭𝑛


= 𝑝.𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛)).

Para a densidade de centro, temos que

𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑛+𝑚)) = 2𝑟2 (𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛+𝑚)))𝑚

|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝𝑛+𝑚

= 2𝑟2 (𝑝.𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛)))𝑚

|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝𝑛+𝑚

=

= 2𝑟2 𝑝𝑚(𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛)))𝑚

|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝𝑛.𝑝𝑚

= 2𝑟2 (𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑛)))𝑚

|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝𝑛

= 𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑛)).

A próxima proposição é uma generalização da Proposição 4.3.1

Proposição 4.3.5. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam 𝔭 o ideal

de 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] gerado por 1 − 𝜁𝑝𝑟 , 𝛼 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] e 𝑓(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal

que 𝛼 = 𝑓(𝜁𝑝𝑟 ). Então

𝛼 ∈ 𝔭𝑖+1 ⟺ 𝑓(1) ≡ 𝑓 ′ (1) ≡ ⋯ ≡ 𝑓 (𝑖)(1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝),

onde 𝑓 (𝑖)(𝑋) denota a i-ésima derivada formal de 𝑓, 0 ≤ 𝑖 < 𝑚, e
𝑚 = 𝜑(𝑝𝑟).

Demonstração: Sendo o polinômio minimal de 𝜁𝑝𝑟 sobre ℚ dado

por
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ℎ(𝑋) = 𝑋𝑝𝑟 − 1
𝑋𝑝𝑟−1 − 1

,

temos que 𝔸𝕂 ≃ ℤ[𝑋]
< ℎ(𝑋) >. Se 𝑢(𝑋) representa a classe de equiva-

lência, módulo ℎ(𝑋), do polinômio 𝑢(𝑋) em 𝔸𝕂, segue que 𝛼 ∈ 𝔭𝑖+1

é equivalente à existência de 𝑢(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que 𝑓(𝑋) ≡ (1 −
𝑋)𝑖+1𝑢(𝑋)
(𝑚𝑜𝑑 ℎ(𝑋)) e isto é equivalente à existência de 𝑣(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal

que 𝑓(𝑋) = (1 − 𝑋)𝑖+1𝑢(𝑋) + 𝑣(𝑋)ℎ(𝑋). Como

ℎ(𝑋) = 𝑋𝑝𝑟 − 1
𝑋𝑝𝑟−1 − 1

≡ (𝑋 − 1)𝑝𝑟

(𝑋 − 1)𝑝𝑟−1 ≡ (𝑋 − 1)𝑝𝑟−𝑝𝑟−1 ≡

(𝑋 − 1)(𝑝−1)𝑝𝑟−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]),

segue que

𝑓(𝑋) ≡ (1 − 𝑋)𝑖+1𝑢(𝑋) + 𝑣(𝑋)(𝑋 − 1)(𝑝−1)𝑝𝑟−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]).

Colocando (1 − 𝑋)𝑖+1 em evidência, encontramos 𝑡(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal

que

𝑓(𝑋) ≡ (1 − 𝑋)𝑖+1𝑡(𝑋)(𝑚𝑜𝑑 𝑝ℤ[𝑋]),

ou seja, existe 𝑔(𝑋) ∈ ℤ[𝑋] tal que

𝑓(𝑋) = (1 − 𝑋)𝑖+1𝑡(𝑋) + 𝑝.𝑔(𝑋),

e esta igualdade é equivalente à

𝑓(1) ≡ 𝑓 ′ (1) ≡ ⋯ ≡ 𝑓 (𝑖)(1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝).

Proposição 4.3.6. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Se 𝑟 > 1 en-

tão 𝑄𝑟(𝑥) ≥ 2(𝑝 − 1), para 𝑥 ∈ 𝔭 = (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝔸𝕂 e 𝑥 ≠ 0. Além disso,

𝑄𝑟(𝑥) = 2(𝑝 − 1) para 𝑥 = 1 − 𝜁𝑝𝑟 .
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Demonstração: Se 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎𝑚−1𝜁𝑚−1
𝑝𝑟 ∈ ℤ[𝜁𝑝𝑟 ], onde

𝑚 = 𝜑(𝑝𝑟) e então podemos escrevê-lo de uma única maneira como

𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1𝜁𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑥𝑡𝜁 𝑡
𝑝𝑟 , onde 𝑡 = 𝑝𝑟−1 − 1 e

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑥0 = 𝑎0 + 𝑎𝑝𝑟−1 .𝜁𝑝𝑟−1

𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1 .𝜁 (𝑝−2)𝑝𝑟−1

𝑝𝑟 ;
𝑥1 = 𝑎1 + 𝑎𝑝𝑟−1+1.𝜁𝑝𝑟−1+1

𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1+1.𝜁 (𝑝−2)𝑝𝑟−1+1
𝑝𝑟 ;

⋮
𝑥𝑡 = 𝑎𝑡 + 𝑎𝑝𝑟−1+𝑡.𝜁𝑝𝑟−1+𝑡

𝑝𝑟 + ⋯ + 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1+𝑡.𝜁 (𝑝−2)𝑝𝑟−1+𝑡
𝑝𝑟 .

Assim pelo Teorema 4.3.3, temos que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2 .𝑄𝑟(𝑥) = 𝑝𝑟−1

2 𝑄(𝑥1) + ⋯ + 𝑄(𝑥𝑡) .

Se 𝑥 ∈ 𝔭 e se existir um único 𝑥𝑗 não nulo na decomposição acima,

então 𝑄(𝑥𝑗) ≥ 2𝑝, e portanto 𝑄𝑟(𝑥) ≥ 2𝑝 > 2(𝑝 − 1). Visto que 𝑝 − 1
é o menor valor que 𝑄(𝑎) assume, com 𝑎 ∈ ℤ𝑝−1, segue que se o

número dos 𝑎′
𝑖𝑠 não nulos for maior que 1, então

𝑄𝑟(𝑥) ≥ 2(𝑝 − 1).

Finalmente, temos que o elemento 𝑥 = 1 − 𝜁𝑝𝑟 ∈ 𝔭 satisfaz 𝑄𝑟(𝑥) =
2(𝑝 − 1) e isto conclui a demonstração.

Lema 4.3.2. (Flores, 1996, p.75, Lema.3.4.11) O elemento 1−𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟

pertence a 𝔭𝑝𝑟−2 .

Demonstração: Sendo 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁𝑝𝑟 ], vimos que

𝑝𝔸𝕂 = (1 − 𝜁𝑝𝑟 )(𝑝−1)𝑝𝑟−1 𝔸𝕂,

uma vez que 𝑝 se ramifica totalmente em 𝔸𝕂. Sejam 𝑐𝑖 =


𝑝𝑟−2

𝑖 
,

com 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝𝑟−2, os coeficientes do desenvolvimento binomial de

(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 . Pela Proposição 1.9.3, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝𝑟−2 − 1, temos

que 𝑣𝑝(𝑐𝑖) ≥ 1, ou seja, 𝑝 é um divisor de (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 − (1 − 𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 ).
Consequentemente,
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1 − 𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 ≡ (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 (𝑚𝑜𝑑 𝔭(𝑝−1)𝑝𝑟−1 ),

o que implica que

1 − 𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 ≡ (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 (𝑚𝑜𝑑 𝔭𝑝𝑟−2 ).

Como 𝔭𝑝𝑟−2 = 𝑝𝔸𝕂 = (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 𝔸𝕂 então (1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝑝𝑟−2 ∈ 𝔭𝑝𝑟−2 . Assim
1 − 𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 ≡ 0 𝑚𝑜𝑑 𝔭𝑝𝑟−2
e portanto 1 − 𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 ∈ 𝔭𝑝𝑟−2 .

Teorema 4.3.4. (Flores, p.47, Teo.3.2.3) Se 𝑟 > 2 e 𝔭 = (1 −
𝜁𝑝𝑟 )𝔸𝕂 então a maior densidade de centro entre os reticulados

𝜎𝕂(𝔭𝑖), para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝𝑟−2, ocorre com 𝑖 = 1.

Demonstração: Pelo Lema 4.3.2 temos que o elemento 𝑥 = 1 −
𝜁𝑝𝑟−2

𝑝𝑟 pertence a 𝔭𝑝𝑟−2
e além disso temos que 𝑄𝑟(𝑥) = 2(𝑝 − 1).

Assim, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝𝑟−2, temos que

𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑖)) = √(𝑝 − 1)𝑝𝑟−1

2 ,

e as densidades de centro são dadas por

𝛿(𝜎𝕂(𝔭𝑖)) = ((𝑝 − 1)𝑝𝑟−1)𝑛/2

2𝑛/2.|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝𝑖

,

onde 𝑛 = 𝜑(𝑝𝑟) e |𝐷𝕂| = 𝑝𝑝𝑟−1(𝑝𝑟−𝑟−1). Isto mostra que 𝜎𝕂(𝔭) tem a

maior densidade de centro dentre os reticulados considerados.

Exemplo 4.3.6. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado

para a densidade de centro 𝛿(𝜎𝕂(𝔭)), onde 𝔭 é um ideal principal

de ℤ[𝜁𝑝𝑟 ] gerado por 1 − 𝜁𝑝𝑟 , 𝑝 é um número primo e 𝑟 > 2.

p r dimensão densidade de centro

2 3 4 1
8 = 0, 125

2 4 8 1
32 = 0, 03125

3 3 18 1
328 ≈ 4, 37.10−14
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O valor 0, 125 obtido para a densidade de centro em dimensão 4

é o maior encontrado para esta dimensão, e corresponde a densi-

dade de centro do reticulado conhecido na literatura 𝐷4, (Conway;
Sloane, 1999, p.15).

Teorema 4.3.5. (Flores, p.47, Teo.3.2.4) Se 𝑟 = 2, 𝑝 > 2 e 𝔭 =
(1 − 𝜁𝑝𝑟 )𝔸𝕂 então a maior densidade de centro entre os reticulados

𝜎𝕂(𝔭𝑖), para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝, ocorre com 𝑖 = 2.

Demonstração: Mostramos que para 𝑖 = 2, ⋯ , 𝑝, o menor valor

assumido por 𝑄𝑟(𝑥) para 𝑥 ∈ 𝔭𝑖 é 2p. Consideramos primeira-

mente o caso 𝑖 = 2 e sejam 𝑥 um elemento de 𝔭2 e os 𝑥′
𝑖𝑠 como

na Proposição 4.3.6. Se apenas um dos 𝑥′
𝑖𝑠 não se anula, en-

tão, pela Proposição 4.3.2, temos que 𝑄𝑟(𝑥) ≥ 2𝑝, para 𝑥 ∈ 𝔭.
Para 𝑎 ∈ ℤ𝑝−1 temos que o menor valor que 𝑄(𝑎) assume é 𝑝 − 1.
Assim, se o número dos 𝑥′

𝑖𝑠 não nulos for maior do que 2, então

𝑄𝑟(𝑥) ≥ 3(𝑝−1) ≥ 2𝑝, uma vez que,𝑄𝑟(𝑥) = 𝑄𝑝−1(𝑥0)+⋯+𝑄𝑝−1(𝑥𝑡),
com 𝑡 = 𝑝𝑟−1 − 1, e portanto 𝑄𝑟(𝑥) = 𝑄𝑝−1(𝑎0, 𝑎𝑝𝑟−1 , ⋯ , 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1 ) +
⋯+𝑄𝑝−1(𝑎𝑡, 𝑎𝑝𝑟−1+𝑡, ⋯ , 𝑎(𝑝−2)𝑝𝑟−1+𝑡) ≥ 𝑝−1+𝑝−1+𝑝−1 = 3(𝑝−1) ≥ 2𝑝.
Deste modo, falta considerar o caso em que apenas dois dos 𝑥′

𝑖𝑠
não se anulam, digamos 𝑥𝑖 e 𝑥𝑗 . Mostraremos, primeiramente, que

neste caso 𝑄𝑟(𝑥) não atinge o valor 2(𝑝 − 1). Se isto ocorre, temos

que 𝑄(𝑥𝑖) = 𝑄(𝑥𝑗) = 𝑝 − 1 e isto ocorre apenas nos casos seguintes:

1∘ 𝑐𝑎𝑠𝑜 ∶ Se 𝑥𝑖 = ±𝑒𝑙 e 𝑥𝑗 = ±𝑒𝑠, podemos supor, sem perda de

generalidade, que 𝑥𝑖 = 𝑒𝑙 e 𝑥𝑗 = −𝑒𝑠. Logo existem 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ tais

que

𝑥 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 𝑥𝑖 + 𝜁 𝑗

𝑝𝑟 𝑥𝑗 = 𝜁𝑎
𝑝𝑟 − 𝜁 𝑏

𝑝𝑟 = 𝑓(𝜁𝑝𝑟 ),

onde 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑎 − 𝑋𝑏. Como 𝑥 ∈ 𝔭2, segue que, pela Proposição

4.3.5, 𝑞𝑢𝑒

𝑓 ′ (1) ≡ 𝑎 − 𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝).



158 CARINA ALVES • ANTONIO APARECIDO DE ANDRADE

Observe que 𝑥 = 𝜁𝑎
𝑝𝑟 (1 − 𝜁 𝑏−𝑎

𝑝𝑟 ). Como estamos considerando apenas

dois dos 𝑥′
𝑖𝑠 não nulos, segue que 𝑎 − 𝑏 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝) não ocorre, o

que é uma contradição.

2∘ 𝑐𝑎𝑠𝑜 ∶ Se 𝑥𝑖 = (1, 1, ⋯ , 1) e 𝑥𝑗 = ±𝑒𝑠, temos que se 𝑥 ∈ 𝔭 então

𝑥𝑗 = 𝑒𝑠. Logo 𝑥 é da forma

𝑥 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 𝑥𝑖 + 𝜁 𝑗

𝑝𝑟 𝑥𝑗 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 + 𝜁𝑝+𝑖

𝑝𝑟 + ⋯ + 𝜁 (𝑝−2)𝑝+𝑖
𝑝𝑟 + 𝜁 𝑗+𝑠

𝑝𝑟 = 𝑓(𝜁𝑝𝑟 ),

onde 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑖 +⋯+𝑋𝑗+𝑠. Se 𝑥 ∈ 𝔭2, pela Proposição 4.3.5, temos

que

𝑓 ′ (1) ≡ 𝑖 + ⋯ + (𝑝 − 2)𝑝 + 𝑖 + 𝑗 + 𝑠 ≡ 𝑖 − 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝),

o que não ocorre, pois 𝑖, 𝑗 ∈ {0, ⋯ , 𝑝 − 1}.
3∘ 𝑐𝑎𝑠𝑜 ∶ Se 𝑥𝑖 = (1, 1, ⋯ , 1) e 𝑥𝑗 = ±(−1, −1, ⋯ , −1), temos que

𝑥𝑗 = (−1, −1, ⋯ , −1) e

𝑥 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 𝑥𝑖+𝜁 𝑗

𝑝𝑟 𝑥𝑗 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑟 +𝜁𝑝+𝑖

𝑝𝑟 +⋯+𝜁 (𝑝−2)𝑝+𝑖
𝑝𝑟 −𝜁 𝑗

𝑝𝑟 −⋯−𝜁 (𝑝−2)𝑝+𝑗
𝑝𝑟 = 𝑓(𝜁𝑝𝑟 ),

onde 𝑓(𝑋) = 𝑋𝑖 + ⋯ + 𝑋(𝑝−2)𝑝+𝑖 − 𝑋𝑗 + ⋯ + 𝑋(𝑝−2)𝑝+𝑗 . Se 𝑥 ∈ 𝔭2,
então

𝑓 ′ (1) ≡ 𝑖 − 𝑗 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑝),

o que novamente não ocorre.

Mostramos, assim, que para 𝑥 ∈ 𝔭2 e dois 𝑥′
𝑖𝑠 não nulos, o valor

2(𝑝 − 1) não é atingido por 𝑄𝑟(𝑥). Mas, pelo Lema 1.9.2, o valor

2𝑝 − 1 também não é atingido e portanto para 𝑥 ∈ 𝔭2 temos que

𝑄𝑟(𝑥) ≥ 2𝑝. Observe que o elemento 𝑥 = 1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑟 pertence a 𝔭𝑖, para

𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝, e 𝑄𝑟(𝑥) = 2𝑝. Como |𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2 .𝑄𝑟(𝑥), segue que

|𝜎𝕂(𝑥)|2 = 𝑝𝑟−1

2 .2𝑝 = 𝑝𝑟,
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o que implica que 𝜌(𝜎𝕂(𝔭𝑖)) = 1
2𝑚𝑖𝑛{|𝜎(𝑥)|, 𝑥 ≠ 0, 𝑥 ∈ 𝔭𝑖} = √𝑝𝑟

2 ,
para 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑝. Como o ideal de menor norma é 𝔭2, segue que

𝜎𝕂(𝔭2) tem a maior densidade de centro. Assim, para 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑝,
a maior densidade de centro é obtida em 𝜎𝕂(𝔭) ou 𝜎𝕂(𝔭2). Para
𝑟 = 2, temos que

𝛿(𝜎𝕂(𝔭2))
𝛿(𝜎𝕂(𝔭)) = 

𝑝
𝑝 − 1

(𝑝−1)𝑝
2 −1

> 1.

Logo, 𝜎𝕂(𝔭2) é o mais denso dentre os reticulados considerados, e

sua densidade de centro é dada por

𝛿(𝜎𝕂(𝔭2)) = 𝑝(𝑝−1)𝑝

2
(𝑝−1)𝑝

2 .|𝐷𝕂| 1
2 .𝑝2

.

Exemplo 4.3.7. Se 𝔸𝕂 = ℤ[𝜁32 ] e 𝔭 = (1 − 𝜁32 )𝔸𝕂, então

𝛿(𝜎𝕂(𝔭2)) = 1
8√3

≈ 0, 072168.

Note que 𝔸𝕂 tem dimensão 6 e que o reticulado 𝜎𝕂((1−𝜁32 )2ℤ[𝜁32 ])
apresenta maior densidade de centro que o reticulado 𝜎𝕂((1 −
𝜁7)ℤ[𝜁7]), (Exemplo 4.3.1) e o reticulado 𝜎𝕂((1−𝜁7)2ℤ[𝜁7]), (Exem-

plo 4.3.2). Para esta dimensão temos que 0, 072168 é o maior valor

conhecido para a densidade de centro e corresponde a densidade de

centro do reticulado conhecido na literatura 𝐸6,(Conway; Sloane,

p.15 ).

3 Reticulados via ℚ(𝜁𝑝𝑞)

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre reticulados

obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(𝜁𝑝𝑞), onde 𝑝 e 𝑞 são primos

distintos.
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Lema 4.3.3. (Flores, p.64, Lema.3.5.1) Se p e q são números dis-

tintos então

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑞) =

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

1, 𝑠𝑒 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 1;
1 − 𝑝, 𝑠𝑒 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑝;
1 − 𝑞, 𝑠𝑒 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑞;
(1 − 𝑝)(1 − 𝑞), 𝑠𝑒 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑝𝑞.

Demonstração: Suponhamos que 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 1. Como 𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑞) =
1, segue que existem inteiros 𝑟, 𝑠 tais que que 𝑝𝑟 + 𝑞𝑠 = 1. Deste

modo,

𝜁𝑘
𝑝𝑞 = 𝜁𝑘(𝑝𝑟+𝑞𝑠)

𝑝𝑞 = 𝜁𝑘𝑝𝑟+𝑘𝑝𝑠
𝑝𝑞 = 𝜁𝑘𝑝𝑟

𝑝𝑞 .𝜁𝑘𝑞𝑠
𝑝𝑞 = 𝜁𝑘𝑟

𝑞 .𝜁𝑘𝑠
𝑝 ,

onde 𝑚𝑑𝑐(𝑘𝑟, 𝑞) = 𝑚𝑑𝑐(𝑘𝑠, 𝑝) = 1. Então

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑞) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑘𝑟

𝑞 .𝜁𝑘𝑠
𝑝 )

= 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑝)(𝜁𝑘𝑟
𝑞 .𝜁𝑘𝑠

𝑝 ))

= 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁𝑘𝑠
𝑝 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑝)(𝜁𝑘𝑟

𝑞 ))

= 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁𝑘𝑠
𝑝 .𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑞 )/ℚ(𝜁𝑘𝑟

𝑞 ))

= 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(−𝜁𝑘𝑟
𝑝 ) = 1.

Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑝, então existe 𝑖 ∈ ℤ, com 𝑚𝑑𝑐(𝑖, 𝑞) = 1, tal que

𝜁𝑘
𝑝𝑞 = 𝜁𝑝𝑖

𝑝𝑞 = 𝜁 𝑖
𝑞 .

Logo,

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑞) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝)(𝜁 𝑖

𝑞)) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(−1) = 1 − 𝑝.

Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑞, então existe 𝑖 ∈ ℤ, com 𝑚𝑑𝑐(𝑖, 𝑝) = 1, tal que

𝜁𝑘
𝑝𝑞 = 𝜁 𝑞𝑖

𝑝𝑞 = 𝜁 𝑖
𝑝.
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Logo,

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑞) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑝)(𝜁 𝑖

𝑝)) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁 𝑖
𝑝(𝑞 − 1)) =

= (𝑞 − 1)𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝜁 𝑖
𝑝) = (𝑞 − 1)(−1) = 1 − 𝑞.

Se 𝑚𝑑𝑐(𝑘, 𝑝𝑞) = 𝑝𝑞, então existe 𝑖 ∈ ℤ, tal que 𝜁𝑘
𝑝𝑞 = 𝜁𝑝𝑞𝑖

𝑝𝑞 = 1. Logo,

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁𝑘
𝑝𝑞) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝)(1)) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝)/ℚ(𝑞 − 1) =

(𝑞 − 1)(𝑝 − 1).

Corolário 4.3.2. (Flores, p.65, Corol.3.5.2) Se 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝𝑞 então

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ((1−𝜁𝑝
𝑝𝑞−𝜁 𝑞

𝑝𝑞+𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 ).𝜁 𝑖

𝑝𝑞) =
⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

𝑝𝑞, 𝑠𝑒 𝑖 = 0 𝑜𝑢 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑝 − 𝑞;
−𝑝𝑞 𝑠𝑒 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑝 𝑜𝑢 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑞;
0, caso contrário.

Demonstração: Se 𝑚𝑑𝑐(𝑖, 𝑝𝑞) = 1, então

(1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 ).𝜁 𝑖

𝑝𝑞 = 𝜁 𝑖
𝑝𝑞 − 𝜁𝑝+𝑖

𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞+𝑖
𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞+𝑖

𝑝𝑞 ,

sendo que o expoente de cada parcela é primo com 𝑝𝑞. Logo, o
traço de cada uma dessas parcelas é 1. Assim

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ((1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 ).𝜁 𝑖

𝑝𝑞) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁 𝑖
𝑝𝑞) − 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝+𝑖

𝑝𝑞 )
−𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁 𝑞+𝑖

𝑝𝑞 ) + 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝+𝑞+𝑖
𝑝𝑞 ) = 1 − 1 − 1 + 1 = 0.

Para 𝑖 = 0, aplicando o Lema 4.3.3 temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ((1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 )) = (𝑝 − 1)(𝑞 − 1) + 𝑝 − 1 + 𝑞 − 1 + 1 = 𝑝𝑞.

Para 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑝, temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ((1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 ).𝜁𝑝𝑞−𝑝

𝑝𝑞 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝𝑞−𝑝
𝑝𝑞 − 1 − 𝜁𝑝𝑞−𝑝+𝑞

𝑝𝑞

−𝜁 𝑞+𝑝𝑞
𝑝𝑞 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝(𝑞−1)

𝑝𝑞 − 1 − 𝜁−𝑝+𝑞
𝑝𝑞 + 𝜁 𝑞(1+𝑝)

𝑝𝑞 ) = 1 − 𝑝 − (1 − 𝑝)
(1 − 𝑞) − 1 + 1 − 𝑞 = 1 − 𝑝 − 𝑝𝑞 + 𝑝 + 𝑞 − 1 − 1 + 1 − 𝑞 = −𝑝𝑞.
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Analogamente para 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑞, temos que 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ((1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 +
𝜁𝑝+𝑞

𝑝𝑞 ).𝜁𝑝𝑞−𝑞
𝑝𝑞 ) = −𝑝𝑞. Para 𝑖 = 𝑝𝑞 − 𝑝 − 𝑞 temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ((1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞 + 𝜁𝑝+𝑞
𝑝𝑞 ).𝜁𝑝𝑞−𝑝−𝑞

𝑝𝑞 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑝𝑞−𝑝−𝑞
𝑝𝑞 − 𝜁𝑝𝑞−𝑞

𝑝𝑞

−𝜁𝑝𝑞−𝑝
𝑝𝑞 + 𝜁𝑝𝑞

𝑝𝑞 ) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁−𝑝−𝑞
𝑝𝑞 − 𝜁 𝑞(𝑝−1)

𝑝𝑞 − 𝜁𝑝(𝑞−1)
𝑝𝑞 + 1) = 1 − (1 − 𝑞)

−(1 − 𝑝) + (1 − 𝑝)(1 − 𝑞) = 𝑝𝑞,

e isto conclui a demonstração.

Proposição 4.3.7. (Simonato, 2000, p.47, Prop.3.3.8) Se 𝑝 e 𝑞
são números primos distintos, 𝑛 = 𝜑(𝑝𝑞) e 𝑥 é um elemento de

ℤ[𝜁𝑝𝑞], com 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝜁𝑝𝑞 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝜁𝑛−1
𝑝𝑞 , então

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝑥𝑥) =
(𝑝 − 1)(𝑞 − 1)𝐴0 + 2(1 − 𝑝) 

𝑝|𝑘
𝐴𝑘 + 2(1 − 𝑞) 

𝑞|𝑘
𝐴𝑘 + 2 

𝑝∤𝑘, 𝑞∤𝑘
𝐴𝑘,

onde 𝐴𝑘 =
𝑛−(𝑘+1)


𝑖=0

𝑎𝑖𝑎𝑘+𝑖, para 𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑛 − 1.

Demonstração: Pela Observação 4.3.1 e da linearidade da fun-

ção traço temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝑥𝑥) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝐴0) +
𝑛−1


𝑘=1

𝐴𝑘𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝛼𝑘),

onde 𝛼𝑘 = 𝜁𝑘
𝑝𝑞 + 𝜁−𝑘

𝑝𝑞 . Pelo Lema 4.3.3 temos que

𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝑥𝑥) = 𝐴0(𝑝 − 1)(𝑞 − 1) + 𝐴1𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞 )/ℚ(𝜁1
𝑝𝑞 + 𝜁−1

𝑝𝑞 ) + ⋯ +
+𝐴𝑛−1𝑇𝑟ℚ(𝜁𝑝𝑞)/ℚ(𝜁𝑛−1

𝑝𝑞 + 𝜁−𝑛+1
𝑝𝑞 ) = (𝑝 − 1)(𝑞 − 1)𝐴0+

+2(1 − 𝑝) 
𝑝|𝑘

𝐴𝑘 + 2(1 − 𝑞) 
𝑞|𝑘

𝐴𝑘 + 2 
𝑝∤𝑘, 𝑞∤𝑘

𝐴𝑘,

e isto conclui a demonstração.

Exemplo 4.3.8. Se 𝑝 = 3, 𝑞 = 7 e 𝑥 = 1 + 𝜁3
21 + 𝜁6

21 + 𝜁9
21 é um

elemento de ℤ[𝜁21], então 𝑥 = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0) e os 𝐴𝑘′ 𝑠
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são dados por 𝐴0 = 4, 𝐴3 = 3, 𝐴6 = 2, 𝐴9 = 1 𝑒 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴4 =
𝐴5 = 𝐴7 = 𝐴8 = 𝐴10 = 𝐴11 = 0. Logo, 𝑇𝑟ℚ(𝜁21)ℚ(𝑥𝑥) = 48−24 = 24 e

portanto |𝜎𝕂(𝑥)| = √12. Agora, se 𝑥 = 1 − 𝜁3
21 em ℤ[𝜁21] então 𝑥 =

(1, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), e os 𝐴𝑘′ 𝑠 são dados por 𝐴0 = 2, 𝐴3 =
−1 e 𝐴1 = 𝐴2 = 𝐴4 = 𝐴5 = 𝐴6 = 𝐴7 = 𝐴8 = 𝐴9 = 𝐴10 = 𝐴11 = 0.
Logo, 𝑇𝑟ℚ(𝜁21)/ℚ(𝑥𝑥) = 24 + 4 = 28 e portanto |𝜎𝕂(𝑥)| = √14.

Se 𝔸𝕃 = ℤ[𝜁𝑝𝑞], pela Seção 2.4, temos que se 𝑝 e 𝑞 são números

primos distintos tais que 𝑂𝑞(𝑝) ≡ 𝑂𝑝(𝑞) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) então

𝑝𝔸𝕃 = (𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟)𝑝−1 e 𝑞𝔸𝕃 = (𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠)𝑞−1. (4.7)

Tomando o ideal 𝔭 = 𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟𝔮1 ⋯ 𝔮𝑠 temos que 𝑥 pertence a 𝔭
se, e somente se, 𝑥𝑥 pertence a (1 − 𝜁𝑝

𝑝𝑞)(1 − 𝜁 𝑞
𝑝𝑞)𝔸𝕃. De fato, se 𝑥

pertence a 𝔭, então 𝑥𝑥 é um elemento de (1−𝜁𝑝
𝑝𝑞)(1−𝜁 𝑞

𝑝𝑞)𝔸𝕃, uma vez

que 𝑝𝔸𝕃 = (𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟𝔭1 ⋯ 𝔭𝑟)𝑝−1 = (1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞)𝑝−1𝔸𝕃 = ((1 − 𝜁𝑝

𝑝𝑞)𝔸𝕃)𝑝−1.
Por outro lado, se 𝑥 não é um elemento de 𝔭, então pelo menos

um dos 𝔭𝑖′ 𝑠 ou 𝔮𝑖′ 𝑠 não aparecerá na fatoração do ideal 𝑥𝔸𝕃 e

portanto na fatoração de 𝑥𝑥𝔸𝕃 não aparecerão todos os fatores de

(1 − 𝜁𝑝
𝑝𝑞)(1 − 𝜁 𝑞

𝑝𝑞)𝔸𝕃, contradizendo a hipótese. Visto que o corpo

𝕃 = ℚ(𝜁𝑝𝑞) é totalmente complexo, segue que a densidade de centro

do reticulado 𝜎𝕃(𝔭), é dada por

𝛿(𝜎𝕃(𝔭)) = 2 𝑛
2 𝜌𝑛

|𝐷𝕃| 1
2 𝑁(𝔭)

,

onde 𝑛 = [𝕃 ∶ ℚ] e

𝜌 = 𝜌(𝜎𝕃(𝔭)) = 1
2𝑚𝑖𝑛


𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥)

2 ∶ 𝑥 ∈ 𝔭, 𝑥 ≠ 0


.

Exemplo 4.3.9. Veremos a construção algébrica de 𝐾12 via a

representação geométrica de um ideal primo acima de 7𝔸𝕃 em

𝔸𝕃 = ℤ[𝜁21] com 𝕃 = ℚ(𝜁21). Seja 𝑓(𝑋) o polinômio minimal de
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𝜁21 sobre ℚ. Vamos fatorar os ideais 3𝔸𝕃 e 7𝔸𝕃 em um produto de

ideais primos utilizando o Lema de Kummer. Temos que 𝑓(𝑋) =
𝑋12 − 𝑋11 + 𝑋9 − 𝑋8 + 𝑋6 − 𝑋4 + 𝑋3 − 𝑋 + 1, e portanto 𝑓(𝑋) ≡
(𝑋6 + 𝑋5 + 𝑋4 + 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1)2(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/3ℤ)[𝑋]). Assim

𝑔 = 1, 𝜇1(𝑋) = 𝑋6 + 𝑋5 + 𝑋4 + 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1, 𝑒1 = 2 𝑒 𝑓1 = 6.
𝔭1 = 3𝔸𝕃 + (𝜁6

21 + 𝜁5
21 + 𝜁4

21 + 𝜁3
21 + 𝜁2

21 + 1)𝔸𝕃.

Portanto, 3𝔸𝕃 = 𝔭2
1 com 𝑁(𝔭1) = 36. Note que o ideal 3𝔸𝕃 não

se fatora conforme a Equação (4.7), o que já era posśıvel con-

cluir pois 𝑂7(3) = 6 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2) ou simplesmente observando que

𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐷𝕃(3)) = 𝑒1𝑓1 = 12. Portanto 𝐷𝕃(3) = 𝐺, onde 𝐺 é o grupo

de Galois de 𝕃 sobre ℚ. Para o caso 7𝔸𝕃, temos que

𝑓(𝑋) ≡ (𝑋 + 3)6(𝑋 + 5)6(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/7ℤ)[𝑋])

Assim

𝑔 = 2, 𝜇1(𝑋) = 𝑋 + 3, 𝜇2(𝑋) = 𝑋 + 5, 𝑒1 = 𝑒2 = 6 e𝑓1 = 𝑓2 = 1.
𝔮1 = 7𝔸𝕃 + (𝜁21 + 3)𝔸𝕃 e 𝔮2 = 7𝔸𝕃 + (𝜁21 + 5)𝔸𝕃.

Portanto, 7𝔸𝕃 = (𝔮1𝔮2)6, onde 𝔮1 e 𝔮2 são ideais com norma 7 e

𝔮2 = 𝔮1. Observamos que 𝑂3(7) = 1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2) e que 𝜎 = 𝜎20 não

pertence a 𝐷𝕃(7) = {𝜎1, 𝜎4, 𝜎10, 𝜎13, 𝜎16, 𝜎19}. Dado que o discrimi-

nante absoluto de 𝕃 é 36710 (Teorema 2.3.7), segue que a densidade

de centro de 𝜎𝕃(𝔮1) é dada por 𝛿(𝜎𝕃(𝔮1)) = 26𝜌12

3376 . Calculamos então

o raio de empacotamento

𝜌 = 𝜌(𝜎𝕃(𝔮1)) = 1
2 𝑚𝑖𝑛 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥)

2 ∶ 𝑥 ∈ 𝔮1, 𝑥 ≠ 0 .

Temos que 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) é par, ou seja, 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) = 2𝑙, 𝑙 ∈ ℤ e para

𝑥 em 𝔮1 temos que 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ∈ 7ℤ, o que implica que 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) é

múltiplo de 14. Como 𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑞) = 1, segue que para 𝑥 em 𝔮1, 𝑥 =
𝛼0 + 𝛼1𝜁3 com 𝛼0, 𝛼1 ∈ ℤ[𝜁7], segue que
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𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝜁7)(𝑥𝑥) = 𝛼0𝛼0 + 𝛼1𝛼1 + (𝛼0 − 𝛼1)(𝛼0 − 𝛼1).

Aplicando o traço novamente temos:

𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝜁7)(𝑥𝑥)) =
𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝛼0𝛼0) + 𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝛼1𝛼1) + 𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ[(𝛼0 − 𝛼1)(𝛼0 − 𝛼1)].

Temos duas possibilidades para 𝑥 = 𝛼0 + 𝛼1𝜁3.
1𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 ∶ Se 𝛼0 = 𝛼1, então 𝑥 = 𝛼0(1+𝜁3) ∈ 𝔮1. Como 1+𝜁3 não per-

tence ao ideal primo 𝔮1, segue que 𝛼0 ∈ 𝔮1. Logo, 𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝛼0𝛼0) ≥
14. Portanto

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 2𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝛼0𝛼0) ≥ 28.

2𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 ∶ Se 𝛼0 ≠ 𝛼1, para 𝑦 =
5


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
7 ∈ ℤ[𝜁7], segue do Teorema

4.3.3, que 𝑇𝑟ℚ(𝜁7)/ℚ(𝑦𝑦) é uma forma quadrática 𝑄6(𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5)
cujo valor mı́nimo é 6, (Proposição 1.9.1). Então

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 6 + 6 + 6 = 18 e 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 14),

e portanto 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 28. Vamos caracterizar um elemento de 𝔮1.
Em 𝔮1 temos que 𝜁21 ≡ −3(𝑚𝑜𝑑 𝔮1) e então para 𝑥 em 𝔮1 temos

que

𝑥 =
11


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
21 ≡

11


𝑖=0

𝑎𝑖(−3)𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝔮1).

Como 𝔮1 ∩ ℤ = 7ℤ, segue que

𝑥 ∈ 𝔮1 ⟺
11


𝑖=0

𝑎𝑖(−3)𝑖 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 7).

O elemento 𝑥 = 1−𝜁3
21 ∈ 𝔸𝕃. Como 𝑥 = (1, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

segue que
11


𝑖=0

𝑎𝑖(−3)𝑖 = 1 − (−3)3 = 28 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 7) e portanto 𝑥 per-

tence a 𝔮1. Pelo Exemplo 4.3.8, temos que 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) = 28. Logo o

menor valor de {𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ∶ 𝑥 ∈ 𝔮1, 𝑥 ≠ 0} é de fato 28. Portanto,

𝜌 = √14
2 =  7

2 , e a densidade de centro é dada por:
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𝛿(𝜎𝕃(𝔮1)) =
26

 7
2 

12

33.76 = 1
33 ≈ 0, 037037.

Para esta dimensão temos que esta é a maior densidade de cen-

tro já obtida, e corresponde a densidade de centro do reticulado

conhecido na literatura 𝐾12, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Exemplo 4.3.10. Veremos a construção do reticulado Λ24. Dados

𝔸𝕃 = ℤ[𝜁39] o anel dos inteiros algébricos de 𝕃 = ℚ(𝜁39) e 𝑓(𝑋) o

polinômio minimal de 𝜁39 sobre ℚ, vejamos as fatorações dos ideais

3𝔸𝕃 e 13𝔸𝕃 como um produto de ideais primos de 𝔸𝕃. Como

𝑓(𝑋) = 𝑋24 − 𝑋23 + 𝑋21 − 𝑋20 + 𝑋18 − 𝑋17 + 𝑋15 − 𝑋14+
+𝑋12 − 𝑋10 + 𝑋9 − 𝑋7 + 𝑋6 − 𝑋4 + 𝑋3 − 𝑋 + 1,

segue que

𝑓(𝑋) ≡ (𝑋3 + 2𝑋 + 2)2(𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 2)2(𝑋3 + 2𝑋2 + 2𝑋 +
2)2(𝑋3 + 𝑋2 + 2)2(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/3ℤ)[𝑋]).

Assim

𝑔 = 4, 𝑒1 = 𝑒2 = 𝑒3 = 𝑒4 = 2, 𝑓1 = 𝑓2 = 𝑓3 = 𝑓4 = 3
𝜇1(𝑋) = 𝑋3 + 2𝑋 + 2, 𝜇2(𝑋) = 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 2,
𝜇3(𝑋) = 𝑋3 + 2𝑋2 + 2𝑋 + 2, 𝜇4(𝑋) = 𝑋3 + 𝑋2 + 2,

Logo,

𝔭1 = 3𝔸𝕃 + (𝜁3
39 + 2𝜁39 + 2)𝔸𝕃

𝔭2 = 3𝔸𝕃 + (𝜁3
39 + 𝜁2

39 + 𝜁39 + 2)𝔸𝕃

𝔭3 = 3𝔸𝕃 + (𝜁3
39 + 2𝜁2

39 + 2𝜁39 + 2)𝔸𝕃

𝔭4 = 3𝔸𝕃 + (𝜁3
39 + 𝜁2

39 + 2)𝔸𝕃

Portanto 3𝔸𝕃 = (𝔭1𝔭2𝔭3𝔭4)2, com 𝑁(𝔭𝑖) = 33, para 𝑖 = 1, 2, 3, 4.
Como 𝑂13(3) = 3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2), segue que 𝜎 = 𝜎38∉𝐷𝕃(3) = {𝜎1, 𝜎14,
𝜎16, 𝜎22, 𝜎29, 𝜎35}. Neste caso, temos que 𝔭4 = 𝔭1 e 𝔭3 = 𝔭2. Para o

ideal 13𝔸𝕃 temos que
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𝑓(𝑋) ≡ (𝑋 + 4)12(𝑋 + 10)12(𝑚𝑜𝑑 (ℤ/13ℤ)[𝑋]).
𝑔 = 2, 𝜇1 = 𝑋 + 4, 𝜇2 = 𝑋 + 10, 𝑒1 = 𝑒2 = 12, 𝑓1 = 𝑓2 = 1.

𝔮1 = 13𝔸𝕃 + (𝜁39 + 4)𝔸𝕃 e 𝔮2 = 13𝔸𝕃 + (𝜁39 + 10)𝔸𝕃.

Logo, 13𝔸𝕃 = (𝔮1𝔮2)12, onde 𝔮1 e 𝔮2 são ideais primos com norma

13. Observe novamente que 𝜎∉𝐷𝕃(13) = {𝜎1, 𝜎4, 𝜎7, 𝜎10, 𝜎16, 𝜎19, 𝜎22,
𝜎25, 𝜎28, 𝜎31, 𝜎34, 𝜎37}, pois 𝑂3(13) = 1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2). Neste caso, te-

mos que 𝔮2 = 𝑞1. Considerando o ideal 𝔭 = 𝔭1𝔭2𝔮1, vamos calcular

a densidade de centro de 𝜎𝕃(𝔭). Como 𝐷𝕃 = 3121322 e 𝑁(𝔭) =
𝑁(𝔭1)𝑁(𝔭2)𝑁(𝔮1) = 36.13, segue que

𝛿(𝜎𝕃(𝔭)) = 212𝜌24

3121312 .

Precisamos agora determinar

𝜌 = 𝜌(𝜎𝕃(𝔭)) = 1
2𝑚𝑖𝑛


𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥)

2 ∶ 𝑥 ∈ 𝔭, 𝑥 ≠ 0


.

Veremos agora que se 𝑥 ∈ 𝔭, então 𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 4.39. Visto que

𝑚𝑑𝑐(𝑝, 𝑞) = 1, para 𝑥 ∈ 𝔭, podemos escrever 𝑥 = 𝛼0 + 𝛼1𝜁3, com

𝛼0, 𝛼1 ∈ ℤ[𝜁13]. Temos também que se 𝑥 pertence a 𝔭, então

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2.39). Pelo Exemplo 4.3.9, temos que

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) =
𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼0𝛼0) + 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼1𝛼1) + 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ[(𝛼0 − 𝛼1)(𝛼0 − 𝛼1)].

Nesta soma, para que o valor 2.39 seja atingido, as únicas possibi-

lidades são, a menos de ordem, 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼0𝛼0) = 12,
𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼1𝛼1) = 30 e 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ[(𝛼0 − 𝛼1)(𝛼0 − 𝛼1)] = 36. As pos-

sibilidades para 𝛼0 e 𝛼1 são:

𝛼0 = ±𝜁 𝑖0
13, 𝑖0 = 0, ⋯ , 12;

𝛼1 = ±(𝜁 𝑖1
13 + 𝜁 𝑖2

13 + 𝜁 𝑖3
13),
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onde 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, são dois a dois distintos. Sejam 𝛼0 = −𝜁 𝑖0
13 𝑒 𝛼1 =

𝜁 𝑖1
13 + 𝜁 𝑖2

13 + 𝜁 𝑖3
13. Se 𝑖0 ≠ 𝑖𝑘, com 𝑘 = 1, 2, 3, então 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ[(𝛼0 −

𝛼1)(𝛼0 − 𝛼1)] = 36. Sendo 𝑥 um elemento de 𝔭, segue que

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝜁13)(𝑥𝑥) = 3(𝛼0𝛼0 + 𝛼1𝛼1) − (𝛼0 + 𝛼1)(𝛼0 + 𝛼1) ∈ 3ℤ[𝜁13],

e portanto, se 𝑦 = (𝛼0+𝛼1)(𝛼0 + 𝛼1). Assim 𝑦 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3ℤ[𝜁13]). Seja

𝛾 ∶ ℤ[𝜁13] ⟶ ℤ o homomorfismo de anéis dado por 𝛾


11


𝑖=0

𝑎𝑖𝜁 𝑖
13

=

11


𝑖=0

𝑎𝑖. Como 𝑦 está em 3ℤ[𝜁13] segue que 𝛾(𝑦) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3). Rees-

crevendo 𝑦 substituindo 𝛼0 e 𝛼1 pelos valores fixados acima temos

que

𝑦 = (−𝜁 𝑖0
13 + 𝜁 𝑖1

13 + 𝜁 𝑖2
13 + 𝜁 𝑖3

13)(−𝜁−𝑖0
13 + 𝜁−𝑖1

13 + 𝜁−𝑖2
13 + 𝜁−𝑖3

13 ) = 4 − 𝐴 + 𝐵 ≡
0(𝑚𝑜𝑑 3ℤ[𝜁13]),

onde 𝐴 =
3


𝑠=1

(𝜁 𝑖0−𝑖𝑠
13 + 𝜁 𝑖𝑠−𝑖0

13 ) e 𝐵 =
3


𝑟,𝑠=1

𝜁 𝑖𝑟−𝑖𝑠
13 . Sendo 𝑛𝐴 o número

de expoentes tais que 𝑖0 − 𝑖𝑠 = −1 ou 𝑖𝑠 − 𝑖0 = −1 e 𝑛𝐵 o número

de expoentes tais que 𝑖𝑟 − 𝑖𝑠 = −1, segue que as possibilidades para

𝑛𝐴 são 0 ou 1, uma vez que 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 são dois a dois distintos. Por

outro lado, para 𝑛𝐵 as possibilidades são 0, 1 ou 2. Observe que

𝛾(𝜁−1
13 ) = 𝛾(−1 − 𝜁13 − ⋯ − 𝜁11

13 ) = −12 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3). Assim,

𝛾(𝐴) = 6 − 𝑛𝐴 𝑒 𝛾(𝐵) = 6 − 𝑛𝐵 .

Logo, 𝛾(𝑦) = 4 − 𝛾(𝐴) + 𝛾(𝐵) ≡ 1 + 𝑛𝐴 − 𝑛𝐵 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 3ℤ[𝜁13]) e as

únicas soluções posśıveis são

𝑛𝐴 = 0 𝑒 𝑛𝐵 = 1
ou

𝑛𝐴 = 1 𝑒 𝑛𝐵 = 2.

Suponhamos 𝑛𝐴 = 0 e 𝑛𝐵 = 1. Dado 0 < 𝑎 ≤ 11, por hipótese, o

coeficiente de 𝜁𝑎
13 é múltiplo de 3. Temos
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𝐵 = 𝜁−1
13 +

3


𝑟,𝑠=1

𝜁 𝑖𝑟−𝑖𝑠
13 , com 𝑖𝑟 − 𝑖𝑠 ≠ −1.

Se existem 𝑟 e 𝑠 tais que 𝑖𝑟 − 𝑖𝑠 = 𝑎, então o coeficiente de 𝜁𝑎
13

na equação acima é nulo, pois 𝜁−1
13 = −1 − 𝜁13 − ⋯ − 𝜁11

13 . Assim,

𝜁𝑎
13 aparece também com coeficiente nulo na expansão de 𝐴 na

base integral {1, ⋯ , 𝜁11
13 }. Se não existem 𝑟 e 𝑠 tais que 𝑖𝑟 − 𝑖𝑠 = 𝑎,

novamente 𝜁𝑎
13 aparece com coeficiente nulo na decomposição de 𝑦.

Deste modo, a única possibilidade portanto é 𝑎 = 0 e 𝑦 = 3. Então
como

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝜁13)(𝑥𝑥) = 3(𝛼0𝛼0 + 𝛼1𝛼1) − (𝛼0 + 𝛼1)(𝛼0 + 𝛼1),

temos

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) = 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(3(𝛼0𝛼0 + 𝛼1𝛼1) − (𝛼0 + 𝛼1)(𝛼0 + 𝛼1)) =
3𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼0𝛼0) + 3𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ(𝛼1𝛼1) − 𝑇𝑟ℚ(𝜁13)/ℚ((𝛼0 + 𝛼1)(𝛼0 + 𝛼1)) =
3 ⋅ 12 + 3 ⋅ 30 − 36 = 90, e isto não ocorre pois 90 não é múltiplo de

2 ⋅ 39. Quando 𝑛𝐴 = 1 e 𝑛𝐵 = 2 a verificação é análoga. Portanto

𝑇𝑟𝕃/ℚ(𝑥𝑥) ≥ 4.39 = 156. O elemento 𝑥 = 1 − 𝜁3
39 − 𝜁13

39 + 𝜁16
39 pertence

ao ideal 𝔭 e observando que 𝑥 = (1, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, −1, 0,
0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), pela Proposição 4.3.7, temos que 𝑇𝑟(𝑥𝑥) =

156. Portanto, 𝜌(𝜎𝕃(𝔭)) = √78
2 = 

39
2 e a densidade de centro é

dada por:

𝛿(𝜎𝕃(𝔭)) =
212

 39
2 

24

3121312 = 1.

Para dimensão 24 a densidade de centro obtida neste exemplo

é a maior conhecida, e corresponde a densidade de centro do reti-

culado conhecido na literatura Λ24. (Conway; Sloane, 1999, p.15).



5
OS CANAIS GAUSSIANO E COM

DESVANECIMENTO DO TIPO RAYLEIGH

5.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentamos através do trabalho de Boutros;

Viterbo; Rastello; Belfiori (1996), constelações de reticulados que

são eficientes para ambos os canais Gaussianos e com desvaneci-

mento do tipo Rayleigh, enfocando a construção das versões ro-

tacionadas dos reticulados já conhecidos na literatura: 𝐷4, 𝐾12 e

Λ16, através da matriz mudança de base de um ideal contido no

anel dos inteiros de um corpo de números.

5.2 Breve histórico

O rápido crescimento da comunicação sem fio requer um au-

mento na capacidade e melhoria no desempenho dos sistemas de

transmissão. Os canais de comunicação móvel são agrupados em
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dois tipos: canal via satélite e canal terrestre. O canal de comuni-

cação terrestre é caracterizado pelo efeito de múltiplos percursos

de propagação. Tal efeito pode alterar de maneira significativa a

amplitude do sinal, mesmo para uma pequena variação na distân-

cia ou orientação entre o transmissor e o receptor, comportamento

que é comumente rotulado como desvanecimento. Limitações nas

perdas de propagação, variação no tempo, rúıdo, inferência e des-

vanecimento fazem com que, nestes sistemas, a transmissão de

dados com altas taxas de transmissão não seja uma tarefa fácil.

Para se alcançar essas altas taxas de transmissão de dados é

necessário aumentar a capacidade do canal de comunicações mó-

veis. Quando o desvanecimento compromete substancialmente a

qualidade da transmissão, o aumento da capacidade do canal ou

equivalentemente, a diminuição da taxa de erro é extremamente

dif́ıcil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do

canal com desvanecimento é utilizar técnicas de diversidade. Estas

técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da informação

transmitida que experimentam desvanecimentos descorrelaciona-

dos. Neste caso, se uma componente do sinal estiver sobre um

desvanecimento profundo, algumas das outras componentes terão

uma grande probabilidade de sofrer uma atenuação mais leve.

A função densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o

desvanecimento percebido em uma comunicação móvel onde não

há predominância direta entre a antena transmissora e a receptora.

Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade

da amplitude da envoltória do sinal recebido estar abaixo de um

valor médio.

Os códigos projetados para canais com desvanecimento Ray-
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leigh levam em conta dois parâmetros fundamentais: o ganho de

diversidade, que descreve a diminuição exponencial da taxa de erro

na decodificação em função da relação sinal-rúıdo na curva de de-

sempenho e o ganho de codificação que resulta em deslocamentos

à esquerda dessa curva. Os melhores valores para estes parâmetros

foram obtidos maximizando-se, respectivamente, o posto mı́nimo

e a média geométrica mı́nima dos autovalores, de um conjunto

de matrizes complexas formadas pelas diferenças entre palavras-

código tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes códigos é que são extrema-

mente dif́ıceis de se projetar, pois os critérios utilizados na sua

construção baseiam-se em operações no domı́nio complexo das mo-

dulações em banda básica e não no domı́nio binário ou discreto no

qual os códigos de canal são tradicionalmente projetados. Uma

grande capacidade computacional é necessária para acompanhar

a busca, codificação e decodificação destes códigos.

O canal de comunicação via satélite é um canal AWGN (Ad-

ditive White Gaussian Noise) onde predominam fortes atenuações

e muitas vezes grandes atrasos de propagação do sinal. O termo

AWGN é utilizado em modulamentos matemáticos para caracte-

rizar aqueles canais onde o tipo de rúıdo responsável por degradar

a comunicação é um rúıdo branco adicionado ao sinal. Este tipo

de rúıdo é um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do

desenvolvimento de receptores ótimos para a utilização em canais

AWGN já se tornou clássica.

O rúıdo branco é um sinal aleatório e tem um modelamento

matemático que o considera como possuindo largura de faixa infi-

nita, média nula e correlação nula entre suas amplitudes tomadas

a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do
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rúıdo em um determinado instante independe daquele observado

em outro instante de tempo qualquer. O termo gaussiano se deve

ao fato desse tipo de rúıdo possuir uma função densidade de pro-

babilidade gaussiana com média nula, com desvio padrão igual à

sua tensão rms e variância igual à potência dissipada de um resis-

tor de 1W. No canal gaussiano, usando esquemas convencionais

de modulação e codificação de canal apropriada, pode-se reduzir a

probabilidade de erro e bit de 10−2 a 10−3 por meio de um aumento

da relação sinal-rúıdo de somente 1 ou 2 dB.

5.3 Boas constelações para ambos os canais Gaus-

sianos e com desvanecimento do tipo Rayleigh

Nesta seção estabelecemos condições sobre os reticulados cons-

trúıdos para que tenhamos boas constelações para ambos os canais

Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento.

1. Canal Gaussiano

• A probabilidade de erro de śımbolo é limitada superi-

ormente por

𝑃𝑒(Λ) ≤ 𝜏
2 𝑒𝑟𝑓𝑐


𝑑𝐸 𝑚𝑖𝑛/2
√2𝑁0 

, (5.1)

onde 𝜏 é o número de vizinhos, 𝑒𝑟𝑓𝑐 é a função erro,

𝑁0 é a variância gaussiana e 𝑑𝐸 𝑚𝑖𝑛 é a distância mı́nima

Euclidiana do reticulado Λ. O ganho de codificação do

reticulado Λ é dado por

𝛾 = 𝑑2
𝐸 𝑚𝑖𝑛

𝑉 𝑜𝑙(Λ)2/𝑛 .
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• Constelações eficientes podem ser obtidas através de re-

ticulados com alta densidade de empacotamento. As-

sim, constelações com boas propriedades de simetria

podem ser obtidas.

• Usando corpos de números totalmente reais e com dis-

criminante absoluto mı́nimo a grande desvantagem é

que a densidade de empacotamento esférico é baixa.

• Usando corpos de números totalmente complexos e com

discriminante absoluto mı́nimo a grande vantagem é

que é posśıvel obter reticulados com alta densidade de

empacotamento.

2. Canal Rayleigh com Desvanecimento

• A probabilidade de erro de śımbolo com alta relação

sinal-rúıdo satisfaz,

𝑃𝑒(Λ) ≤ 1
2

𝑛


𝑙=𝐿

1


𝜂
8

𝐸𝑏
𝑁0 

𝑙
𝑑(𝑙)

𝑝 (𝑥, 𝑦)2
, (5.2)

onde onde 𝐸𝑏 é a energia média por bit, 𝜂 = 2𝑚
𝑛 é a

eficiência espectral e 𝑑(𝑙)
𝑝 (𝑥, 𝑦)2 é a distância 𝑙-produto

normalizada de 𝑥 a 𝑦, quando esses pontos diferem em

𝑙 componentes e é dada por

𝑑(𝑙)
𝑝 (𝑥, 𝑦)2 =


𝑥𝑖≠𝑦𝑖

(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2


𝐸
𝑛 

𝑙 , (5.3)

onde 𝐸 = 𝐸(||𝑥||2) é a energia média por ponto da cons-

telação 𝑆.
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• Constelações eficientes, ou seja, aquelas em que a pro-

babilidade de erro é mı́nima, podem ser obtidas através

de reticulados com diversidade máxima 𝐿 = 𝑚𝑖𝑛(𝑙), me-

nor energia média da constelação 𝐸 e maior distância

produto mı́nima 𝑑𝑝,𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑑(𝐿)
𝑝 (𝑥, 𝑦)).

• Usando corpos de números totalmente reais e com dis-

criminante absoluto mı́nimo, a grande vantagem é que

eles apresentam diversidade máxima.

• Usando corpos de números totalmente complexos e com

discriminante absoluto mı́nimo a grande vantagem é

que obtemos uma menor energia média da constelação.

Assim, conclúımos que para obter boas constelações de reticu-

lados para ambos os canais, procura-se construir reticulados com

alta densidade de empacotamento e com diversidade máxima.

Através da famı́lia de reticulados 𝐴𝑛 que vimos a partir de

subcorpos de ℚ(𝜁𝑝) é posśıvel obter constelações que têm máxima

diversidade e boa densidade de empacotamento, que fazem estes

reticulados úteis para uso nos canais Gaussiano e Rayleigh com

desvanecimento.

Corpos de números algébricos totalmente reais com discrimi-

nante absoluto mı́nimo são conhecidos até a dimensão 8 e são

dados na 1∘ coluna da Tabela (5.3.1).

Discriminantes absolutos mı́nimos

(Valores com * são os melhores valores conhecidos)
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𝑛 𝑟2 = 0 𝑟2 = 1 𝑟2 = 2 𝑟2 = 3 𝑟2 = 4
2 5 -3 - - -

3 49 -23 - - -

4 725 -275 117 - -

5 14641 -4511 1609 - -

6 300125 −92779∗ 28037∗ -9747 -

7 20134393 ? ? ? -

8 282300416 ? ? ? 125778∗

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑎 (5.3.1)

Pela Tabela (5.3.1) notamos que os discriminantes absolutos

dos corpos totalmente complexos são menores do que dos corpos

totalmente reais. Os corpos da Tabela (5.3.1) (especialmente em

dimensão acima de 4) tem sido objeto de estudos na teoria dos

números algébricos computacionais.

Definição 5.3.1. A diversidade de um reticulado Λ é a distância

mı́nima de Hamming entre quaisquer dois vetores de Λ.

Teorema 5.3.1. (BoutrosS; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) Se-

jam 𝕂 um corpo de números, {𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑛} os ℚ-homomorfismos

de 𝕂 em ℂ e {𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑛} uma base integral de 𝕂. Os reticu-

lados obtidos a partir da matriz geradora 𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜎1(𝑤1) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝑤1) ℜ𝜎𝑟1+1(𝑤1) ℑ𝜎𝑟1+1(𝑤1) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤1) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤1)
𝜎1(𝑤2) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝑤2) ℜ𝜎𝑟1+1(𝑤2) ℑ𝜎𝑟1+1(𝑤2) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤2) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤2)
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝜎1(𝑤𝑛) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝑤𝑛) ℜ𝜎𝑟1+1(𝑤𝑛) ℑ𝜎𝑟1+1(𝑤𝑛) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤𝑛) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝑤𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

possuem diversidade 𝐿 = 𝑟1 + 𝑟2.
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Demonstração. Seja 𝑧 ≠ 0 um ponto arbitrário de Λ = 𝜎(𝔸𝕂).

Assim 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, ⋯ , 𝑧𝑛) =
𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑣𝑖, com 𝜆𝑖 ∈ ℤ e 𝑣𝑖 = (𝑣𝑖𝑗) = 𝜎(𝑤𝑖)

são as linhas do reticulado da matriz geradora 𝐺. Logo,

𝑑𝑛(0, 𝑧) =
𝑛


𝑗=1

|𝑧𝑗 | =
𝑛


𝑗=1

|
|
||

𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑣𝑖𝑗
|
|
||
=

=
𝑟1


𝑗=1

|
|
|
||
𝜎𝑗

𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑤𝑖

|
|
|
||
×

𝑟1+𝑟2


𝑗=𝑟1+1

|
|
|
||
ℜ𝜎𝑗

𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑤𝑖

|
|
|
||
×

𝑟1+𝑟2


𝑗=𝑟1+1

|
|
|
||
ℑ𝜎𝑗

𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑤𝑖

|
|
|
||
.

Os inteiros algébricos
𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑤𝑖 são não nulos pois todos os 𝜆′

𝑖𝑠

são não nulos (𝑧 ≠ 0). Isto implica que 𝜎𝑗(
𝑛


𝑖=1

𝜆𝑖𝑤𝑖) ≠ 0 e assim

o primeiro produto do lado direito da última igualdade contém

exatamente 𝑟1 fatores não nulos. O número mı́nimo de fatores

não nulos no segundo e no terceiro produtos é 𝑟2 pois as partes

real e imaginária de qualquer um dos monomorfismos complexos

não são ambos nulos. Assim conclúımos que para tal reticulado

temos uma diversidade 𝐿 ≥ 𝑟1 + 𝑟2. Agora, se 𝛼 = 1 em 𝔸𝕂, então
𝜎𝑗(1) = 1 para 𝑗 = 1, 2, ⋯ , 𝑟1 + 𝑟2 e portanto 𝜎(1) fornece 𝑟1 + 𝑟2

componentes não nulos. Assim 𝐿 = 𝑟1 + 𝑟2.

No caso de um corpo de números algébricos totalmente real

temos que a matriz geradora 𝐺 é da forma

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜎1(𝑤1) 𝜎2(𝑤1) ⋯ 𝜎𝑛(𝑤1)
𝜎1(𝑤2) 𝜎2(𝑤2) ⋯ 𝜎𝑛(𝑤2)
⋮ ⋱ ⋮
𝜎1(𝑤𝑛) 𝜎2(𝑤𝑛) ⋯ 𝜎𝑛(𝑤𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Neste caso, o reticulado Λ = 𝜎(𝔸𝕂) constrúıdo atinge o grau má-

ximo de diversidade 𝐿 = 𝑛.
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Para corpos totalmente complexos 𝕂 temos que 𝑟2 = 𝑛/2 é par

e a matriz geradora do reticulado 𝜎(𝔸𝕂) é dada por

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ℜ𝜎1(𝑤1) ℑ𝜎1(𝑤1) ⋯ ℜ𝜎𝑟2 (𝑤1) ℑ𝜎𝑟2 (𝑤1)
ℜ𝜎1(𝑤2) ℑ𝜎1(𝑤2) ⋯ ℜ𝜎𝑟2 (𝑤2) ℑ𝜎𝑟2 (𝑤2)
⋮ ⋱ ⋮
ℜ𝜎1(𝑤𝑛) ℑ𝜎1(𝑤𝑛) ⋯ ℜ𝜎𝑟2 (𝑤𝑛) ℑ𝜎𝑟2 (𝑤𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Definição 5.3.2. Um polinômio minimal é chamado reduzido

se as potências de uma de suas ráızes (o elemento primitivo) é

uma base integral do corpo de números.

A Tabela (5.3.2) apresenta os polinômios minimais reduzidos

dos corpos da Tabela (5.3.1) com o volume fundamental do reti-

culado correspondente obtido via o homomorfismo canônico, indi-

cados por Λ𝑛,𝐿.

Λ𝑛,𝐿 𝜇𝜃(𝑥) 𝑟𝑒𝑑𝑉 𝑜𝑙(Λ𝑛,𝐿)
Λ2,1 𝑋2 − 𝑋 + 1 0.8660

Λ2,2 𝑋2 − 𝑋 − 1 2.2361

Λ3,2 𝑋3 − 𝑋 − 1 2.3979

Λ3,3 𝑋3 + 𝑋2 − 2𝑋 − 1 7

Λ4,2 𝑋4 − 𝑋3 − 𝑋2 + 𝑋 + 1 2.7042

Λ4,3 𝑋4 − 𝑋3 + 2𝑋 − 1 8.2916

Λ4,4 𝑋4 − 𝑋3 − 3𝑋2 + 𝑋 + 1 26.9258

Λ5,3 𝑋5 − 𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 − 1 10.0281

Λ5,4 𝑋5 − 2𝑋3 + 𝑋2 − 1 33.5820

Λ5,5 𝑋5 + 𝑋4 − 4𝑋3 − 3𝑋2 + 3𝑋 + 1 121

Λ6,3 𝑋6 − 3𝑋5 + 4𝑋4 − 4𝑋3 + 4𝑋2 − 2𝑋 + 1 12.3409

Λ6,4 𝑋6 − 2𝑋5 + 3𝑋3 − 2𝑋 − 1 41.8606

Λ6,5 𝑋6 + 𝑋5 − 2𝑋4 − 3𝑋3 − 𝑋2 + 2𝑋 + 1 152.2982

Λ6,6 𝑋6 − 𝑋5 − 7𝑋4 + 2𝑋3 + 7𝑋2 − 2𝑋 − 1 547.8367

Λ7,7 𝑋7 + 𝑋6 − 6𝑋5 − 5𝑋4 + 8𝑋3 + 5𝑋2 − 2𝑋 − 1 4487.1364

Λ8,4 𝑋8 − 2𝑋7 + 4𝑋5 − 4𝑋4 + 3𝑋2 − 2𝑋 + 1 70.0928

Λ8,8 𝑋8 + 2𝑋7 − 7𝑋6 − 8𝑋5 + 15𝑋4 + 8𝑋3 − 9𝑋2 − 2𝑋 + 1 16801.7980
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𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑎 (5.3.2)

Os passos para a construção de um reticulado a partir de um corpo

de números algébricos 𝐾 = ℚ(𝜃) pode ser resumido do seguinte

modo:

• Encontre uma base integral de 𝕂, que identifica 𝔸𝕂.

• Encontre as 𝑛 ráızes de 𝑔𝜃(𝑋), que identifica os 𝑛 monomor-

fismos 𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑛.

• Construa a matriz geradora aplicando o homomorfismo canô-

nico.

Exemplo 5.3.1. Seja 𝕂 = ℚ(𝑖√3). Como −3 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4) segue

que a base integral de 𝕂 é {1, (1+𝑖√3)/2}. Os dois monomorfismos

são 𝜎1(𝑖√3) = 𝑖√3, 𝜎2(𝑖√3) = −𝑖√3 e a matriz geradora é dada

por

𝐺 =
⎛
⎜
⎜
⎝

ℜ𝜎1(1) ℑ𝜎1(1)
ℜ𝜎1

1+𝑖√3
2  ℑ𝜎1

1+𝑖√3
2 

⎞
⎟
⎟
⎠

=


1 0
1
2

√3
2 

.

O volume fundamental do reticulado é dado por

| det(𝐺)| = √3
2 = 0, 8660254.

A diversidade é 𝐿 = 1 pois 𝑟1 = 0 e 𝑟2 = 1. Portanto, 𝜎𝕂(𝔸𝕂)
corresponde ao reticulado Λ2,1.

Exemplo 5.3.2. Seja 𝕂 = ℚ(7 + 2√5). As ráızes do polinômio

minimal 𝑋4−14𝑋2+29 são 𝜃1 = 7 + 2√5, 𝜃2 = −7 + 2√5, 𝜃3 =

7 − 2√5, 𝜃4 = −7 − 2√5. O elemento primitivo é 𝜃 = 𝜃1 e os

4 monomorfismos são 𝜎1(𝜃) = 𝜃1, 𝜎2(𝜃) = 𝜃2, 𝜎3(𝜃) = 𝜃3, e 𝜎4(𝜃) =
𝜃4. Mas {1, 𝜃, 𝜃2, 𝜃3} não é base integral pois 𝑋4 −14𝑋2 +29 não é
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reduzido. Uma base integral é {1, 1
2 (1+𝜃), 1

4 (3+𝜃2), 1
8 (1+𝜃)(3+𝜃2)}.

A matriz geradora é dada por

𝐺 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1.000 1.000 1.000 1.000
−1.193 −0.294 1.294 2.193
3.618 1.381 1.381 8.618

−4.318 −0.407 1.789 7.936

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

O volume fundamental do reticulado é | det(𝐺)| = 26.92.A diversi-

dade é 𝐿 = 4 pois 𝑟1 = 4 e 𝑟2 = 0. Portanto, 𝜎𝕂(𝔸𝕂) corresponde

ao reticulado Λ4,4.

5.4 Construção das versões rotacionadas dos reti-

culados 𝐷4, 𝐾12, e Λ16

Craig (1978) como construir os reticulados 𝐸6, 𝐸8, Λ24 a partir

dos corpos ciclotômicos totalmente complexos 𝕂 = ℚ(𝑒𝑖2𝜋/𝑛), para
𝑛 = 9, 20, 39. Via este procedimento Boutros; Viterbo; Rastello;

Belfiori (1996) encontrou 𝐷4, 𝐾12 e Λ16 a partir das 8-ésima, 21-
ésima e 40-ésima ráızes da unidade. Estes reticulados são obtidos

aplicando o homomorfismo canônico em ideais destes corpos ci-

clotômicos. Os ideais são dados na Tabela (5.3.3). Os reticulados

obtidos são subreticulados de 𝜎(𝔸𝕂), mas com um ganho funda-

mental muito maior comparado com os reticulados presentes na

Tabela (5.3.2).

Sejam 𝕂 um corpo de números de grau 𝑛, 𝔸𝕂 o anel dos intei-

ros de 𝕂, 𝔞 ⊆ 𝔸𝕂 um ideal e {𝛾1, ⋯ , 𝛾𝑛} uma ℤ-base de 𝔞. Apli-

cando o homomorfismo canônico 𝜎𝕂 ao ideal 𝔞 de 𝔸𝕂, pela Pro-

posição 3.5.2 obtemos o reticulado Λ𝔞 = 𝜎(𝔞) de posto 𝑛 contido

em Λ = 𝜎(𝔸𝕂). A matriz geradora 𝐺𝔞 de Λ𝔞 é dada por
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𝐺𝔞 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜎1(𝛾1) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝛾1) ℜ𝜎𝑟1+1(𝛾1) ℑ𝜎𝑟1+1(𝛾1) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾1) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾1)
𝜎1(𝛾2) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝛾2) ℜ𝜎𝑟1+1(𝛾2) ℑ𝜎𝑟1+1(𝛾2) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾2) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾2)
⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
𝜎1(𝛾𝑛) ⋯ 𝜎𝑟1 (𝛾𝑛) ℜ𝜎𝑟1+1(𝛾𝑛) ℑ𝜎𝑟1+1(𝛾𝑛) ⋯ ℜ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾𝑛) ℑ𝜎𝑟1+𝑟2 (𝛾𝑛)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Comparando 𝔸𝕂 e 𝔞 como ℤ-módulo, vemos que existe uma

relação entre as matrizes 𝐺 de 𝜎(𝔸𝕂) e a matriz 𝐺𝔞 de 𝜎(𝔞). Seja 𝑇
a matriz mudança de base 𝑛 × 𝑛 da primeira base para a segunda

base, isto é,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛾1

𝛾2

⋮
𝛾𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑇 ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑤1

𝑤2

⋮
𝑤𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Como, os 𝛾 ′
𝑖 𝑠 são inteiros algébricos segue que são escritos como

combinação linear dos 𝑤′
𝑖𝑠, ou seja, 𝛾𝑖 =

𝑛


𝑘=1

𝑡𝑖𝑘𝑤𝑘, onde 𝑡𝑖𝑘 ∈ ℤ.

Assim que 𝑇 = [𝑡𝑖𝑗] é uma matriz inteira. A matriz 𝑇 é conhecida

como matriz da representação integral de 𝔞. Com isso temos

a seguinte proposição.

Proposição 5.4.1. (Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996)

A matriz geradora 𝐺𝔞 do reticulado Λ𝔞 é obtida a partir da matriz

geradora 𝐺 do reticulado Λ pela aplicação da matriz mudança de

base T entre as ℤ-bases de 𝔞 e 𝔸𝕂, isto é, 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺.

Demonstração. O resultado segue diretamente da fórmula 𝛾𝑖 =
𝑛


𝑘=1

𝑡𝑖𝑘𝑤𝑘, que também é válido tomando as partes real e imaginá-

ria de ambos os lados 𝜎𝑗(𝛾𝑖) =
𝑛


𝑘=1

𝜎𝑗(𝑡𝑖𝑘𝑤𝑘) =
𝑛


𝑘=1

𝑡𝑖𝑘𝜎𝑗(𝑤𝑘), e isto

conclui a demonstração.
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Da igualdade 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺 temos que det 𝐺𝔞 = det 𝑇 ⋅ det 𝐺, o que

significa que

𝑉 𝑜𝑙(Λ𝔞) = | det 𝑇| ⋅ 𝑉 𝑜𝑙(Λ).

Se 𝔞 é um ideal principal, isto é, 𝔞 = 𝛼𝔸𝕂 então a matriz

mudança de base é dada por 𝑇 = 𝑅(𝛼). A ℤ-base do ideal principal

𝔞 = 𝛼𝔸𝕂 é o conjunto {𝛼𝑤𝑖, 𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛}. Assim podemos escrever

𝛼 ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛾1

𝛾2

⋮
𝛾𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 𝑅(𝛼) ⋅

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑤1

𝑤2

⋮
𝑤𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

A procura de reticulados rotacionados da Tabela (5.3.3) com

dimensão 𝑛 e diversidade 𝑛/2 segue os seguintes passos:

1. Calcule o polinômio minimal de 𝜁𝑛 sobre ℚ que tem grau

𝜙(𝑛).

2. Encontre todos os ideais 𝔞 de 𝔸𝕂 com norma inteira.

3. Usando a matriz mudança de base 𝑇, calcule a matriz ge-

radora 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺 e avalie os parâmetros dos reticulados, por

exemplo, a densidade de centro e o número de vizinhos. Se

eles são iguais aos parâmetros de 𝐷4, 𝐸6, 𝐸8, Λ12, Λ16 ou Λ24,
então obtemos uma versão rotacionada destes reticulados

pois tais reticulados são os únicos com tais parâmetros.

Este procedimento é aplicado sucessivamente para obter uma

matriz geradora para cada um dos reticulados presentes na

Tabela (5.3.3).

Alguns reticulados conhecidos dos corpos ciclotômicos:
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ℚ(𝜃) 𝑛 Ideais

𝐷4,2 𝜃4 + 1 8 (2, 𝜃 + 1)
𝐸6,3 𝜃6 − 𝜃3 + 1 9 (3, (𝜃 + 1)2)
𝐸8,4 𝜃8 − 𝜃6 + 𝜃4 − 𝜃2 + 1 20 (5, 𝜃 − 2)
𝐾12,6 𝜃12 − 𝜃11 + 𝜃9 − 𝜃8 + 𝜃6 − 𝜃4 + 𝜃3 − 𝜃 + 1 21 (7, 𝜃 + 3)
Λ16,8 𝜃16 − 𝜃12 + 𝜃8 − 𝜃4 + 1 40 (2, 𝜃4 + 𝜃3 + 𝜃2 + 𝜃 + 1)

(5, 𝜃2 + 2)
Λ24,12 𝜃24 − 𝜃23 + 𝜃21 − 𝜃20 + 𝜃18 − 𝜃17 + 𝜃15 − 𝜃14+ 39 (3, 𝜃3 + 𝜃2 − 1)

+𝜃12 − 𝜃10 + 𝜃9 − 𝜃7 + 𝜃6 − 𝜃4 + 𝜃3 − 𝜃 + 1 (3, 𝜃3 + 𝜃2 + 𝜃 + 1)
(13, 𝜃 − 3)

𝑇𝑎𝑏𝑒𝑙𝑎 (5.3.3)

Exemplo 5.4.1. (Construção de 𝐷4,2). Note que 𝜙(8) = 4 e que

para outros valores de 𝑛 tal que 𝜙(𝑛) = 4 não resultam na versão

rotacionada de 𝐷4, cuja densidade de centro é 1/8. O polinômio

minimal de 𝜃 = 𝜁8 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o discrimi-

nante absoluto do corpo 𝕂 = ℚ(𝜁8) é 𝐷𝕂 = 28, 𝑟1 = 0 e 𝑟2 = 2.
Pela Equação (3.4) temos que

𝑁(𝔞) = 24/2

√28

𝜌4

1
8

= 23𝜌4,

e para 𝑁(𝔞) = 2 devemos tomar 𝜌 = 1
√2

. O ideal 𝔞 com norma 2

pode ser obtido da fatoração do ideal primo (2), que tem norma 24

do seguinte modo

(2) = (2, 𝜃 + 1)4 = 𝔞4.

Assim 𝔞 tem a norma desejada 2. A matriz geradora do reticulado

é 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺, onde 𝑇 é a matriz da representação integral de 𝔞

𝑇 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

2 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
1 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
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e 𝐺 é a matriz geradora de 𝜎(𝔸𝕂). O reticulado gerado por 𝐺𝔞

tem densidade de centro 0.125 = 1
8 e o número de vizinhos é 24,

sendo exatamente como 𝐷4. Como 𝐷4 é o único reticulado com

estes parâmetros, obtemos sua versão rotacionada com diversidade

igual a 2.

Exemplo 5.4.2. (Construção de 𝐾12,6). Note que 𝜙(21) = 12 e

que para outros valores de 𝑛 tal que 𝜙(𝑛) = 21 não resultam na

versão rotacionada de 𝐾12, cuja densidade de centro é 1/27. O

polinômio minimal de 𝜃 = 𝜁21 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o

discriminante absoluto do corpo 𝕂 = ℚ(𝜁21) é 𝐷𝕂 = 36.710, 𝑟1 = 0
e 𝑟2 = 6. Pela Equação (3.4) temos que

𝑁(𝔞) = 212/2

√36.710

𝜌12

1
27

= 26𝜌12

75 ,

e para 𝑁(𝔞) = 7 devemos tomar 𝜌 = √7
√2

. O ideal 𝔞 com norma

7 pode ser obtido da fatoração do ideal primo (7), que tem norma

712, ou seja,

(7) = (7, 𝜃 + 3)6(7, 𝜃 + 5)6 = 𝔞6
1𝔞6

2.

Como 𝑁(𝔞1) = 𝑁(𝔞2) = 7, podemos escolher 𝔞 = 𝔞1, que tem a

norma desejada. A matriz geradora do reticulado é 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺,
onde 𝑇 é a matriz da representação integral de 𝔞
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𝑇 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
5 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

e 𝐺 é a matriz geradora de 𝜎(𝔸𝕂). O reticulado gerado por 𝐺𝔞

tem densidade de centro
1
27 e o número de vizinhos é 756, sendo

exatamente como 𝐾12. Como 𝐾12 é o único reticulado com estes

parâmetros, obtemos sua versão rotacionada com diversidade igual

a 6.

Exemplo 5.4.3. (Construção de Λ16,8). Note que 𝜙(40) = 16 e

que para outros valores de 𝑛 tal que 𝜙(𝑛) = 16 não resultam na

versão rotacionada de Λ16, cuja densidade de centro é 1/16. O

polinômio minimal de 𝜃 = 𝜁40 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o

discriminante absoluto do corpo 𝕂 = ℚ(𝜁40) é 𝐷𝕂 = 232.512, 𝑟1 = 0
e 𝑟2 = 8. Pela Equação (3.4) temos que

𝑁(𝔞) = 216/2

√232.512

𝜌16

1
16

= 𝜌16

56.24 ,

e para 𝑁(𝔞) = 24.52 devemos tomar 𝜌 = √2.5. O ideal 𝔞 com tal

norma pode ser obtido da fatoração dos ideais (2) e (5) que tem
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norma 216 e 516, respectivamente. Assim

(2) = (2, 𝜃4 + 𝜃3 + 𝜃2 + 𝜃 + 1)4 = 𝔞4
1

(5) = (5, 𝜃2 + 2)4(5, 𝜃2 + 3)4 = 𝔞4
2𝔞4

3.

Como, 𝑁(𝔞1) = 24, 𝑁(𝔞2) = 52, 𝑁(𝔞3) = 52, podemos escolher 𝔞 =
𝔞1𝔞2 que tem a norma desejada 𝑁(𝔞) = 𝑁(𝔞1𝔞2) = 𝑁(𝔞1)𝑁(𝔞2) =
2452. A matriz geradora do reticulado é 𝐺𝔞 = 𝑇𝐺, onde 𝑇 é a

matriz da representação integral de 𝔞 e 𝐺 é a matriz geradora de

𝜎(𝔸𝕂). O reticulado gerado por 𝐺𝔞 tem densidade de centro 0, 0625
e o número de vizinhos é 4320, sendo exatamente como Λ16. Como

Λ16 é o único reticulado com estes parâmetros, obtemos sua versão

rotacionada com diversidade igual a 8.

5.5 Conclusão

Duas diferentes aproximações tem sido usadas para estudar

duas famı́lias de reticulados com o objetivo de atingir bom de-

sempenho sobre ambos os canais Gaussianos e Rayleigh com des-

vanecimento.

A primeira famı́lia é gerada pelo homomorfismo canônico sobre

o anel dos inteiros de um corpo de números. Entre os reticulados

desta famı́lia, demos importância aos reticulados obtidos a partir

de corpos totalmente reais e totalmente complexos. Vimos que os

reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais tem bom

desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento com uma

diversidade máxima 𝑛. Mas eles tem um ganho negativo sobre o

canal Gaussiano causado pela sua baixa densidade de empacota-

mento. Os reticulados obtidos a partir de corpos totalmente com-

plexos tem um acordo entre diversidade e densidade de empacota-

mento. Eles mostram um ganho positivo sobre o canal Gaussiano
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e bom desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento

com uma diversidade 𝑛
2 .

A segunda famı́lia de reticulados é gerada pelo homomorfismo

canônico sobre determinados ideais nos anéis dos inteiros dos cor-

pos ciclotômicos que são corpos totalmente complexos. Esta famı́-

lia inclui versões dos famosos reticulados conhecidos na literatura;

𝐷4, 𝐸6, 𝐸8, 𝐾12, Λ16 e Λ24. Estes reticulados atuam de modo aná-

logo aos reticulados de diversidade 𝑛
2 sobre o canal Rayleigh e

então podem atingir a diversidade de 2 até 12. Além disso, estes

são os melhores reticulados para o canal Gaussiano.

O ponto importante nesta conclusão é o fato de que corpos

de números com discriminante absoluto mı́nimos são conhecidos

somente em graus menores ou iguais a 8. Assim, a diversidade

de reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais não po-

dem exceder 8, a menos que encontremos corpos ótimos com alto

grau. Ao contrário, os reticulados da segunda famı́lia são menos

limitados na diversidade, Λ24, 12 atinge uma diversidade 12. Na-

turalmente, podemos pensar em construir Λ32, 16 e Λ64, 32 que tem

diversidades 16 e 32, respectivamente. Mas somos limitados pela

proporção da complexidade de um sistema sobre o ganho prático.

Não podemos nos esquecer também que o estudo da primeira fa-

mı́lia possibilita-nos construir e entender a segunda famı́lia.
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No presente livro, Carina Alves e Antonio Aparecido de Andrade 

apresentam um estudo sobre resultados envolvendo corpos de núme-

ros, com ênfase nos corpos ciclotômicos. 

Inicialmente os autores introduzem os resultados básicos de teoria 

algébrica dos números, tais como módulo, inteiro algébrico,   anel dos 

inteiros algébricos, norma e traço de um elemento, discriminante, base 

integral, formas quadráticas, decomposição de ideais primos em uma ex-

tensão, anel oetheriano e de Dedekind. 

Em uma segunda etapa, apresentam um estudo sobre reticulados, em-

pacotamento esférico, volume, densidade de centro e o homomorfismo 

canônico (ou de Minkowski) para a obtenção de reticulados via represen-

tação geométrica de ideais dos anéis de inteiros algébricos. 

Finalmente, fazendo uso desse homomorfismo, os autores constróem, 

via anel dos inteiros dos corpos ciclotômicos, reticulados rotacionados 

nas dimensões 4, 12, 16 e 24 com densidade de centro ótima e que são 

eficientes para ambos os canais Gaussianos e com desvanecimento do 

tipo Rayleigh.
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